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Aufgabe Al

Gegeben ist die Kugel mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r. Bestimme den
Mittelpunkt und den Radius des Berlhrkreises des Tangentialkegels mit der Spitze
im Punkt P.

a) P(7)216); M(1|12| —6); r=5V6 b) P(7|5|-1); M(3|1|3); r=6

c) P(9|-13|1); M(2|8]1); r=5V14 d) P(=2|6|3); M(8|1| —2); r = 3V10

Aufgabe A2

Berechne die Koordinaten des Punktes P, der zur Spitze des Tangentialkegels
gehort, dessen Beruhrpunkt die Kugel K in der Ebene E schneidet.

[ /2\) 1

a) K 55—(1)] =16; E: 55-(3)—30:0
| 3 3
-1\ 4

b) K:f—(Z)] = 36; E:f-<—4>—4=0
| —4 5

Aufgabe A3

Bestimme den Punkt P (siehe Grafik) des gemeinsamen Tangentialkegels der
beiden Kugeln K; und K,.

3\ 12 - 2\ 12
55—(1) =16; K;: 55—(0) =9
4 | 2/ 1

1\1? [ 3\1?
(o)] =4 K,: ;2—(5) =25
1 | 9/ r

a) Kl:

b) K,:|%—

_—
a+ Il‘([ll\{lgl Ty
a - ™1
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Losung Al

Lésungslogik
Die nachfolgende Grafik mit dem Schnitt durch die Achse MP verdeutlicht die
Situation. Die angezeigten Werte sind aus Teilaufgabe a) entnommen.

K, Schnittebene
I\’] und I\’g

Powered by GEOGEBRA.org

Gesucht sind die Koordinaten des Punktes M., sowie der Radius |QMy.,| des

Grundkreises des Tangentialkegels. Die Seitenlinie des Kegels PQ tangiert die
gegebene Kugel K; im Punkt Q. Somit muss der Radius der Kugel rg,; =5 -6 im
Punkt @ senkrecht auf der Seitenlinie stehen. Damit ist das Dreieck PMQ in Q
rechtwinklig und ist ein Dreieck unter dem Thales Kreis. Der Mittelpunkt T des
Thales Kreises ist der Mittelpunkt der Strecke PM.

Die Punkt Q ist somit Schnittpunkt eines Kreises mit Mittelpunkt M(1|2] —6) und
Radius r = 5 -1/6 mit einem Kreis mit Mittelpunkt T(4/2|0) und Radius r; = - PM.

Da wir uns aber im dreidimensionalem Raum bewegen, haben wir es nlcht mit
Kreisen, sondern mit Kugeln zu tun.

Die Losung dieser Aufgabe fuhrt somit zur Berechnung der Schnittebene der
gegebenen Kugel K; und der Kugel des Thales-Kreises K, mit Mittelpunkt T(4|2]0)
und Radius r; = - PM.

Nach Aufstellung der beiden Kugelgleichungen schneiden wir diese und erhalten
die Koordinatengleichung der Schnittebene S.

Wir stellen die Geradengleichung g durch die Punkte M und P auf und schneiden
diese mit der Ebene S. Dadurch erhalten wir die Koordinaten des Schnittpunktes
von g und S. Diese sind die Koordinaten des gesuchten Mittelpunktes.

Der Radius ., bestimmt sich Gber den Satz des Pythagoras im Dreieck MMg,,Q

_2
aus Txey = |Mke,Q| = JrKugZ — |MMg.,|
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Klausuraufschrieb
Berechnung des Vektors PM und dessen Ldnge |PM|:

S —6
PM=0M~-0P=|2-2|=( 0
—6-6 ~12

|PM| =62+ (2-6)2=V5-62 =65

Berechnung Mittelpunkt T der Strecke PM:
7+1 4

—_— 1 —_ —_— 1

o=t = (302)-(:)

Gleichung der gegebenen Kugel mit Mittelpunkt M(1|2| — 6) und Radius

TKug == 5 . \/6,'

1 ? )
Ky: 5&—( 2) = (5-6)
-6
x2 —2x;+1+x2 —4x, + 4+ x% +12x3 + 36 = 150
x? —2x; + x5 —4x, + x5+ 12x3 — 109 =0
Gleichung der Kugel iber dem Thales Kreis mit Mittelpunkt T(4]2]0) und Radius
r=3-5:

e (+-(2) Gy

0
x? —8x; + 16+ x2 — 4x, + 4 + x% = 45
x} —8x;+x5 —4x, +x5—25=0

K, NK,
(D) x2 —2x; + x5 —4x, + x5 +12x3 — 109 =0
(1I1) x2 —8x; +x5 —4x, +x2—25=0
(D)-(I1)  6x; + 12x; — 84 = 0 | 6

x1 + ZX3 - 14 - 0
Die Schnittebene hat die Gleichung S: x; + 2x; —14 =0

Geradengleichung durch M und P:

1 6
g:f=m+r-mj=<2>+r-<0>
—6 12

LotfuBpunkt M., Uber Schnittpunkt von g mit S:
Aus g folgt:

Xy =1+6r; x, =2; x3=—-6+12r

X1 Xp; X3 = S

1+6r+2(-6+12r)—14=0
6r+24r+1-12-14=0

30r = +25

5
r=-a-
+6

r—>g

1 s 6 6
OMKeg =12 +E' 0]=12
—6 12 4

Der Mittelpunkt des Grundkreises hat die Koordinaten My,,(6|2]4).
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Radius des Grundkreises (ber den Satz des Pythagoras:

Freg@] = ey = s’ ~ g

[MMyeg| = \/(6 —1)2+4(2—-2)2+ (4 - (=6))" = V25 + 100 = V125
[MMyq| =125

Tieg = \/(5-\/8)2 —125=5

Der Grundkreis des Kegels hat einen Radius von rg.q =5 LE.

Losung A2

Lésungslogik

Die nebenstehende Grafik mit dem
Schnitt durch die Achse M, P verdeutlicht Ebene E
die Situation.

Zur Bestimmung der Koordinaten des
Punktes benétigen wir die Lange der
Strecke M,P. Aus der Grafik ist (nach
dem Kathetensatz) ersichtlich, dass:

MlQ —rl = |M,L| - |[M,P| und somit
|M,P| = =

|M1L|

r, ist gegeben, |M;L| berechnen wir (iber
die HNF als Abstand des Punktes M; von
der Ebene E.

Nachdem die Lange der Strecke |M;P|
bekannt ist, Stellen wir die Geradengleichungg durch M; mit dem
Normalenvektor n; der Ebene E als Richtungsvektor auf. Die Koordinaten des
Punktes P berechnen wir dann, indem wir vom Punkt M, aus die Strecke M;P in
Richtung des Normalenvektors n; abtragen.

Powered by GEOGEBRA.org

Klausuraufschrieb
a) Aufstellung Ebene und deren Normalenvektor sowie die Gerade g:

1
3

E: x1+3xZ+3.X3=30

2 1
g X=0My+r-ng=1]|+r-[3
3 3

HNF:

x1+3x2+3X3—30 _ 0
V1+9+9 -
Nach dem Kathetensatz gilt:

Q. —rl —|M1L| |M,P| ==>
M, P| = =

IM LI
|M,L| iber die HNF:
|m| _ |1:2+3:1+3:3-30| _ |-16] _ 16
= V19 T V19 V19

[M,P| Uber Kathetensatz:
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[¥P| = 28 = v19

Vio

1
Einheitsvektor von ny = (3) (= Richtungsvektor von g):

o —_1 (]
T E TR

Berechnung der Koordinaten von P:

. 2 . /1 2+1 3
OP = OM; + |PMy| gy = | 1) +V19- =3 ]|=(1+3]=(4
3 3 3+3 6

P hat die Koordinaten P(3|4|6)

b) Aufstellung Ebene und deren Normalenvektor sowie die Gerade g:

4
5

E: 4—x1—4x2+5x3 =4

-1 4
g:ic’=0M1+r-n_E’=<2>+r-<—4>
—4 5

HNF:

4x1—4x+5x3—-4 0
Vi6+16+25
Nach dem Kathetensatz gilt:

Q. —rl —|M1L| |M,P| ==>

|M1 | = |M LI

|M,L| iber die HNF:

lm' _ |4(-1)-42+5:(-4)-4| _ |-36] _ 36
== Vi6+16+25 T V57 57

[M;P| Uber Kathetensatz:
| = 3 = V57
Vi
4

Einheitsvektor von ny = (—4) (= Richtungsvektor von g):

=L g =L. 44
" g E TR\
Berechnung der Koordinaten von P:

S -1 . 4 -1+4 3
0P=0Ml+|PM1|-nEO=(2)”57'@'(‘4):(2“‘):(—2)
—4 5 —4+5 1

P hat die Koordinaten P(3|-2|1)
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Losung A3
Loésungslogik

In der Grafik der Aufgabenstellung sehen wir den Lésungstipp M rZ. Das

Verhaltnis ergibt sich aus dem zweiten Strahlensatz.

Die Mittelpunkte sind in den Kugelgleichungen gegeben, ebenfalls die Radien.
Die Ladnge des Vektors |[M;M,| ist berechenbar. Damit kénnen wir a errechnen.
Zur Ermittlung des Punktes P miissen wir dann mit dem Richtungsvektor M; M,
die Lange a vom Punkt M; aus abtragen. Dabei ist zu beachten, dass M, der
Mittelpunkt der gréBeren Kugel und M; Mittelpunkt der kleineren Kugel ist.

Klausuraufschrieb
a) Bestimmung der Mittelpunkte M, und M, sowie der Radien r, und ry:

2 2
%— (())] =9 M,(2|02); r, =3
2

Kleine Kugel K;:

3 2
GroBe Kugel K;: 92’—(1)] =16 M,(3|114); r, =4

4

Bestimmung M, M,|:

MMy = (3B-2)2+(1-0)2+(“-22=6
Berechnung von a:

a+J/6 _4

4;= 3(3a ++6)

a=3V6
Vektor M, M; :
2 3 -1
2 4 -2
Einheitsvektor M, M, ,:
— 1 — 1 -1
Moo =gz Mot = - 7

Berechnung der Koordinaten von P:
-1 2 -1 -1
OP = 0M, +a~%- (—1) = <o>+3-<—1> = (—3)
-2 2 -2 —4
P hat die Koordinaten P(—1|-3| —4)
b) Bestimmung der Mittelpunkte M, und M, sowie der Radien r; und r,:
3 2
9

1 2
1

GroBe Kugel K,: =25 M,(3|5|9); r, =5

Kleine Kugel K;:

Bestimmung |MM,|:

M M| = JB=1)2+ (5-0)2 + (9—1)2 =93
Berechnung von a:

a+V93 _ 5

a T2
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5a = 2(a ++93)
3a = 2/93 ==> a=§m

Vektor M, M, :

1 3 -2
M2M1 = OM]_ - OMZ =({0]|— 5]=|(-5
1 9 -8

Einheitsvektor M, M, :

-2
— 1 — 3
MyMio = i MMy = 555 (-g)

Berechnung der Koordinaten von P:

OP=0M, +a- —s)l=(o)+1-[-5)=(=5
2V | g 1 8 —7

P hat die Koordinaten P(—1|-5| —7)
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