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Aufgabe Al.1

)
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e

zur A

Die Abbildung in der Anlage zeigt den Graphen einer Funktion f, die flr

0 <t <17 die Hb6he einer Pflanze in Abhdngigkeit von der Zeit

beschreibt. Dabei ist t die seit Beobachtungsbeginn vergangene Zeit in

Wochen und f(t) die H6he in Zentimetern.

Geben Sie den Zeitraum an, in dem die H6he der Pflanze von 20 cm auf 40 cm

zunimmt.

a)

Bestimmen Sie die momentane Anderungsrate der Pflanzenhdhe 3,5 Wochen

nach Beobachtungsbeginn.

Die Funktion f hat bei t = 6,5 eine Wendestelle. Beschreiben Sie die

Bedeutung dieser Wendestelle im Sachzusammenhang.

Formulieren Sie zu der Gleichung f(t + 2) — f(t) = 5 eine Fragestellung im

Sachzusammenhang. Geben Sie eine Lésung der Gleichung an.

Abbildung zur Aufgabe Al.1
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Aufgabe Al1.2
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = zx* — 3x2 + 9x.
Die Abbildung zeigt ihren Graphen. Y Graph vonf
a) Weisen Sei nach, dass der Punkt T(6|0)
Tiefpunkt des Graphen ist.
Betrachtet wird die Strecke OH zwischen 0(0]0)
und dem Hochpunkt H(2|8) des Graphen von f.
Diese Strecke und der Graph von f begrenzen
eine Flache. Berechnen Sie deren Inhalt.
b) Die Funktion g ist gegeben durch g(x) = -3~
fx)—6

Beschreiben Sie, wie der Graph von g aus dem

Graphen von f entsteht. Bestimmen Sie damit €T
die Koordinaten des Tiefpunktes des Graphen
von g. Powered by GEOGEBRA.org

c) Ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Geraden mit der Gleichung x = 1 liegt,
berthrt den Graphen von f im Punkt P(4]|4). Berechnen Sie die Koordinaten
von M.

d) Fur jedes k mit k # 0 ist eine Funktion f, gegeben durch

fr(x) = ix3 —3x%+ gkx.

Berechnen Sie die Werte von k, fur die die Tangente an den Graphen von f;
im Punkt P(1|f, (1)) parallel zur Geraden mit der Gleichung y = 8x + 3 ist.

Aufgabe A2.1

In einem Labor wird erforscht, wie sich Bakterien unter verschiedenen

Bedingungen entwickeln. Betrachtet wird jeweils der Flacheninhalt der von den

Bakterien eingenommenen Flache.

Versuchsreihe 1

Bei ungehinderter Vermehrung wird der Flacheninhalt wahrend der ersten zwdlf

Stunden beschrieben durch die Funktion f mit

f(©) =20-e% (¢t in Stunden nach Beobachtungsbeginn, f(t) in mm?2).

a) Bestimmen Sie den Flacheninhalt drei Stunden nach Beobachtungsbeginn.
Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem sich der Flacheninhalt im Vergleich
zum Beobachtungsbeginn verdreifacht hat.

Berechnen Sie die momentane Anderungsrate des Flacheninhalts zwei
Stunden nach Beobachtungsbeginn.

b) Berechnen Sie %fsgf(t) dt g(t)
Interpretieren Sie das Ergebnis im
Sachzusammenhang.

Versuchsreihe 2

Wenn man einer Bakterienkultur ein /

Antibiotikum hinzugibt, dann wird der

Flacheninhalt durch die Funktion g

beschrieben mit
g(t) =20- eo,1t—o,005t2

(t in Stunden nach
Beobachtungsbeginn, g(t) in mm?)
Die Abbildung zeigt den Graphen von g. Powered by GEOGEBRA.org

Graph von g
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Der Flacheninhalt nimmt zu einem bestimmten Zeitpunkt seinen gréBten
Wert an. Berechnen Sie diesen Wert.

Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem der Flacheninhalt wieder so groB ist
wie zu Beobachtungsbeginn.

Betrachtet wird die Funktion h mit

h(t) = g(t + 10). Fur jede reelle Zahl ¢ gilt: h(—t) = h(t) .

Erldutern Sie, welche geometrische Eigenschaft des Graphen von h damit
begriindet werden kann.

Aufgabe A2.2

Fur jedes t > 0 ist eine Funktion f, gegeben durch f;(x) = x* — 2tx? + 8t. Der Graph
der Funktion f; ist G;.

a)
b)

c)

Bestimmen Sie t so, dass der Punkt P(1]4) auf dem Graphen G, liegt.

Jeder Graph G, hat an der Stelle x = v/t einen Tiefpunkt.

Berechnen Sie denjenigen Wert von t, flr den dieser Tiefpunkt méglichst
hoch liegt.

Zeigen Sie, dass es genau zwei Punkte gibt, durch die samtliche Graphen G,
verlaufen.
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L6osung Al.1

Lésungslogik

In dieser Aufgabe ist keinerlei Funktionsgleichung gegeben, sodass alle
Lésungsschritte ausschlieBlich Uber die vorgegebene Grafik erarbeitet werden
mussen.

Klausuraufschrieb

a)

b)

Zeitraum an, in dem die Hohe der Pflanze von 20 cm auf 40 cm zunimmt:

Hohe 20 cm zum Zeitpunkt t = 2,6 50
Hohe 40 cm zum Zeitpunkt t = 5,4
At=54—-26=28

404
Im Zeitraum zwischen 2,6 und 5,4 Wochen f(t)
nach Beobachtungsbeginn nimmt die Héhe 504

der Pflanze von 20 cm auf 40 cm zu.

204

104

10

Powered by GEOGEBRA.org

Momentane Anderungsrate der

Pflanzenhéhe 3,5 Wochen nach f("t")'

Beobachtungsbeginn:

309

Das Steigungsdreieck der Tangente im Punkt
P(3,5|f(3,5)) ergibt Ay = 20 cm und

Ax = 3 Wochen.

Die momentane Anderungsrate 3,5 Wochen
nach Beobachtungsbeginn betragt

204

1049

f'(3,5) = ? cm/Woche. 10

Powered by GEOGEBRA.org

Bedeutung der Wendestelle im Sachzusammenhang:

Zu diesem Zeitpunkt ist die Wachstumsgeschwindigkeit der Pflanze maximal.

Fragestellung:

Bei der Gleichung f(t + 2) — f(t) = 5 ist der Zwei-Wochen-Zeitraum gesucht, in

dem die Pflanze um 5 cm wachst.

Lésung der Gleichung:
Uber die Grafik stellen wir fest, dass zwischen ;|
der 13. und 15. Woche nach Beobachtungs- 1
beginn die Pflanze etwa 5 cm wachst.

MDY T T %
eeeeeee d by GEOGEBRA.
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Loésung Al.2

Lésungslogik

a) Wir prifen, ob f'(6) =0 ist und f''(6) > 0.
Flachenintegral zwischen oberer und unterer Kurve.

b) Beschreibung der Spiegelung an der x-Achse, Streckung in y-Richtung und
Verschiebung in y-Richtung.
Wegen der Spiegelung an der x-Achse wird der Hochpunkt von f zum Tiefpunkt
von g.

c) Der Mittelpunkt des Kreises ist der Schnittpunkt
der Normalen an f in P(4|4) mit der Geraden mit

der Gleichung x = 1. :’Z
d) Gesucht ist k, fur das f;(1) =8 ist; Parallele 8

Geraden missen gleiche Steigung haben. Die v

Tangente soll parallel sein zur Geraden mit

y = 8x + 3. Diese Gerade hat die Steigung m = 8. )

/z

Klausuraufschrieb 52 oo 2 5 4 5\3 75 o o
a) Nachweis des Tiefpunktes: Powered by GEOGEBRA.org

fl(x) = %xz —6x+9

f'(x) = %x -6

f1(6)=2-36-6-6+9=36—36=0
f"(6)=§-6—6=9—6=3
Wegen f'(6) = 0 und f''(6) > 0 ist der Punkt T(6|0) ein Tiefpunkt.

Inhalt einer Fléache:

Flache zwischen der Funktion f und der
Geraden g durch 0 und H.

g(x) = 4x

A= f fx) —gx) —f —x —3x?% + 5xdx

Graph/von f
H(2|8)

A=[Ex —x3 42 x]0=1—8+1o=3

Die gesuchte Fldache ist 3 FE groB.
b) Der Graph von g geht aus dem Graphen von f
hervor durch:
1. Spiegelung an der x-Achse;
2. Streckung in y-Richtung mit dem Faktor

-
- N w 5 (&) o ~ w @QD

2 3 4 § 6 7 8 9 10~

3; i Foliolloy

3. Verschiebung in y-Richtung um
6 Einheiten nach unten.

Tiefpunkt von g:

Wegen der Spiegelung von f an der x-Achse, wird H von f zu T von g.

Nach der Spiegelung ist T, (2| — 8).

Nach der Streckung in y-Richtung mit dem Faktor 3 ist T, (2| — 24).

Nach der Verschiebung in y-Richtung um 6 Einheiten nach unten ist

T, (2| — 30).

Powered by GEOGEBRA.org
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Cc) Mittelpunkt eines Kreises:
Der Mittelpunkt ist der Schnittpunkt der Normalen an f in P(4]|4) mit der
Geraden x = 1.
Normale an f:

n() = = s (6= 4) + f(4)

"(x) =3x2_6x+9
fe) =3
fl4)=2.42-6-44+9=-3
f(4)==-43-3.424+9.4=4
n(x) =-=(@—-4)+4
=1 — 1,48
n(x) —3(x 4)+4—3x+3
n(1)=;-1+3;=3
Der Mittelpunkt des Kreises hat die Koordinaten M(1|3).
d) Berechnung eines Parameters k.
GemaB Aufgabenstellung soll f;(1) = 8 sein.
’ _ 3 2 9
fk(x)—zx 6x+%k

fk'(1)=8=i—6+2k

'S

K

——6+2k—-8=0 | -2k
3— 28k +9k2 =0
9k2 —28k+3=0 | :9

K2-2k+i=0

9 3

14, %627 _ 14,1 460 =1%413
k1,2—9i ” 81_9i 169 55
k1=3, k2=%
Flr k =3 oder k = % ist f,(1) = 8.

Losung A2.1

Lésungslogik

Versuchsreihe 1:

a) Fldache 3 Stunden nach Beobachtungsbeginn:

Wir berechnen f(3).

Zeitpunkt des verdreifachten Fldcheninhaltes:

Wir berechnen zunachst 3 - f(0), setzen dann f(t) auf diesen Wert und ermitteln
daraus t.

Momentane Anderungsrate 2 Stunden nach Beobachtungsbeginn:

Wir berechnen f'(2).

b) Das angegebene und zu berechnende Integral ist ein Mittelwertintegral. Das
Ergebnis ist der mittlere Flacheninhalt im Intervall von 5 bis 9 Stunden nach
Beobachtungsbeginn.

Versuchsreihe 2:

Cc) Zeitpunkt des gréBten Fldcheninhaltes:

Wir berechnen den Hochpunkt von g(t).

Zeitpunkt nach Hochpunkt, zu dem der Fldcheninhalt wieder so groB ist wie zu
Beobachtungsbeginn.

Wir setzen g(t) = g(0) und bestimmen daraus t.

@ by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir 5chule und Studium
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Interpretation von h(—t) = h(t):

g(t+10) ist eine Verschiebung von g(t) um 10 Einheiten nach links. In
Aufgabenteil ¢) ergibt sich die Stelle des Hochpunktes bei x, = 10. Durch die
Verschiebung hat der Hochpunkt die x-Koordinate 0.

h(—t) = h(t) bedeutet Achsensymmetrie zur y-Achse. g(t+10) ist also
y-achsensymmetrisch.

Klausuraufschrieb

Versuchsreihe 1:

a)

b)

Flache 3 Stunden nach Beobachtungsbeginn:

f(3) =20-e% =27

Die Fldche 3 Stunden nach Beobachtungsbeginn ist etwa 27 mm? groB.
Zeitpunkt des verdreifachten Fldcheninhaltes:

£(0) =20-e°=20

3 £(0) = 60

F(t) = 60 = 20 - 01t | :20
3 =¢01t | In
0,1t = In(3) | 01

t =10-In(3) ~ 10,9861

Etwa 11 Stunden nach Beobachtungsbeginn hat sich der Flacheninhalt
verdreifacht.

Momentane Anderungsrate 2 Stunden nach Beobachtungsbeginn:

f'(t) =20-0,1-e% =201t

f'(2) =2-e% ~ 2,4428

Die momentane Anderungsrate 2 Stunden nach Beobachtungsbeginn betrégt
etwa 2,4 mm?/ Std.

)20 %1t dt =5 [ %1 dt = 5-[10e%1]2 = 50 - (e%° — €%%) ~ 40,5441
Im Zeitraum zwischen 5 und 9 Stunden nach Beobachtungsbeginn betrégt
der Fldcheninhalt durchschnittlich ca. 40,5 mm?2.

Versuchsreihe 2:

c)

Zeitpunkt des gréBten Fldcheninhaltes:

g'(t) =20+ (0,1 —0,01¢) - g01t-0,005¢>

g'(t) =0:

20%1t=0005t* . (0 1 — 0,01t) = 0 |  Satz vom Nullprodukt

0,1-001t=0

t=10

g(10) = 20-e17%% =20-¢% ~ 32,9744

Etwa 10 Stunden nach Beobachtungsbeginn ist der Fldcheninhalt mit etwa
33 mm? am gréBten.

Zeitpunkt nach Hochpunkt, zu dem der Fldcheninhalt wieder so groB ist wie zu
Beobachtungsbeginn.

g) =g(0)=20-e°=20

20 = 20 - ¢%1t—0,005t? | 20

1 = 01t—0,005t?

0,1t — 0,005t2 = 0

t-(0,1—0,005t) =0 | Satz vom Nullprodukt

t;=0; t, =20

20 Stunden nach Beobachtungsbeginn ist der Flacheninhalt wieder so groB wie
am Anfang.
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d) Interpretation von h(—t) = h(t):
Mit h(t) = g(t + 10) wird g(t) um 10 Stellen nach links verschoben. Wegen des
Hochpunktes von g(t) mit H(10|33) liegt der verschobene Hochpunkt bei
H*(0|33). Wenn nun fur alle teR gilt h(—t) =h(t), so ist h(t) = g(t+ 10)
achsensymmetrisch zur y-Achse.

Losung A2.2

Lésungslogik

a) tfirP(1l4)€G:
Wir machen mit P(1|4) eine Punktprobe und berechnen daraus t.

b) t fir méglichst hoch liegenden Tiefpunkt mit Extremstelle x = /t:
Wir berechnen den y-Wert des Tiefpunktes fur x = vt. Dieser y-Wert ist damit
eine Funktion von t. Das Maximum bestimmen wir Uber die erste Ableitung.

c) Zwei gemeinsame Punkte aller Graphen G,:

Wir berechnen die Schnittpunkte von f, (x) mit f,, (x).

Klausuraufschrieb

a)

b)

t far P(1]4) € G,
ff()=4=1*-2t-12+8t | Punktprobe mit P(1|4)
6t+1=4
t=2
2

P(1|4) € G
2

t fir méglichst hoch liegenden Tiefpunkt mit Extremstelle x = +/t:

ft(\/f)=y=\/f4—2t~\/fz+8t=t2—2t2+8t
y(t) = —t? + 8t

y'(t) =—-2t+8
y'(t) = -2
y(t)=0=-2t+8
2t =18

t=4

y'(4) =-2<0 ==> t =4 ist Maximum

Der Graph der Funktion f, hat den am héchsten liegenden Tiefpunkt.
Zwei gemeinsame Punkte aller Graphen G,:

fe, () = x* = 2t;x* + 8t;

fr,(x) = x* = 2t,x* + 8t

fe, @) N fr, (x):

x* —2t;x% + 8t; = x* — 2t,x? + 8t,

—2t;x% + 8t; = —2t,x% + 8t,

2t,x? — 2t,x% = 8t, — 8t

2x%(t; — ty) = 8(t; — t1) | ((ty —tq)
2x% = 8 | 2
x2=4 | v o

X1 = 2, Xy = -2

f:(2)=2%—-2t-22+8t

f(2)=16—-8t+8t =16

fi(=2)=(-2)*-2t-(-2)>+8t=16—8t+ 8t =16

Die gemeinsamen Punkte aller Graphen G, haben die Koordinaten P,(2|16)
und P,(—2|16).
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