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Dokument mit 7 Aufgaben
Aufgabe B1.1
Die Gerade g enthalt die Punkte A(1|1|1) und B(3]|5|1).
a) Berechnen Sie die GroBe des Winkels, den g mit der x,x;-Ebene
einschlieBt.
Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punktes von g, der von der
x,x3-Ebene den Abstand 7 hat.
b) Fur die Ebene E gilt:
Wenn man den Punkt A an E spiegelt, erhalt man den Punkt B.
Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E.

Aufgabe B1.2
Fur jede reelle Zahl k ist eine Ebene E;, gegeben durch
Epi(k+1)x; +x, + (k—1) 'x3=1.
a) Bestimmen Sie eine Gleichung der Schnittgerade von E; und E;.
Untersuchen Sie, ob diese Schnittgerade in jeder Ebene E, liegt.

1 1
b) Die Gerade h: x = (3) +r- (—2) schneidet die Ebene E; im Punkt P und eine
0 2
weitere Ebene E;, im Punkt Q. Der Abstand von P und Q betragt 12.

Berechnen Sie einen mdglichen Wert von k.

Aufgabe B2

Die Punkte A(0]0]0), B(6]1]0), €(—2]|7|0) und S(2|4|10) sind die Eckpunkte
einer dreiseitigen Pyramide ABCS. Die Ebene E enthalt die Punkte B,C
und S.

a) Stellen Sie die Pyramide ABCS in einem Koordinatensystem dar.
Berechnen Sie die GréBe des Winkels, den die Kante AS mit der x;x,-Ebene
einschlieBt.
Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E.
Beschreiben Sie die besondere Lage von E im Koordinatensystem.
(Teilergebnis: E: 3x; + 4x, = 22)

b) Es gibt Punkte, die in E liegen und von allen Koordinatenebenen gleich weit
entfernt sind.
Bestimmen Sie die Koordinaten zweier solcher Punkte.

c) Betrachtet wird im Folgenden das Dreieck BCS.
Zeigen Sie, dass dieses Dreieck gleichschenklig ist.
Das Dreieck BCS kann so um die Strecke BC gedreht werden, dass das Bild
S* des Punktes S in der x;x,-Ebene liegt.
Berechnen Sie flr eine mégliche Lage des Punktes S* dessen Koordinaten.
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Losung B1.1

Lésungslogik

a)

b)

Winkel zwischen g und x,x;-Ebene:

Wir stellen die Gleichung der Geraden g auf und berechnen den Schnittwinkel

zwischen Gerade und Ebene (ber den sin.

Koordinaten eines Punktes von g mit Abstand 7 zur x,x;-Ebene:
Grundlage der Berechnung ist die HNF, Abstand Punkt/Gerade.

Bestimmung einer Gleichung der Ebene E:

Wegen des Spiegelpunktes B von A verlauft die Ebene E durch den Mittelpunkt
der Strecke AB. Der Normalenvektor der Ebene ist dabei der Richtungsvektor

AB der Geraden g.

Klausuraufschrieb

a)

Winkel zwischen g und x,x;-Ebene:
Aufstellung der Geradengleichung:

. . 1 2
g: 3?=0A+r-AB=<1>+r-<4>
1 0

Schnittwinkel Gerade Ebene:

2\ /1
. 4)ol0
|ABoTiyyxs| (0) (o) _ 2

SIP) = Bl — oLl — V20
Q= arcsm(\é_) = 26,56°
Koordinaten eines Punktes von g mit Abstand 7 zur x,x;-Ebene:
Einfach:

Die x,-Koordinate des Punktes muss den Wert |7| aufweisen:
Aus der Geradengleichung lesen wir ab:

x,=1+2r

[1+2r|=7

142r,=7

2ri=6 =2 r =3

14+ 2r,=—

2r,=—8 = r,=—4

o -0
(-1 )

Umstandlich Gber die HNF:

Gleichung der x,x;-Ebene: x; =0

HNF: 2 =

Abstand 7 eines Punktes der Geraden von der Ebene:
|1+12r| 7

Weiter siehe bei Lésungsteil ,,Einfach®.
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b) Bestimmung einer Gleichung der Ebene E:
Die Ebene E verlauft durch den Mittelpunkt M der Strecke AB.

(4 2
OM =-(0A+0B) =" g = i

Der Normalenvektor der Ebene ist gleich dem Richtungsvektor 4B :
E: 2x;+4x,=d

Punktprobe mit M:

2:2+4-3=d

2=16

E: 2x; +4x, =16

Losung B1.2

Lésungslogik

a) Schnittgerade von E, und E;:
Wir bilden und ermitteln den Lésungsvektor des Gleichungssystems.
Untersuchung, ob Schnittgerade in jeder Ebene E; liegt:
Wir setzen die Gleichung der Schnittgeraden in die Ebene E; ein und prlfen
das Ergebnis.

b) Berechnung eines méglichen Wertes von k, sodass Abstand P zu Q den Wert
12 aufweist.
Wir bestimmen den Schnittpunkt P von h mit E; und den Schnittpunkt Q von
h mit E,. Danach berechnen wir k fir |Pg| = 12.

Klausuraufschrieb
a) Schnittgerade von E; und E;:
(I) 2-x; + x, =1
(I1) 4ox; + x, + 2 x3=1
Gleichungssystem aus 2 Gleichungen mit 3 Unbekannten, wir mussen eine
Unbekannte frei wahlen, z. B. x, = t.
(I) 2:x; +t=1
1-t 1 t
M= =373
Xq; X5 = (1I)
(I)  4—+t+2x=1
20 —-t)+t+2x3=1
2x3=1—t—2+2t

ZX3 =t— 1
1 1

Lésungsvektor:

1t

1 2
L= t

1.1
2 2

Schnittgerade:
0,5 -0,5 0,5 -1
g: £=< 0 >+t-< 1 >=< 0 >+t*-<2>
-0,5 0,5 -0,5 1
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Untersuchung, ob Schnittgerade in jeder Ebene E; liegt:
Wir setzen g in E, ein. Aus g folgt:
x=05—-t x,=2t; x3=—-05+1¢
Ep: (k+1)(05—t) + 2t + (k—1)-(=0,5+¢) £ 1
0,5k —kt+05—t+2t—05k+tk+05—¢t £ 1
1=1
Die Gerade g liegt in jeder Ebene Ey.

Berechnung eines méglichen Wertes von k, sodass Abstand P zu Q den Wert
12 aufweist.
Schnittpunkt P von h mit E5:
Aus h folgt:
xy=1+1r;, x,=3—-2r; x3=2r
Ey: 4-14+r)+3-2r+2-2r=1
44+4r+3-2r+4r=1

6r+7=1
6r = —6
r=-1

o ()

Schnittpunkt Q von h mit E:

Aus h folgt:

Xy =141, x,=3—=2r; x3=2r

Ep: (k+1)-(Q+m+3-2r+k-1)-2r=1
k+kr+1+r+3-2r+2kr—-2r=1
3kr—3r+k+4=1
rBk—-3)+k+4=1
r3k—-3)=1—-k—4

—-k-3
T 3k-3
k+3
1 1 ( =35 w
— k+3 _ k43
0Q = (3) T (—2) =|34+2 The3
0 2 5. k+3
3k-3
Substitution:
k+3

3k-3

. 1 1 1—-z
0Q=(3>_Z.(_2)=(3+2.z)
0 2 —2-z

Wir bilden den Vektor PQ:

. 1—-z-0 1—z
PQ=<3+2~Z—5>=<—2+22>
—2-z+2 2—2z

|PQ| = V(A =22 + (—2 + 22)2 + (2 — 22)?
=vV1—-2z4+2244—-8z+42z2+4—8z+4z2
9z2—-18z+9
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Laut Aufgabenstellung soll [PQ| = 12 sein.

V9z2 —18z+9 =12

9z2 —18z+9 = 144

972 -182—-135=0
z2-2z—-15=0
Z,=1+VI+15=1+4
z1 =5 z,=-3

Resubstitution:
k+3
3k—3
k+3=3kz—3z
k—3kz=-3z—-3
k(1—3z)=-3z-3
3z+3
1-3z

3-5+3 18 9

kl = — = —_——= -
1-35 -14 7
3:(=3)+3 _ _ =6 _3

kZ = — = -
1-3-(-3) 10 5

Fur k = ; oder k = E haben die Punkte P und Q den Abstand 12.

Losung B1.2
Lésungslogik
a) Darstellung in Koordinatensystem:
Siehe Klausuraufschrieb.
Winkel, den die Kante AS mit der x,x,-Ebene einschlieBt:
Dies ist der Schnittwinkel zwischen dem Vektor 4S und der x,x,-Ebene.
Berechnung Uber den sin (¢).
Koordinatengleichung der Ebene E:
Wir bilden den Normalenvektor iber das Kreuzprodukt der Vektoren BC und
BS. Uber eine Punktprobe mit dem Punkt B ermitteln wir den Parameter d der
Ebenengleichung.
Besondere Lage von E im Koordinatensystem:
Siehe Klausuraufschrieb.

b) Koordinaten zweier Punkte von E, die von allen Koordinatenebenen gleich
weit entfernt sind:
Punkte, die von den drei Koordinatenebenen s seldo)
gleich weit entfernt sind, mussen fir x;, x, und '
x3 denselben Betrag aufweisen, sind sozusagen | AN
Endpunkte der Wdirfeldiagonalen, die vom Ny
Ursprung ausgeht. So ist z. Bsp. der Punkt P mit |
P(p,|p1lp1) ein solcher Punkt. Da dieser Punkt in Vi 2
der Ebene liegen soll, muss er die Ebenen- PO el BN oy
gleiChung erfullen. P IO = s e xh ©

5
6

, ,3
sy BENo)

-4
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Nachweis, dass das Dreieck BCS gleichschenklig ist:
Ein Dreieck ist gleichschenklig wenn die Lange von zwei Seiten
Ubereinstimmen und die dritte Seite nicht gleich lang ist.

Koordinaten eines Bildpunkte S*:

Die Drehgerade BC liegt in der x,x,-Ebene. Sie ist gleichzeitig Basis des
gleichschenkligen Dreiecks BCS. Der LotfuBpunkt L der Hohe h;, ist somit
der Mittelpunkt der Strecke BC. Die Ebene E steht senkrecht auf der x;x,-
Ebene. Damit muss auch S* in der x;x,-Ebene liegen.

Wir missen vom LotfuBpunkt L lediglich die Lange der H6he hg. in Richtung
des Normalenvektors von E laufen, um zum Punkt S* zu gelangen (siehe
auch erlauternde Grafik beim Klausuraufschrieb).

Klausuraufschrieb

a)

Darstellung in Koordinatensystem:

T3 S(214]0)

Winkel, den die Kante AS mit der
x1x,-Ebene einschlieBt:

0\ /2
., 0 Jo| 4
Mxyxp°AS  _ \q/ \10/ _ _10

Moz, F1AST [(O\[|/ 2| V120
o | 4
10

@ = arcsin (1—) = 65, 9 °
Der Winkel, den die Kante AS mit

sin(p) =

V120
der x,x,-Ebene einschlieBt, betragt W a2
65,9 °. :

5 " B(6]1[0)

1 -Powered by GEOGEBRA.org

Koordinatengleichung der Ebene E:

-8 -4 60 3
k-nj:ﬁxﬁ=(6)x( 3>=<80>=20-<4>
0 10 0 0
3
ne =| 4
0
3x1 + 4x2 = d
3:64+4-1=d=22
3x1 + 4—x2 == 22
Besondere Lage von E im Koordinatensystem:
In der Ebenengleichung fehlt die x;-Koordinate, deshalb ist E parallel zur
x3-Achse und steht damit senkrecht auf der x,x,-Ebene.

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir 5chule und Studium

—www.fitcin-mathe-online.de < { < B

Dr.-Ing. Me\molf Miller / webm aster@fit- |r]}m athe-online.de

10



~ Wahltellaufgaben

<7 (

> zZur analytlsShen Geometrie > Losungen
Koordinaten zweier Punkte von E, die von allen Koordinatenebenen gleich
weit entfernt sind:

Ein solcher Punkt hat drei gleichgroBe Koordinaten, z. Bsp. P mit P(p;|p1lp1)-
Ein solcher Punkt ist der Endpunkt der Diagonalen eines Wirfels, die vom
Ursprung ausgeht. Der Punkt muss der Ebenengleichung Geniige leisten.
Somit muss gelten:
3p+4p, =22 2> p; =

Der Punkt p (22 | 2) der Ebene hat von den drei Koordinatenebenen den

22

gleichen Abstand 2 7.

Dieser Punkt liegt im 1. Oktanten. Eine zweiter Punkt ist Q mit Q(—q1191191)-
Auch dieser Punkt muss der Ebenengleichung Genulge leisten. Es gilt:
—3q;+4q, =22 2> q, =22

Der Punkt Q(—22122|22) der Ebene 2 hat von den drei Koordinatenebenen
den gleichen Abstand 22.

Nachweis, dass das Dreieck BCS gleichschenklig ist:

-2-6 -8

|BC| = (7—1) = (6) =64+ 36 = 10
0-0 0

. 2-6 —4

|BS| = (4—1) = (3) =V16+9=v25=5
0-0 0

. 2-(-2) 4

|cS| = ( 4-7 ) = (—3) =V16+9=>5
0-0 0

Wegen |BS| = |CS| A |BS| = |BC| ist das Dreieck BCS gleichschenklig mit der
Basis BC.

Koordinaten eines Bildpunkte S*:
LotfuBpunkt der H6he hg:

o o, (62 2\ i

0L=E-(OB+OC)=5-<1+7>=<4> | )
0+0 0

Ho6he hg. im Dreieck BCS: 7

. 2 -2 0 .
hge = |SL| = || 4—4 ||=|l 0 || =10

0-10 10 ’

hBC=1OLE ——deod g

05*=0L + =2 .77 .

[ngl

2 0 3 2
=(4) e (4 /

2 3 8 4 a3 2 :
B T
0 0 0 5 .

Der Spiegelpunkt hat die 6
Koordinaten S*(8|12]0). oy B(6]1/0)

) ! 5*(8]12/0)
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