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Aufgabe M07B1
Betrachtet wird der abgebildete Wurfel ABCDEFGH.
Die Eckpunkte D, E, F und H dieses Wirfels besitzen

in einem kartesischen Koordinatensystem die = G
folgenden Koordinaten: D(0|0| — 2), E(2|0]0), F(2]2]0) I
und H(0(0]0). :
E : F

a) Zeichnen Sie in die Abbildung die Koordinaten- |

achsen ein und bezeichnen Sie diese. Geben Sie !

die Koordinaten des Punktes 4 an. P c
b) Der Punkt P liegt auf der Kante FB des e

Wiirfels und hat vom Punkt H den Abstand 3. d

Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes A B

P . Powered by GEOGEBRA.org

Gegeben sind die Punkte A(—2|1|4) und B(—4|0]6).
c) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punkts C so, dass gilt: CA =2 - 4B.

d) Durch die Punkte A und B verlauft die Gerade g.
Betrachtet werden Geraden, fiir welche die Bedingungen I und II gelten:
I Jede dieser Geraden schneidet die Gerade g orthogonal.
II  Der Abstand jeder dieser Geraden vom Punkt A betragt 3.
Ermitteln Sie eine Gleichung flr eine dieser Geraden.

In einem kartesischen Koordinatensystem legen die Punkte A(6|3|3), B(3|6/3) und
C(3]3]6) das gleichseitige Dreieck ABC fest.

e) Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E, in der das Dreieck ABC liegt, in
Koordinatenform.
(Teilergebnis: E: x; + x, + x3 = 12)

Spiegelt man die Punkte A, B und € am Symmetriezentrum Z(3|3|3), so erhalt man
die Punkte 4’, B’ bzw. C'.

f)  Beschreiben Sie die Lage der Ebene, in der die Punkte A, B und Z liegen, im
Koordinatensystem.

Zeigen Sie, dass die Strecke CC’ senkrecht auf dieser Ebene steht.

g) Begriinden Sie, dass das Viereck ABA'B’ Quadrat mit der Seitenlange 3v?2 ist.
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Der Kérper ABA'B'CC' ist ein sogenanntes C
Oktaeder. Er besteht aus zwei Pyramiden mit

dem Quadrat ABA'B’ als gemeinsamer

Grundflache und den Pyramidenspitzen C bzw. C'.

h) Weisen Sie nach, dass das Oktaeder das
Volumen 36 besitzt.

i) Bestimmen Sie die GréBe des Winkels
zwischen den Seitenflachen ABC und AC'B.

j)  Alle Eckpunkte des Oktaeders liegen auf
einer Kugel. Geben Sie eine Gleichung
dieser Kugel an. 4
Berechnen Sie den Anteil des Oktaeder- Powered by GEOGEBRA.org
Volumens am Kugelvolumen.
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Losung M07B1

a)

b)

)

d)

Koordinatensystem:

Siehe Grafik rechts. 3|
Koordinaten von A:
A(2]0] - 2) H(0]0]0)

Koordinaten von P: B(2(0[0) .
HP =3 |  Aufgabenstellung 2 F(?\‘K
(22 —

HP = |HF +FP" T 4 NP Jbop-2)
HF =22 | Diagonale des ’

—2 ’
3= ,I8 + FP | Quadrats. A(2(0] —2) B(2]2| - 2)

9 — 8 + ﬁz Powered by GEOGEBRA.org
FP =9-8=1

FP = +1

Da P unterhalb von F liegt, ist FP = —1 die gesuchte Ldsung.
Die Koordinaten lauten P(2]2| — 1).

Koordinaten von C:

Es soll gelten: CA =2-4F
0OA-0C=2-4B
0C=04-2-4B

(-2 —4—(=2)
OC=<1>—2~< 0—1 )

4 6—4
(-2 —2 2
oe=(1)- () (3

4 2 0
Der Punkt hat die Koordinaten C(2|3]0).

Gleichung einer Geraden h, die die Bedingungen I) und II) erfillen:
Gerade g durch A und B:

. . -2 -2
g: 3?=0A+r-AB=<4>+r-<—1>
4 2
-2

Jede Gerade h, flr deren Richtungsvektor v, o[ —1 | = 0 gilt, steht senkrecht

2
1

1 -2
auf g. So ist z.B. v, = (0) ein solcher, denn (0) ° (—1) =-24+0+2=0.Da
1 1 2
-2 -2
der Richtungsvektors von g mit 7v; = (—1) die Lange |rv,| = (—1)
2 5 5 2
V4 + 1+ 4 = 3 hat, haben die Punkte x;, = ( 4 )i 1- (—1) den Abstand 3
4 2

von A. Dies ist fur +1 der Punkt B.

—4 1
h: X =0B +s -7, = ( 0 >+s . (0) erflllt die genannten Bedingungen.
6 1
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e)

f)

g)

Ebene E in der das Dreieck ABC liegt.

N -3 -3 9 1 1
k-n_E’=AB><AC=<3>x<0>=<9>=9-<1>=> n—E’=<1>
0 3 9 1 1

X1 +x,+x3=d

6+3+3=d | Punktprobe mit A
d=12

X1+ X, +x3 =12

Lage der Ebene durch A, B und Z:

Alle 3 Punkte haben die x;-Koordinate 3. Die Ebene, in der die Punkte
liegen, ist somit eine Ebene parallel zur x;x,-Ebene im Abstand 3 mit der
Gleichung F: x; = 3.

Nachweis der Lage der Strecke CC':
Zunéchst Bestimmung von ¢’ Giber 0C' = 0C + 2 - CZ.

< (8
w-(E3-()0

Die Gerade durch € und ¢’ hat den Richtungsvektor | 0 |. Die Ebene F hat

1
0

den Normalenvektor (0

>. Somitist g L F.
1

Viereck ABA'B':

. 6 -3 0
0A'=ﬁ+2-ﬁ=(3>+2-<0>=(3>

3 0 3

3 0 3

(6= (3)-0)

3 0 3

3-6 -3
Z§=<6—3>=<3>; |[AB| =V9+9=3-v2
0

=V9+9=3-V2

Wegen |4B| = |A B’ |AB'| = |BA'| =3-V2 A AB o AB’ = 0 ist das Viereck
ABA'B’ein Quadrat mit der Kantenldnge a = 3 -+/2. q.e.d.
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h) Volumen des Oktaeders ABA'B'CC':
Das Volumen ist zweimal das Volumen der Pyramide ABA'B'C.

1(—3 -3 -3
O
0 0 3

=2 (0+0+3-18)=18

Vapargicer = 2 - Vapargic = 36
Das Volumen des Oktaeders betrédgt 36 VE.

f)-(2)

Vaparsic = é |(Z§ X ﬁ) ° E|

i) Winkel zwischen Seitenfldche ABC und ABC':
Winkel zwischen den Ebenen E, gz und E g, :

_ MEapc M Eapc|

Cos(@) = e e

L -3 -3 9 1
nEABC=AB><AC=<3>><<0)=<9>=9-<1>
0 3 9 1
L -3 -3 -9 1
nEABC,=AB><AC’=<3)x(0>=<—9>=—9-<1>
0 -3 9 -1
1\ /1
()
1/ \-1/| _ 1 _ 1
B
1| 1
1/11\-1
a—arccos()~7053°

Der Winkel zwischen den beiden Seitenflachen ist jedoch ein stumpfer
Winkel, sodass gilt:

a* =180°—-70,53°=109,47°

Der Winkel zwischen den beiden Seitenflache ABC und ABC' betragt etwa
109,5°,

cos(a) =

j)  Eckpunkte des Oktaeders auf einer Kugel:
Es muss gelten: c

74| = (28| = |24 = 25| = |ZC| = r

. 3
- o) -3
0
. 0
|ZB| = (g) =3 B! B
. -3
ZA’| = ( 0 ) =3
0
. 0
|ZB’| = (—3) =3 ,
0 C
Powered by GEOGEBRA.org
|ZZ"| = =3

Die Eckpunkte des Oktaeders liegen auf einer Kugel mit Mittelpunkt Z und
Radius r = 3 LE.
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Gleichung der Kugel:

() o

(x:1-3)2+(x; —3)>+(x3—3)2=9

Anteil des Oktaeder-Volumens am Kugelvolumen:
P% = ;2100 = = - 100 = 31,83 %

Kug 3
Das Oktaedervolumen hat etwa 31,8 % des Kugelvolumens.
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