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Wabhlteilaufgaben
i Szur Stgchastlk = >

Abitur- Musteraufgaben Wahlteil Stochastik Satz 01
Aufgabe C1 .

Der Body-Mass-Index ist eine MaBzahl fur die Bewertung des
Kdrpergewichts eines Menschen in Relation zu seiner KérpergréBe.
Menschen mit einem BMI > 25 gelten laut diesem Index bereits als
Uubergewichtig.

Laut statistischem Bundesamt waren im Jahr 2018 60% der mannlichen
Bevdlkerung und 55 % der weiblichen Bevélkerung Ubergewichtig (BMI > 25).

a) Berechnen Sie, die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:
A: ,Unter 10 zuféllig ausgewdhlten Mannern sind genau 6 Manner
Ubergewichtig."
B: ,Unter 10 zufédllig ausgewdhlten Mannern sind mehr als die Halfte
ubergewichtig.”
C: ,Unter 10 zufallig ausgewahlten Mannern sind nur die ersten drei nicht
Ubergewichtig."

b) Bestimmen Sie, wie groB eine Gruppe weiblicher Personen mindestens sein
muss, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von Gber 99 % mindestens eine
Frau in der Gruppe Ubergewichtig ist.

c) In der Gesamtbevélkerung Deutschlands betrug der Anteil der
Ubergewichtigen im Jahr 2018 laut statistischem Bundesamt 57 %.
Ein Dorf hat 500 Einwohner.
Die Anzahl der Ubergewichtigen im Dorf liegt mit etwa 95 % in dem Intervall
[u—1960, u+1960].
Bestimmen Sie Grenzen dieses Intervalls.
Ein Sportverein in dem Dorf hat 409 Mitglieder. Der Vereinsvorsitzende
behauptet, dass der Anteil der Ubergewichtigen in seinem Verein geringer
als in der sonstigen Bevdlkerung ist.
Um dies zu Uberprifen, wird die Nullhypothese Hy: p = 57 % auf dem
Signifikanzniveau 10 % getestet und das BMI der 40 Mitglieder ermittelt.
Bestimmen Sie die zugehdrige Entscheidungsregel.
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Abitur-Musteraufgaben Wahlteil Stochastik Satz 01

L6ésung C1

Lésungslogik

a) Verschiedene Wahrscheinlichkeiten:
Alle drei Ereignisse sind Binomialverteilungen. Aufstellung der jeweiligen
Bernoulli-Formel und Berechnung mittels WTR.

b) Anzahl weiblicher Personen:
Gesucht wird der Stichprobenumfang n weiblicher Personen, damit die
Wahrscheinlichkeit, mindestens eine Ubergewichtige Person zu finden
groBer ist als 0,99.
Die zugehdrige Bernoulliformel lautet : B4 55(X = 1) > 0,99.

c) Intervallgrenzen fir Ubergewichtige Dorfeinwohner:
Berechnung der Kennzahlen pu und ¢ und des 1,960-Intervalls.
Signifikanztest:
Mit Hy: p, = 0,57; und der Gegenhypothese H;: p; < 0,57 handelt es sich um
einen linksseitigen Test mit « = 0,1.

Klausuraufschrieb

a) Verschiedene Wahrscheinlichkeiten:
WTR
P(A) = BlO;O,G(X = 6) & 0,251

WTR
P(B) - BIO;O,6(X = 6) = 1 - B10;0’6(X < 5) & 0,633
WTR
P(C) = 0,43-0,67 * 0,0018

b) Anzahl weiblicher Personen:
Bross(X = 1) > 0,99
1—Bposs(X = 0) > 0,99 | +Bp,055(X = 0); —0,99
0,01 > By.q55(X = 0)

(3) £0,55° - 0,45™ < 0,01

1-1-0,45" < 0,01 | In
n-In(0,45) < In(0,01) | :In(0,45)
WTR
In(0,01)
In(0,45) ¥ 58

Die Gruppe muss aus mindestens 6 weiblichen Personen bestehen.

c) Intervallgrenzen fiir Ubergewichtige Dorfeinwohner:
WTR

n=>500; p=057; pu=n-p=285 o=pu-(1-p)=+285-043 ¥ 11,07
[u—1960, u+1960] =[285—-11,07;285 + 11,07] = [263,3;306,7]
Die Anzahl tubergewichtiger Dorfeinwohner ist [263;307].

Signifikanztest:
Hy: po = 0,57; p; < 0,57 => linksseitiger Test @ = 0,1; n =40
Baoj057(X < k) <0,1
WTR WTR
Bo.057(X <18) * 0,0855; Byg.57(X <19) ¥ 0,146
A =1[0;18]; A =[19;40]
Entscheidungsregel:
Haben héchstens 18 Personen im Verein einen BMI von > 25 , so wird die
Nullhypothese verworfen, ansonsten wird sie beibehalten.
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Wah!teﬂaufgaben

Abitur-Musteraufgaben Wahlteil Stochastik Satz 02

Ein Gllicksrad besteht aus drei farbigen Sektoren mit den Mittelpunkts-
winkeln 180 ° (rot), 90° (gelb) und 90° (blau).

a)

b)

Das Glicksrad wird zehn Mal gedreht. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:

A: ,Die Farbe Blau tritt genau vier Mal auf."

B: ,Die Farbe Blau tritt mindestens vier Mal auf."

Wie oft muss man das Glicksrad mindestens drehen, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von Uber 99 % mindestens einmal die Farbe Blau zu
bekommen?

Eine Klasse setzt dieses Gllicksrad beim Schulfest ein, wobei folgende Spielregeln
gelten:

Flr einen Einsatz von einem Euro darf ein Spieler das Gllicksrad drei Mal drehen.
Wenn drei Mal dieselbe Farbe erscheint, erhalt er zwei Euro zuriick; wenn drei
verschiedene Farben erscheinen, bekommt er nichts ausbezahlt; in allen anderen
Fallen erhalt er seinen Einsatz zurlck.

)
d)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit macht ein Spieler Verlust, wenn er dieses
Spiel einmal spielt?

Die Klasse will im nachsten Jahr zwar die Spielregeln beibehalten, aber durch
Veranderung der SektorengréoBen ihre Gewinnwahrscheinlichkeit erhdéhen.
Dabei soll der rote Sektor weiterhin doppelt so groB3 sein wie der gelbe.

Es sei p die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Drehung , gelb" erscheint.

Fir welchen Wert von p ist die Wahrscheinlichkeit daftr, dass ein Spieler
Verlust macht, am gréBten?
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Abitur-Musterauféaben Wahlteil Stochastik Satz 02

Losung M02C1
Lésungslogik
a) Verschiedene Wahrscheinlichkeiten:
Alle zwei Ereignisse sind Binomialverteilungen. Aufstellung der jeweiligen
Bernoulli-Formel und Berechnung mittels WTR.
b) Anzahl durchzufiihrender Spiele:
Gesucht wird der Stichprobenumfang n Glicksraddrehungen, damit die
Wahrscheinlichkeit, mindestens einmal die Farbe Blau zu erhalten gréBer ist
als 0,99.
Die zugehdrige Bernoulliformel lautet : B4 ,5(X = 1) > 0,99.
c) Wahrscheinlichkeit fur Verlust bei einmaligem Spiel:
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit flr drei verschiedene Farben.
d) Wahrscheinlichkeit p flir gelb damit gréBter Verlust entsteht:
Wir ordnen die Wahrscheinlichkeiten neu gemaB Aufgabenstellung und
berechnen erneut die Wahrscheinlichkeit flir drei verschiedene Farben.
Klausuraufschrieb

a) Verschiedene Wahrscheinlichkeiten:
WTR
P(A) = BlO;O,ZS(X = 4) & 0,146

WTR
P(B) = BlO;O,ZS(X 2 4) = 1 - BlO;O,ZS(X S 3) & 0,2241

b) Anzahl durchzufiihrender Spiele:
Bro2s(X = 1) > 0,99
1— Bpo25(X = 0) > 0,99 | +Bp,025(X = 0); —0,99
0,01 > By.g,5(X = 0)

(g) £0,25° - 0,75™ < 0,01

1-1-0,75™" < 0,01 | In
n-In(0,75) < In(0,01) | :In(0,45)
WTR
N LICHUD R
In(0,75)

Man muss 16 Mal spielen.

c) Wahrscheinlichkeit fiir Verlust bei einmaligem Spiel:
C: ,Es treten drei verschiedene Farben auf."

Die Anzahl L']bergewichtiger Dorfeinwohner ist [263;307].
1 1 1 6

P(C)_3'514 32 E~0188

Die Wahrscheinlichkeit fiir Verlust bei einmaligem Spiel betrdagt %.
d) P(gelb)=p; P(rot) =2P; p(blau)=1-p—-2p=1-3p

P(C)=3!p-2p-(1-3p) =12p%(1 —3p) = 12p? — 36p3

P'(C) = 24p — 108p?

24p —108p2 =0

12p(2-9p) =0

2
P1=0 ps=5
P"'(C) = 24 — 216p
P'"(0) >0 ==> Tiefpunkt, Minimum
P”( ) <0 ==> Hochpunkt, Maximum

Far P(gelb) = 2 5 ist die Wahrscheinlichkeit fir Verlust am gréBten.

Seite 6 @ by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir Schule und Studium

~www.fitrin-mathe-online.de \ {
Dr.-Ing. Me\molf Mialler / webmaster@f't |r|,rm athe-online.de \



Wah!teﬂaufgaben

“Zur Stlgchastl e >
Abitur-Musteraufgaben Wahlteil Stochastik Satz 03

Aufgabe M0O3C1

Bei einem Schulfest gibt es verschiedene Attraktionen.

a) Auf einem Tisch liegen verdeckt funf Spielkarten, unter denen sich
zwei Joker befinden. Hilde und Franz decken abwechselnd je eine
Karte auf. Es gewinnt, wer zuerst einen Joker zieht. Hilde beginnt das
Spiel.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:
A: Franz gewinnt.
B: Hilde gewinnt.

b) Bei einem GllUcksrad der Klasse 5a gewinnt man ein Spiel mit einer
Wahrscheinlichkeit von p = 0,25.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass man bei 50 Spielen mindestens
zehn Mal gewinnt?

Beim Gllcksrad der Klasse 5b betragt die Wahrscheinlichkeit, bei 50 Spielen
mindestens zehn Mal zu gewinnen, 99 %.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit flr einen Gewinn in einem Spiel

auf zwei Dezimalen genau.

c) Bei einem Spielautomaten erscheint auf Knopfdruck ein Bildsymbol: entweder
eine Sonne oder ein Mond. Fir einen Einsatz von einem Euro darf man zwei
Mal nacheinander driicken. Erscheint zwei Mal die Sonne, so erhélt man zwei
Euro ausbezahlt; erscheint zwei Mal der Mond, so erhalt man einen Euro
ausbezahlt, in den anderen Fallen erhalt man nichts ausbezahlt.
Wie groB muss die Wahrscheinlichkeit flir Sonne sein, damit das Spiel fair ist?
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Abitur-Musterauféaben Wahlteil Stochastik Satz 03

Losung MO3C1

Lésungslogik

a) Wahrscheinlichkeiten flr Gewinn von Hilde bzw. Franz:
Unter Verzicht auf ein Baumdiagramm stellen wir die einzelnen Ergebnisse
fir Hilde zusammen und berechnen deren Wahrscheinlichkeit. Die
Wahrscheinlichkeit fliir einen Gewinn von Franz ergibt sich dann Uber das
Gegenereignis.

b) Glicksrdder Klasse 5a und Klasse 5b:
Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung, Aufstellung der Bernoulliformel
und Berechnung. Im Falle von Klasse 5b Uber eine Interpolation der
Gewinnwahrscheinlichkeit.

c) Bestimmung einer Wahrscheinlichkeit fir faires Spiel:
Wir berechnen den Erwartungswert mit einer Wahrscheinlichkeit pgynn. Und
setzen dann E(X) auf Null.

Klausuraufschrieb
a) Wahrscheinlichkeiten fiir Gewinn von Hilde bzw. Franz:
Es sei J, gleich ,Hilde zieht einen Joker, J, gleich ,Hilde zieht keinen Joker.
Es sei Jr gleich ,Franz zieht einen Joker, Jr gleich ,Franz zieht keinen Joker.
Ergebnisraum flur Hilde, die beginnt:
Qn = Uu JulrIu} -
P(B) = PU) + PUuliln) =43 3 5= st o= a0 = o= 06
Ergebnisraum flr Franz, der als Zweiter zieht:
P(A)=1-P(B)=1-0,6) =04

b) Glicksréder Klasse 5a und Klasse 5b:
WTR

Klasse 5a: Bsg.025(X = 10) =1 — Bsg.025(X <9) ® 0,8363
Die Wahrscheinlichkeit fir Klasse 5a betragt etwa 0,84.
Klasse 5b: Bs,,(X = 10) = 1 — Bs,,(X <9) = 0,99

1-%9 ( )p (1—p)50-i = 0,99

2 (So)p (1= )% = 0,01

Diese Formel ist mit dem WTR nicht mehr abbildbar und wir fangen an zu
interpolieren, wir beginnen mit p = 0,3:

WTR
Bso.03(X <9) * 0,04

WTR
Bso.04(X <9) ®* 0,0007

WTR
Bso.035(X <9) * 0,0067

WTR
Bso,034(X <9) ¥ 0,009
Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Gewinn in einem Spiel muss etwa 34 %
betragen.

Seite 8 @ by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir Schule und Studium

~www.fitrin-mathe-online.de - \ <7
Dr.-Ing. Me\molf Mialler / webmaster@f't |r|,rm athe-online.de \



7 Wahltellaufgaben
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Losungen

Abitur-Musteraufgaben Wahlteil Stochastik Satz 03

Bestimmung einer Wahrscheinlichkeit fir faires Spiel:
P(Sonne) =p; P(Mond)=1-p

Nachweis faires Spiel:

Wahrscheinlichkeiten der Gewinnsituationen:

Sonne-Sonne: p-p=p?
Mond-Mond: 1-p)?=1-2p+p?
Verlust: 1 — P(Sonne, Sonne) — P(Mond, Mond)
1-p*-(1-2p+p?)=-2p*+2p
X; 1,00 € 0€ —1,00 €
pi P’ (1 -p)? 2p — 2p®
Kiop p’ 0 2p® —2p
ZX Pi p®+2p*-2p

Das Spiel soll fair, sein, also E(X) = 0.

3p2—-2p=0

rBp—-2)=0
2

P1=0; pp=3

p, = 0 macht keinen Sinn.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Erscheinen von Sonne muss % betragen,
damit das Spiel fair ist.
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Ab/tur-Musteraufgaben Wahlteil Stochastik Satz 04

Aufgabe M04C1

Ein Hotel hat 150 Zimmer. Fir sein beliebtes Wochenendangebot liegen
immer deutlich mehr als 150 Anfragen flr Reservierungen vor. Da die
Hotelleitung im vergangenen Jahr die Erfahrung gemacht hat, dass im
Mittel nur 90 % der Reservierungen in Anspruch genommen werden,
entschliet sie sich nun, immer 160 Reservierungen anzunehmen.

Die Anzahl der Reservierungen, die tatsachlich in Anspruch genommen werden,
wird durch eine Zufallsvariable X beschrieben. Diese wird als binomialverteilt
angenommen.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:
E1: Genau 150 Reservierungen werden in Anspruch genommen.
E2: Es missen Gaste, die reserviert haben, abgewiesen werden.
E3: Alle Gaste, die ihre Reservierung in Anspruch nehmen wollen,
bekommen ihr Zimmer.

b) Falls Gaste, die reserviert haben, wegen Uberbuchung kein Zimmer
bekommen, missen sie auf Kosten des Hotels in einem teureren Hotel in der
Nahe untergebracht werden. Die Hotelleitung will daher erreichen, dass die
Wahrscheinlichkeit fir diesen Fall unter 1 % liegt.

Wie viele Reservierungen darf sie dann héchstens annehmen?

Die Hotelleitung Uberlegt, ob sie das Hotel mit einer Sauna ausstatten soll. Das
Vorhaben soll aber nur dann umgesetzt werden, wenn mindestens 20 % der Gaste
dieses kostenpflichtige Angebot auch nutzen wirden.

Die Nullhypothese H,: ,Hbchstens 20 % der Géste wiirden die Sauna nutzen."

soll auf der Basis einer Umfrage bei 300 Gasten auf einem Siginifikanzniveau von
5 % getestet werden.

c) Bestimmen Sie die zugehérige Entscheidungsregel.

d) Vor der Konzeption des Tests stellte die Hotelleitung folgende Uberlegungen

an:

I: Wenn die Sauna nicht gebaut wird, obwohl sie mindestens 20 % der
Gaste nutzen wiirden, entgehen dem Hotel zusatzliche Einnahmen.

II: Wenn die Sauna gebaut wird, obwohl sie héchstens 20 % der Gaste
nutzen, entstehen dem Hotel finanzielle Verluste.

Flr einen dieser beiden Falle kann die Wahrscheinlichkeit des Eintretens mit

obigem Test auf 5% begrenzt werden.

Entscheiden Sie, welcher der beiden Falle dies ist.

Begriinden Sie Ihre Entscheidung.
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Losung M04C1

Lésungslogik
a) Verschiedene Wahrscheinlichkeiten:

Alle drei Ereignisse sind Binomialverteilungen. Aufstellung der jeweiligen

Bernoulli-Formel und Berechnung mittels WTR.
Das Ereignis E3 ist das Gegenereignis von E2.

b)  Wahrscheinlichkeit fiir Uberbuchung unter 1%:
Gesucht wird die groBte Reservierungszahl n > 150, damit die
Wahrscheinlichkeit, bei Inanspruchnahme Uberbuchter Reservierungen
kleiner als 1 % ist.
Die zugehdrige Bernoulliformel lautet : B, (X = 151) < 0,01.

Cc) Entscheidungsregel eines Signifikanztests:
Gesucht ist die Anzahl k von befragten Personen, die das Saunaangebot
nutzen wrden.

d) Fallentscheidung und Begriindung:
Siehe Klausuraufschrieb

Klausuraufschrieb

a) Verschiedene Wahrscheinlichkeiten:
WTR
P(El) = Bl60;0,9(X = 150) = 0,0311

WTR
P(EZ) == Bl60;0,9(X = 151) = 1 - B160;0’9(X < 150) & 0,0359
P(E3) = 1 — P(E2) = 0,9641

b)  Wahrscheinlichkeit fiir Uberbuchung unter 1%:
Bp,09(X = 151) < 0,01
1 — Bp00(X < 150) < 0,01 | +Bp,00(X < 150); —0,01
Bp.00(X < 150) > 0,99

Da der WTR keine Méglichkeit einer Direktldsung bietet, wird ein iteratives

Verfahren angewendet. Wir starten mit n = 156
WTR
Bis6.009(X <150) * 0,9987
WTR
Bis57.09(X < 150) * 0,9965
WTR
Bisg.09(X <150) ® 0,9915
WTR
Bis59.00(X <150) * 0,9816

Es dlrfen maximal 158 Reservierungen angenommen werden.

c) Entscheidungsregel eines Signifikanztests:
Hy: po <02 Hi:p; >02 a=0,05
Bsp0,02(X = k) < 0,05
1= B3g0,0,(X <k —1) <0,05 | +B300,02(X < k —1); —0,05
B300.02(X <k —1) > 0,95
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Abitur-Musteraufgaben Wahlteil Stochastik Satz 04

Da der WTR keine Méglichkeit einer Direktldsung bietet, wird ein iteratives
Verfahren angewendet.

Wir ermitteln zunachst den Startwert fur k Uber die o-Regeln.
o=np-(1—-p)=+300-02-08~69 u=n-p==60

Ein rechtsseitiges Signifikanzniveau von 0,05 liegt etwa im 1,5¢0-Bereich.
k—1=u+150=60+1,5-69 =70,35

Wir starten mit k — 1 = 70.

B300.02(X < 70) > 0,933

B300;02(X < 71) > 0,949

B300.02(X < 72) > 0,962

k—1=72

k=173

A=1[0;72]; A=[73;300]

Entscheidungsregel:

Wenn mindestens 73 der Befragten das Saunaangebot nutzen wollen, wird
die Hy-Hypothese abgelehnt (die Sauna wird gebaut), ansonsten bleibt sie
erhalten (die Sauna wird nicht gebaut).

d) Fallentscheidung und Begriindung:
Fur die Uberlegung II kann die Wahrscheinlichkeit des Eintretens auf 5 %
begrenzt werden.
Im Test wurde die Nullhypothese, dass hdchstens 20 % der Befragten die
Sauna benutzen, mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von hdéchstens 5 %
abgelehnt.
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Aufgabe M0O5C1

Wah!teﬂa ufgabeni A

Zur Stgchastl

Das folgende Diagramm zeigt Daten des statistischen Bundesamts zum
jeweils héchsten erreichten Schulabschluss in verschiedenen Alters-

gruppen (Stand 2012):

b)

Hachste Schulabschliisse in Deutschland
Anteil der Bevalkerung der jeweiligen Altersgruppe

50%
45% M

35% |
3% ]
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W%

15%

10% {
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15-1% 20-24 25-29 30-34 3539 40-44 4549 50-3 3539 6064 5+

® mittlere Reife o Abitur

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit daflir, dass eine zufallig ausgewahlte
20 — 24-jahrige Person kein Abitur hat.

Eine andere Statistik gibt an, dass 2012 die Anzahl der Personen mit mittlerer
Reife im Alter von 45 bis 49 Jahren gréBer war als die entsprechende Anzahl
bei den 35-39-jahrigen Personen.

Untersuchen Sie, ob diese Aussage mit den obigen Daten vereinbar ist.
Zwanzig Personen im Alter von 55 bis 59 Jahren werden zufallig ausgewahlt.
Begrinden Sie, dass die Anzahl der Personen mit Abitur in dieser Gruppe mit
einer binomialverteilten Zufallsvariablen beschrieben werden kann.
Bestimmen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit fir folgende Ereignisse:

A: In dieser Gruppe haben genau sechs Personen Abitur.

B: In dieser Gruppe haben hdchstens vier Personen Abitur.

Zwolf Personen nehmen an einem Abitur-Fernkurs teil. Zehn von ihnen haben
bereits die mittlere Reife. Bei jedem von ihnen liegt die Erfolgschance bei

80 %. Bei den beiden anderen betragt die Erfolgschance jeweils nur 60 %.
Berechnen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit flir folgende Ereignisse:

C: Alle zehn Personen mit mittlerer Reife sind erfolgreich.

D: Mindestens elf Personen schlieBen den Fernkurs erfolgreich ab.
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Losung MO5C1
Klausuraufschrieb
a) Wahrscheinlichkeit 20-24-jdhrige Person kein Abitur:
P,yo_24(Abitur) = 0,44 | Abgelesen aus Graphik
Pyo—24(Abitur) = 0,56
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewéhlte 20-24-jéhrige Person
kein Abitur hat, betragt 56 %

J

Anzahl der Personen mit mittlerer Reife im Alter von 45 bis 49 Jahren gréBer
als die entsprechende Anzahl bei den 35-39-jéhrigen Personen:

Laut Diagramm haben die 35-39-jahrigen Personen mit mittlere Reife einen
héherer Anteil als die 45-49-jahrigen. Die andere Statistik spricht von
Personen. Da lber die Personenanzahl der einzelnen Gruppen keine
Angabe vorliegt, ist die Aussage mit der vorgelegten Graphik durchaus
vereinbar (z.B. sind 25 % von 2000 Personen 500 Personen, 30 % von 1000
Personen aber nur 300 Personen).

b) Begriindung einer Binomialverteilung:
Die zufallige Auswahl von Personen aus der Gruppe der 55-59-jahrigen ist
ein Bernoulli-Experiment mit den beiden Ergebnissen Abitur und kein
Abitur. Die 20-fache Wiederholung dieses Experiments ist eine Bernoulli-
Kette.

Verschiedene Wahrscheinlichkeiten:
WTR

P(A) = Byp.025(X =6) * 0,1686
WTR

P(B) = Bygy025(X < 4) * 0,4148

c) Mehrstufiger Zufallsversuch:
10 aus 12 Personen mit mittlerer Reife: p; = % mit p;; = 0,8

2 aus 12 Personen ohne mittlerer Reife: p, = 12—2 mit p,r = 0,6

WTR
P(C) = Byg.05(X = 10) * 0,1074
Beim Ereignis bestehen entweder alle 10 Personen mit mittlerer Reife und
beide Personen ohne mittlerer Reife oder alle 10 Personen mit mittlerer
Reife und eine Person ohne mittlere Reife oder 9 Personen mit mittlerer
Reife und beide Personen ohne mittlere Reife.

P(D) = Byg;0,8(X = 10) * By;0,6(X = 2) + Byg;0,8(X = 10) * By,o6(X = 1) +
BlO;O,S(X =9)- BZ;0,6(X =2)

P(D) =0,1074-0,36 + 0,1074 - 0,48 + 0,2684 - 0,36 = 0,1868

Hinweis: Dies ist ein sehr schones Beispiel fur die allgemeine Regel in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung:
Muss man Ereignisse mit und verbinden, werden die
Wahrscheinlichkeiten multipliziert.
Muss man Ereignisse mit oder verbinden, werden die
Wahrscheinlichkeiten addiert.
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Aufgabe M06C1
Die Tabelle zeigt die prozentualen Anteile der in Deutschland fahrenden
Autos.
Farbe | silber oder grau | schwarz | weiB
Anteil | 29,9 % | 28,8 % | 15,1 %
Diese Anteile werden im Folgenden als Wahrscheinlichkeiten fir das Auftreten der
jeweiligen Autofarben verwendet.
Zwei Kinder beobachten vorbeifahrende Autos und achten auf deren Farbe.

a) Zunachst beobachten die Kinder 80 Autos.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:
A:  Genau 22 Autos sind silber oder grau.
B:  Mindestens 33 Autos sind schwarz.
C: Unter den ersten zehn Autos sind mindestens drei, die keine in der Tabelle
angegebenen Farben haben und von den anderen 70 Autos sind héchstens
20 schwarz.

b) Wie hoch mulsste der Anteil der schwarzen Autos mindestens sein, damit mit
einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % unter 100 beobachteten Autos
mindestens 28 schwarz sind.

c) Das eine Kind bietet dem anderen folgendes Spiel an:
~Wenn von den nédchsten vier Autos mindestens drei hintereinander nicht
schwarz sind, bekommst du von mir ein Gummibéarchen, ansonsten bekomme
ich eines von dir."
Untersuchen Sie, ob dieses Spiel fair ist.

d) Es wird vermutet, dass der Anteil p der weiBen Autos zugenommen hat. Um
dies zu Uberprifen, wird die Nullhypothese H,: p <0,151 auf dem
Signifikanzniveau 10% getestet. Dazu werden die Farben von 500 Autos
erfasst.

Bestimmen Sie die zugehdrige Entscheidungsregel.
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Losung M0O6C1

Lésungslogik

a) Binomialverteilungen mit Berechnung der Wahrscheinlichkeiten mittels WTR.

b) Bernoulliexperiment, bei dem p fur die Anzahl schwarzer Autos gesucht ist.

c) Uberprifung des Erwartungswertes auf Wert 0.

d) Hypothesentest, Formulierung der Entscheidungsregel siehe Klausurauf-
schrieb (keine Berechnung gefordert).

Klausuraufschrieb

a) A: Genau 22 Autos sind silber oder grau.
WTR
Bgo,0,299(X = 22) * 0,089

B: Mindestens 33 Autos sind schwarz.
WTR

Bgo.0288(X = 33) =1 — Bgp.0288(X <32) * 0,0115

C: Unter den ersten zehn Autos sind mindestens drei, die keine in der
Tabelle angegebenen Farben haben und von den anderen 70 Autos sind
héchstens 20 schwarz.

Wahrscheinlichkeit fiir keine in der Tabelle angegebenen Farben:

100% — 29,9 % — 28,8 % — 15,1 % = 26,2 %

WTR
B10,0,262(X = 3) * B70,0288(X < 20) = (1 — B1go262(X < 2) * Byg,0288(X < 20) * 0,277

b)  Bigop(X = 28) > 0,95
1= Bygop(X < 27) > 0,95
B1oop (X < 27) < 0,05
Da eine direkte Losung mit dem WTR nicht mehr madglich ist, muss ein
iteratives Verfahren durchgefihrt werden.
Die Wahrscheinlichkeit < 0,05 liegt etwa links vor dem 1,50-Bereich.
u=n-p=100-p; o=.100-p(1—p)
100-p—1,5-/100-p(1 —p) =27
1,5-/100-p(1 —p) =27 — 100 p
2,25 - (100p — 100p2) = 729 — 5400p + 10000p?
10000p? + 225p% — 225p — 5400p + 729 = 0

10225p2 — 5625p + 729 = 0
2 5625 729

10225P T Tozzs

p12 = 0275+ +/0,076 — 0,071 = 0,275+ 0,071
p1 = 0,346; p, = 0,204
Wir berechnen

WTR
B1oo;0204(X <27) * 0,957

WTR
B100;0,346(X < 27) * 0,065

Aus dem Ergebnis lesen wir ab, dass p > 0,346 sein muss und iterieren

weiter:
WTR
8100;0’35(XS 27) & 0,055
WTR

B100;036(X <27) # 0,036
p liegt also etwas uber 0,35.
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B100;0351(X < 27)w“1‘"’-R0,0535
WTR
B1000352(X <27) # 0,0513
WTR

Bi100:0353(X < 27) ® 0,049 = 0,05
Der Anteil schwarzer Autos muss mindestens 35,3 % betragen.

Erwartungswert:

P(Gewinn): Mindestens drei von vier Autos hintereinander nicht schwarz:
P(ssss) + P(ssss) + P(ssss) mit p(s) = 0,288 und p(s) = 0,712.

P(Gewinn) = 2-0,288-0,7123 + 0,712*% = 0,4649

Somit ist P(Gewinn) = 0,4649 und P(Verlust) = 1 — 0,4649 = 0,5351.
P(Gewinn) — P(Verlust) = 0,4649 — 0,5351 = —0,0702

E(x) # 0 das Spiel ist nicht fair.

Hypothesentest mit H,: p, < 0,151 und Hy: p; > p,
Es ist ein rechtsseitiger Test auszufihren auf dem Signifikanzniveau 10 %.
Die H,-Hypothese wird abgelehnt, wenn zu viele weiBe Autos festgestellt
werden, dabei ist der Ablehnungsbereich 4 = {a;a + 1;a + 2;...500} wobei a die
kleinste naturliche Zahl ist, fir die gilt:
Bsg0.0151(X = a) <0,1 bzw. 1 — Bsg0.0151(X <a—1) <0,
Bsgo;0151(X <a—1)>09
Da eine direkte Losung mit dem WTR nicht mehr méglich ist, muss ein
iteratives Verfahren durchgefihrt werden.
Die Wahrscheinlichkeit > 0,9 liegt etwa rechts nach dem 1,2¢0-Bereich.
p=n-p=>500-0151=755 o=+/755-(1—-0,151) =8
a—1=pu+12+x0=755+9,6=285,1
Wir starten mit a — 1 =85

WTR
Bsgg;0,151(X <85) * 0,893

WTR
Bs00,0151(X <86) * 0,9134
a—1=286
a = 87
A = {87;88;89;...500}
Entscheidungsregel: Sind mindestens 87 Autos weiB, so wird die

H,-Hypothese verworfen, ansonsten wird sie
beibehalten.
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Aufgabe M07C1

Bei dem dargestellten Glicksspielautomaten
sind zwei Glicksrader G; und G, mit funf bzw.
vier gleich groBen Kreissektoren angebracht.

Bei jedem Spiel werden sie in Drehung versetzt
und laufen dann unabhangig voneinander aus.
SchlieBlich bleiben sie so stehen, dass von
jedem Rad genau eine Zahl im Rahmen
angezeigt wird. Der Spieleinsatz betragt 2 €.
Sind die beiden angezeigten Zahlen gleich, so
wird deren Summe in Euro ausbezahlt;

andernfalls wird nichts ausgezahlt.
Der Hauptgewinn besteht also daraus, dass 16 €
ausbezahlt werden.

a) Ein Spieler spielt zehn Mal. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender

Ereignisse:
A:  Das Gliucksrad G; zeigt genau funf Mal die Zahl 1.

B: Beim ersten Spiel betragt die Summe der beiden angezeigten Zahlen 10.

C: Der Spieler erhalt mindestens einmal den Hauptgewinn.

b) Mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 95 % soll in mindestens einem Spiel

der Hauptgewinn erzielt werden.
Berechnen Sie, wie oft man dafiir mindestens spielen muss.

c) Berechnen Sie, wie viel der Spielebetreiber auf lange Sicht durchschnittlich pro

Spiel verdient.

d) Der Betreiber mdéchte erreichen, dass bei zehn Spielen die Wahrscheinlichkeit

fir mindestens einen Hauptgewinn maximal 25 % betragt.

Dazu moéchte er bei dem Glicksrad G, den Mittelpunktswinkel des Kreissektors

verandern, der mit der Zahl 8 beschriftet ist.

Berechnen Sie, wie weit der Mittelpunktswinkel dieses Kreissektors maximal

gewahlt werden darf.
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Losung M0O7C1

Lésungslogik

a) Ereignis A ist ein Bernoulli-Experiment mit By.04(X = 5), die Zufallsvariable X
gibt die Anzahl der gefallenen 1-en an, Berechnung per WTR.
Der Ereignisraum fur Ereignis B ist Q = {(2;8),(8;2)}. Berechnung der
Wahrscheinlichkeit gemaB der erste und zweiten Pfadregel.
Ereignis C ist ein Bernoulli-Experiment mit B (X221, die Zufallsvariable X

gibt die Anzahl der gedrehten Doppel-Acht an. Berechnung per WTR Uber
das Gegenereignis.
b) Bernoulli-Experiment mit B_ 1 (X = 1) > 0,95, die Zufallsvariable X gibt die

Anzahl der gedrehten Doppel-Acht an. Gesucht wird die Mindestanzahl der
Drehungen des Glicksrades.

c) Berechnung des Erwartungswertes E(X).

d) Bernoulli-Experiment mit B (X > 1) < 0,25, die Zufallsvariable X gibt die

Anzahl der gedrehten Doppel Acht an. Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit
fur eine 8 bei Glucksrad G,.

Klausuraufschrieb

a) A: Das Glicksrad G, zeigt genau funf Mal die Zahl 1.
WTR

P(Gl=1)— = 31004(X—5) & 0201

B: Beim ersten Spiel betragt die Summe der beiden
angezeigten Zahlen 10.
Q= {(2:53).1(8: 12)}i )
P(Q)=EZ+§E _+E_E=20%

C: Der Spieler erhalt mindestens einmal den
Hauptgewinn.

WTR
Bt (X2 1) =1-B, 1(X=0) * 0,401

b) B _1(X=1)>095
20
1-B_ 1(X=0)>095
'20
B _1(X=0)<0,05
20

() ) G2)" < 005

(2)" <005 | I
n- ln( ) < In(0,05) | Hn (%)
n> In(0,05) 58 4

m(z)

Man muss mindestens 59 Mal spielen.
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Berechnung des Erwartungswertes:
Wahrscheinlichkeiten der Gewinnsituationen:

w_oqw 2 1_2
"1 "1 g A{ - 220
"2 _"2 5'2 = ?
"8 _"8 E ) Z = %
X; 0,00 € 2,00 € 14,00 € —-2,00
2 2 1 13
pi == — == =
20 10 20 20
X D 0,00 0,40 0,70 —-1,30
Zx Di 0,00 + 0,40 + 0,70 — 1,30 = —0,20
Wegen E(X) =Yt . X, p; = —0,20 verdient der Spielebetreiber auf lange Sicht
gesehen 0,20 € / Spiel.
B1 5, X 21) 0,25
1-B1 - (X =0)<0,25
B o1 pz(X =0)>0,75
10y, (p)" . (1 _P
(0) ®) (-9 =07
10
(1 -2) =075 | W
1-— g > /0,75
§s 1—"/0,75
£<0,0284

p <0,0284 -5 = 10,1418

Maximaler Mittelpunktwinkel:

Omax = 360°p =360°-0,1418 ~ 51°

Der Mittelpunktswinkel fir die 8 bei G, darf héchstens 51 ° betragen.
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Aufgabe M0O8C1.1 o

Ein Unternehmen stellt Kunststoffteile her. Erfahrungsgeman sind 4 %
der hergestellten Teile fehlerhaft. Die Anzahl fehlerhafter Teile unter
zufallig ausgewahlten kann als binomialverteilt angenommen werden.

a) 800 Kunststoffteile werden zufallig ausgewahlt.
Berechnen Sie flr die folgenden Ereignisse jeweils die Wahrscheinlichkeit:
A: ,Genau 30 der Teile sind fehlerhaft."
B: ,Mindestens 5 % der Teile sind fehlerhaft."

b) Ermitteln Sie, wie viele Kunststoffteile mindestens zufallig ausgewahlt werden
mussen, damit davon mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 %
mindestens 100 Teile keinen Fehler haben.

c) Die Kunststoffteile werden aus Kunststoffgranulat hergestellt. Nach einem
Wechsel des Granulats vermutet der Produktionsleiter, dass sich der Anteil
der fehlerhaften Teile reduziert hat. Um einen Anhaltspunkt daflr zu
gewinnen, ob die Vermutung gerechtfertigt ist, soll die Nullhypothese ,Der
Anteil der fehlerhaften Teile betragt mindestens 4 %" auf der Grundlage einer
Stichprobe von 500 Teilen auf einem Signifikanzniveau von 5 % getestet
werden.

Bestimmen Sie die zugehoérige Entscheidungsregel.

Aufgabe M08C1.2

Flr ein Spiel wird ein Glicksrad verwendet, das drei Sektoren in den Farben rot,
grin und blau hat. Fir einen Einsatz von 5 Euro darf ein Spieler das Glicksrad
dreimal drehen. Erzielt der Spieler dreimal die gleiche Farbe, werden ihm 10 Euro
ausgezahlt. Erzielt er drei verschiedene Farben, wird ein anderer Betrag
ausgezahlt. In allen anderen Fallen erfolgt keine Auszahlung.

Die Wahrscheinlichkeit dafilir, dass dreimal die gleiche Farbe erzielt wird, ist %
Die Wahrscheinlichkeit daflir, dass drei verschiedene Farben erzielt werden,
betrégt ebenfalls -.

a) Beieinem Spiel ist zu erwarten, dass sich die Einsatze der Spieler und die
Auszahlungen auf lange Sicht ausgleichen.
Berechnen Sie den Betrag, der ausgezahlt wird, wenn drei verschiedene Farben
erscheinen.

b) Die urspringlichen GréBen der
Sektoren werden gedndert. Dabei soll [blau] 0.036
der Mittelpunkts-Winkel des blauen
Sektors gréBer als 180 ° werden. Die
Abbildung zeigt einen Teil eines
Baumdiagramms, das filr das Pl ot - =
geanderte Gllcksrad die drei
Drehungen beschreibt. Erganzend ist
fur einen Pfad die zugehorige
Wahrscheinlichkeit angegeben.
Bestimmen Sie die Weite des zum blauen oered by seosesra.org
Sektor gehérenden Mittelpunkt-Winkels.
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L6ésung M0O8C1.1
Lésungslogik
a) Binomialverteilungen mit Berechnung der Wahrscheinlichkeiten mittels WTR.
b) Bernoulliexperiment, bei dem der Stichprobenumfang gesucht wird.
Die zugehdrige Bernoulliformel lautet: B, 96(X = 100) > 0,95.
c) Hypothesentest, Formulierung der Entscheidungsregel siehe Klausurauf-
schrieb.

Klausuraufschrieb

a) A: ,Genau 30 der Teile sind fehlerhaft."
WTR
8800;0,04(X= 30) & 0,06927
B: ,Mindestens 5% der Teile sind fehlerhaft."

5% von 800 sind 40 fehlerhafte Teile.
WTR
Bgoo:0,04(X = 40) =1 — Bggg.004(X <39) * 0,091

b)  Bpe6(X = 100) > 0,95
1 — Bpy006(X <99) > 0,95
By.0,06(X < 99) < 0,05
Diese Formel kann mit dem WTR nicht direkt gelést werden, sodass ein
iteratives Verfahren angewandt werden muss.
Eine Wahrscheinlichkeit < 0,05 liegt links der etwa 1,50-Intervallgrenze.
u=n-p=096n o=+0,96n-0,04
Mit u — o = 99 erhalten wir:
0,96n — 1,6 - 1/0,0384n = 99
1,5 -+/0,0384n = 0,96n — 99
0,0864n = 0,9216n% — 189,9936n + 9801
0,9216n? — 189,9936n + 9801 = 0
n? — 206,15625n + 10634,7656 = 0
ny, = 103,07 + \/10623,4249 — 10634,7656
Wegen der Naherung kdnnen wir annehmen, dass die Wurzel Null ist.
Wir starten somit mit n = 103

8103;0,96(X < 99) = 0,594’ BIO4;0,96(X < 99) = 0,4'03
3105;0,96(X S 99) = 0,244 3106;0,96(X S 99) = 0,133
8107;0,96(X < 99) = 0,066 3108;0,96()( < 99) = 0,0295

Es missen mindestens 108 Teile ausgewahlt werden.

Cc) Hypothesentest:
H,: p, =0,04;, H;: p; <0,04
n=>500; a=0,05
Wegen p; < p, ist ein linksseitiger Test erforderlich mit
Bs00.0,04(X < k) <0,05
Ablehnungsbereich 4 = [0;1;2; ...; k]
Annahmebereich A=[k+ 1;k + 2;k + 3; ...; 500]
Die Formel kann mit dem WTR nicht mehr direkt gelést werden, sodass ein
iteratives Verfahren angewandt werden muss.
Eine Wahrscheinlichkeit < 0,05 liegt links der etwa 1,50-Intervallgrenze.
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u=n-p=>500-004=20; 0=,20-(1—p =+/20-0,96 = 4,3817
u—156=20-15-4=14
Wir starten mit k = 14:

Bs00,0,04(X < 14) = 0,1002 Bs00:0,04(X < 13) = 0,0623

Bsoo:0,04(X < 12) = 0,0362

Sind hoéchstens 12 Teile fehlerhaft, so wird die Null-Hypothese abgelehnt,
ansonsten wird sie beibehalten.

Losung C1.2

Lésungslogik
a) Aufgabe zum Erwartungswert.
Die Wahrscheinlichkeit fliir einen Gewinn bei drei gleichen Farben ist %, bei

drei verschiedenen Farben ebenfalls %, somit flir keinen Gewinn %. Gesucht ist
der Auszahlungsbetrag a bei drei verschiedenen Farben flr E(X) = 0.

b)  Mittelpunkt-Winkel flir blau:
Aus dem Baumdiagramm lesen wir ab:
P(rot) = 2p; P(grin)=p
Da die Summe aller mdglichen Ergebnisse immer sein muss, muss gelten:
P(blau) =1 — (P(rot) + P(grin) =1-2p+p)=1-3p
Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses rotrotblau ist mit P(rotrotblau) = 0,036
gegeben.
Uber diesen Ansatz bestimmen wir P(blau) und hieraus dann den Mittelpunkt-
Winkel.

Klausuraufschrieb
a) Erwartungswert:
Tabelle der Ergebnisse

X; 500€ | a—-5€ | 5,00
' 1 ‘ 1 ‘ 4
Pi 6 6 6
X pi 5 ‘ a-5 ‘ 20
6 6
EX 5+a—5 20
Pi 6" 6 6
Laut Aufgabenstellung soll E(X) = 0 sein.
5 a 5 20
SHs—2-==0
6 6 6 6
a—20=0
a=20

Der Gewinnbetrag flr drei unterschiedliche Farben betrédgt 20 Euro.
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Mittelpunkt-Winkel fir blau:
Aus dem Baumdiagramm lesen wir ab.
P(rot) = 2p; P(grin) =p
Somit gilt fur P(blau) =1 — (P(rot) + P(griin)) =1-3p
P(rot rot; blau) = 2p - 2p - (1 — 3p) = 0,036
4—p —12p —0,036 =0 | 14
p? —3p3—0,009=0
WTR WTR
p. ® 0,118, p, = 0,3
Da P(blau) > 0,5 sein soll (Mittelpunktwinkel > 180 °) kommt nur p; = 0,118 in
Frage, also
P(blauw) =1—-3-0,118 = 0,646
360°-0,646 = 232,56 °
Der Mittelpunkt-Winkel fir blau betragt 232,56 °.
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Aufgabe M09C1

Ein Affe sitzt vor einer Tastatur, deren Tasten mit
den Ziffern 1, 2, 3 und 4 sowie mit den Buchstaben 4,
B, C, D, E und F beschriftet sind (siehe Abbildung).

Zunachst wird angenommen, dass der ! - A B c
Affe zufallig auf die Tasten tippt. Die 1 2@
Tastatureingaben werden g In ’n e IF
aufgezeichnet. 32148 '

a) Es werden die ersten funf Tastaturanschlage des Affen betrachtet.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten flir die folgenden Ereignisse:
A: ,Der Affe tippt nur auf Tasten mit Ziffern."
B: ,,Der Affe tippt héchstens dreimal eine Ziffer."
C: ,Die vom Affen getippte Zeichenfolge enthalt die Buchstaben A F F E
direkt hintereinander.™

b) Nun werden Versuchsreihen mit jeweils 20 Tastaturanschlagen durchgefuhrt.
Wie viele Buchstaben pro Versuchsreihe kann man dabei auf lange Sicht im
Mittel erwarten?

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Versuchsreihe die Anzahl
der getippten Buchstabentasten um héchstens 20 % von diesem erwarteten
Wert abweicht.

Wie viele Zifferntasten mussten mindestens hinzugefligt werden, damit die
Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 15 Buchstabentasten in einer
Versuchsreihe getippt werden, auf unter 1 % fallt?

c) Die Ergebnisse der Versuche lassen die Vermutung aufkommen, dass der
Affe die Zifferntasten gegenuber den Buchstabentasten bevorzugt. Daher
wird die Nullhypothese
.Der Affe tippt mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens 40 % eine
Zifferntaste"
mit einer Stichprobe von 80 Tastaturanschlagen auf einem Signifikanzniveau
von 1% Uberprift.

Formulieren Sie die zugehdrige Entscheidungsregel.
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Losung M0O9C1

Lésungslogik

a) Ereignis 4 ist ein Bernoulli-Experiment mit Bs., (X = 5), die Zufallsvariable X
gibt die Anzahl getippter Ziffern an. Berechnung per WTR.
Ereignis B ist ein Bernoulli-Experiment mit Bs,, (X < 3), die Zufallsvariable X
gibt die Anzahl getippter Ziffern an. Berechnung per WTR.
Ereignis C ist kein Bernoulli-Experiment. Der Ergebnisraum ist
O ={(egal; A;F;F;E),(A; F; F; E; eagl)} Berechnung per WTR.

b) Anzahl Buchstaben auf lange Sicht:
P(Buchstabe) = 0,6, binomialverteilt, damit u=n-p.
Wahrscheinlichkeit von 20 % Abweichung vom Mittelwert:
Gesucht ist By e(u—02- <X <pu+02-p)
Anzahl hinzuzufliigender Zifferntasten:
Gesucht wird p von B,,(X = 15) < 0,01.

c) Aufgabe zum Signifikanztest:
Siehe Klausuraufschrieb

Klausuraufschrieb

a) A: ,Der Affe tippt nur auf Tasten mit Ziffern."
WTR
P(Ziffern) = 0,4 = Bs4(X =5) ¥ 0,01024

B: ,Der Affe tippt hdochstens dreimal eine Ziffer."
WTR
Bs04(X <3) ® 0,913
C: ,Die vom Affen getippte Zeichenfolge enthalt die Buchstaben A F F E
direkt hintereinander.”

4 WTR
P(C) = P({A; F; F; E; egal}; {egal; A; F; F;E}) = 2 - (%) 1 % 0,0002
b) Anzahl Buchstaben auf lange Sicht:
P(Buchstabe) = 0,6
u=n-p=20-06=12
Auf lange Sicht gesehen kénnen 12 Buchstaben erwartet werden.
Héchstens 20 % Abweichung:
12-02=24
u—02-p=10;, pu+02-u=14
WTR
B0:06(10 < X < 14) = By.06(X < 14) — Byo.06(X < 9) ¥ 0,874 — 0,128 = 0,746
Die Wahrscheinlichkeit bei héchstens 20 % Abweichung vom Mittelwert
betrédgt etwa 0,746.
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Anzahl hinzuzufliigender Zifferntasten:
Bjop(X = 15) < 0,01 mit p = ﬁ, wobei x die Anzahl hinzuzufligender

Zifferntasten bedeutet.
Da eine direkte Losung mit dem WTR nicht mehr méglich ist, muss ein
iteratives Verfahren durchgefihrt werden.
1 — By (X < 14) < 0,01
Byop(X < 14) > 0,99
Die Wahrscheinlichkeit > 0,99 liegt etwa rechts nach dem 2,5¢-Bereich.
u=n-p=20-p; o0=,20-p(1-p)
20:p+25-y/20-p(1—p) =14
25-/20-p(1—p)=14—-20"p
6,25 - (20p — 20p?) = 196 — 560p + 400p?
525p —685p+196=0
_ 6;85 196
p 525p 525
p12 = 0,65+ /0,43 — 0,37 = 0,65 + 0,24
p1 = 0,89; p, = 0,41
Wir berechnen
WTR
Bo.080(X < 14) % 0,018
'WTR
Byo.041(X < 14) ® 0,9978

Wir starten mit p = 0,41 und iterieren gegen gréBere Werte.

WTR WTR
Byo.042(X < 14) * 0,9971 Byo.043(X < 14) ® 0,9962
WTR WTR
Bj0.0.44(X < 14) % 0,9950 Byo.045(X < 14) * 0,9935
WTR WTR
Byo.046(X < 14) ® 0,9917 Byo.047(X < 14) * 0,9894
Der gesuchte Wert liegt also zwischen 0,46 und 0,47:
WTR
3200465()( <14) * 0,991
= 0,465 | (10 + x)
10+x
6 = 4,65+ 0,465x | —4,65; : 0,465
x=29032~=3
Probe:
WTR
B, s(X215)=1-B, «(x<14) ¥ 0,02069 > 0,01
12 ’12
WTR

B, s(X>15)=1-B, s(x<14) ¥ 0,00857 < 0,01
’13 ’13

Es miissen mindestens drei Zifferntasten hinzugefigt werden.
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Nullhypothese H,: p, < 0,4

Gegenhypothese H;: p; > 0,4

Wegen p; > p, ist ein rechtsseitiger Test durchzufthren.
Stichprobenumfang n = 80

Signifikanzniveau a = 0,01

Bgo.04(X = k) =1 — Bggo4(X <k —1)<0,01

Bgo.04(X <k —1) > 0,99

Da eine direkte Losung mit dem WTR nicht mehr madglich ist, muss ein
iteratives Verfahren durchgefihrt werden.

Die Wahrscheinlichkeit > 0,99 liegt etwa rechts nach dem 2,5¢6-Bereich.
p=n-p=80-04=32; o=+/32(1-04) =438
u+250=32+25-438=4295

Wir starten mit k — 1 =42
WTR WTR
Bgp04(X <42) ® 0,9912 Bgp04(X <41) ® 0,9842

k—1=42 => k=43

Ablehnungsbereich A4 = [43;44;45; ...; 82]

Annahmebereich 4 = [0; 1; 2; ...; 42]

Tippt der Affe hochstens 42 Zifferntasten, wir die H,-Hypothese beibehalten,
ansonsten wird sie verworfen.
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Aufgabe M10C1

Nach Information des Robert-Koch-Institutes sind in Ost-Deutschland
(einschl. Berlin) 32 % der Bundesblirger Uber 12 Jahre gegen Grippe
geimpft, in West-Deutschland dagegen nur 15 %.

In den westlichen Bundeslandern leben 79,3 % aller Bundesburger Gber 12 Jahre.

a) Eine Person, die Uber 12 Jahre alt ist, wird zufallig ausgewahlt. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist diese Person geimpft?

b) Berechnen Sie, dass von 12 zufallig ausgesuchten Personen aus den dstlichen
Bundeslandern
(1) keine Person geimpft ist;
(2) mindestens 10 Personen nicht geimpft sind;
(3) mehr als 8 und héchstens 10 Personen geimpft sind.

c) Das Robert-Mayer-Gymnasium liegt in West-Deutschland und hat zurzeit
1030 Schulerinnen und Schuler Gber 12 Jahre.
Bestimmen Sie einen Schatzwert flir die Anzahl der geimpften Schiler dieses
Gymnasiums.
Ermitteln Sie ein zum Erwartungswert symmetrisches Intervall, in dem die
Anzahl der geimpften Schiler mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 95 %
liegt.

d) Personen Uber 12 Jahre aus den westlichen Bundeslandern werden flr ein
Interview zuféllig ausgewahlt. Bestimmen Sie, wie viele Personen man
mindestens auswahlen muss, um mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 98 % mindestens eine geimpfte Person zu erfassen.

e) Von dem verwendeten Impfserum wird behauptet, dass hdochstens 10 % der
Geimpften trotz einer Impfung an Grippe erkranken. 300 zufallig ausgewahlte
Personen werden mit diesem Serum geimpft. Es erkranken 38 Personen.

Untersuchen Sie die Behauptung in der Art eines Hypothesentests mit dem
Signifikanzniveau von 5% und geben Sie eine begrindete Entscheidung an.
Beschreiben Sie die Bedeutung der Fehler 1. Art und 2. Art im Zusammen-
hang dieses Tests.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler 1. Art im Fall p = 0,1

und die Wahrscheinlichkeit flr einen Fehler 2. Art im Fall p = 0,15.
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Losung M10C1

Lésungslogik
a) Wahrscheinlichkeit ftir eine geimpfte Person:
Da nicht ausgesagt ist, ob die Person aus Ost- oder West-Deutschland
stammt, gilt
Person geimpft und ostdeutsch oder Person geimpft und westdeutsch.
b) Diverse Wahrscheinlichkeiten:
Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung, Berechnung mit dem WTR.
Cc) Schéatzwert Anzahl geimpfter Schiiler:
Anzahl Schilerinnen und Schiler gesamt multipliziert mit Prozentsatz-West
geimpfter Personen (Erwartungswert der Binomialverteilung).
Ein zum Erwartungswert symmetrisches Intervall von 95 %:
Alternative 1: Anwendung der Sigma-Regeln
Alternative 2: Berechnen der Anzahl k Erfolge deren Wahrscheinlichkeit
0,025 (oder 0,975) ist.
d) Gesucht ist der Stichprobenumfang n. Es soll gelten:
Bno1s(X = 1) =0,98
e) Die Hy-Hypothese behauptet: Hochstens 10 % der geimpften Personen
erkranken. Somit ist p, < 0,1. Die H;-Hypothese wird diese Aussage
bezweifeln und behaupten, dass mehr als 10 % erkranken. Somit ist p; > 0,1,
p1 > po Es ist ein rechtsseitiger Test durchzufiihren mit einem
Stichprobenumfang von n = 300 und einem Signifikanzniveau von a = 0,05.
Erlduterung des Fehlers 1. Art bzw. 2. Art siehe Klausuraufschrieb.

Klausuraufschrieb

a) Wahrscheinlichkeit fir eine geimpfte Person:
P(Person geimpft) = P(geimpftost; ostdeutsch) + P(geimpftwest; westdeutsch)
P(Person geimpft) = 0,32-0,207 + 0,15 - 0,793 = 0,1852
Die ausgewé&hlte Person ist mit etwa 18,5 % geimpft.

b) Diverse Wahrscheinlichkeiten:

A: Keine Person ist geimpft.
WTR
P(A) - 312;0’32(X == O) & 0,0098 =1 %

B: Mindestens 10 Personen sind nicht geimpft.
WTR

P(B) - B12;0,68(X > 10) = 1 - B12;0,68(X < 9) & 0,2078 =~ 20,8 %
C: Mehr als 8 und héchstens 10 Personen sind geimpft.

P(C) = B13;032(9 < X < 10) = By3;,032(X < 10) — By5;,032(X < 8)

WTR
# 0,9999 - 0,9972 = 0,0027 = 0,3 %
Cc) Schéatzwert Anzahl geimpfter Schiler:

W =1030-0,15 = 154,5
Etwa Schilerinnen und Schiiler des Robert-Mayer-Gymnasiums sind
geimpft.
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Ein zum Erwartungswert symmetrisches Intervall von 95 %:

Alternative 1: Anwendung der Sigma-Regeln

Die 1,960-Umgebung entspricht dem gesuchten Intervall von 95 %

p=n-p=1545 o= n-p-(1—p)=1545-0,85~ 11,46

I =[u—1960;u+ 1,960] = [154,5 — 22,46; 154,5 + 22,46] = [132,04; 176,96]
=[132;177]

Alternative 2: Berechnen der Anzahl k Erfolge deren Wahrscheinlichkeit

0,025 ( bzw. 0,9725) ist.

B1030;0,15(X < k) = 0,025

Wir starten eine Iteration nach unten mit dem WTR mit k = 150.

By030;0,15 (X < 150) = 0,367 Bj030;015(X < 140) = 0,11

B1030:0,15(X < 130) = 0,0165 B1030:0,15(X < 131) = 0,0206

Byo30;015(X < 132) = 0,0256

Damit ist der gesuchte Wert k = 132

B1030,0,15(X < k) = 0,9725

Wir starten erneut mit k = 150 und iterieren nach oben.

Byo30:0.15(X < 150) = 0,367 B1030,0,15(X < 160) = 0,702
B1030,0,15(X < 170) = 0,9173 B1030:0,15(X < 180) = 0,987
B1030:015(X < 179) = 0,984 B1030:0,15(X < 178) = 0,9804
B1o30:015(X < 177) = 0,976 B1030:0,15(X < 176) = 0,9709
Damit ist der gesuchte Wert k = 177

I =[132;177]

Bpo15(X=1) > 0,98
1—Bp015(X=0)>=0,98
Bpo15(X=0)<1-0,98

(g) +0,15° - 0,85" < 0,02

0,85" < 0,02 | In
n -In(0,85) < In(0,02) | :1n(0,85)
> In(0,02) _ 24,07
1n(0,85)

Es missen mindestens 25 Personen ausgewahlt werden.

Hy: p9=<0,1;, Hy:p>01

Rechtsseitiger Test mit n =300 und a« = 0,05.

B300,01(X = k) < 0,05

1 — B3pp01(X < k—1)<0,05

B3pp.01(X <k —1) > 0,95

A=[0;1;2;...k—1); A=[kk+1;k+2;..300]

Eine Wahrscheinlichkeit von 0,95 liegt rechts des etwa 1,640-Bereichs.
u=n-p=300-0,1=30; c=+n-p-(1—-p)=+30-09 = 5,20
u+164-0=30+1,64-52=39528

Wir starten mit k — 1 = 39:

B300;0’1(X < 39) =~ 0,9622 3300;0'1()( < 38) =~ 0,945
k—1=39
k=40

A=1[0;1;2;..39] A= [40;41;42;...300]
Da 38 Personen erkrankten (38 € A) ist die H,-Hypothese beizubehalten.
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Ein Fehler der 1. Art entsteht, wenn man die H,-Hypothese ablehnt, obwohl
sie dennoch stimmt. Dies bedeutet im Zusammenhang, dass man aufgrund
einer zufallig hohen Anzahl Erkrankter in der Stichprobe annimmt, dass
mehr als 10 % Geimpfter erkranken, obwohl das in Wahrheit nicht stimmt.

Ein Fehler der 2. Art entsteht, wenn man die H,-Hypothese beibehalt,
obwohl sie falsch ist. Dies bedeutet im Zusammenhang, dass man aufgrund
einer zufallig niedrigen Anzahl Erkrankter in der Stichprobe annimmt, dass
hoéchstens 10 % Geimpfter erkranken, obwohl das in Wahrheit nicht stimmt.

Fehler der 1. Art bei p, < 0,1:

1 — B3g0,01(X <39) ~ 10,9622 = 0,0378 ~ 3,8 %
Fehler der 2. Art bei p, < 0,15

B300,015(X < 39) ~ 0,1879 ~ 18,8 %
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