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Aufgabe 1
Lésungslogik
GTR-Einstellungen:
Y1=(427X + 15)/(2X + 15) uém?ﬁﬂa
=% Bmax=2o0
Y2 fo (Y1(X))dX Wecl=1
Y3=1500 ox ﬁmm:%ggg
Y4=214 — 214 e Max=
_ Yecl=2@
Yo=Y1-Y4 +ires=1

b)

Y6=[(Y1(X) — Y4(X))dX
Bestimmung von a und b:

Wir machen eine Punktprobe mit den
Werten der ersten und flnften
Woche, erhalten ein LGS mit zwei
Gleichungen und zwei Unbekannten,
welches wir nach a und b auflésen.
Entwicklung der Verkaufszahlen und
Grunde:

Siehe Klausuraufschrieb.
Verkaufszahlen erste 52 Wochen:
Die Funktionsgleichung stellt die
momentane Anderungsrate dar. Die
Anzahl der verkauften Tuben in den
ersten 52 Wochen entspricht der
Flache unter der Kurve in der Zeit von
Verkaufsbeginn bis Ende KW 52.
Wir bilden das Integral unter f in den Grenzen 0 bis 52.

Eine bessere Naherung erhalten wir in den Grenzen von 0,5 und 52,5.
Alternativ bestimmen wir den Schnittpunkt der Integralfunktion im Y2-
Speicher mit der Parallelen zu x-Achse y = 1500.

Langfristige Verkaufszahlen Supermarkt B:

Bei g(x) handelt es sich um beschranktes Wachstum mit einer oberen
Schranke von 214, was langdfristig der Verkaufszahl entspricht.

GréBter Vorsprung von Supermarkt A:

Aus dem Schaubild ergibt sich, dass Supermarkt A einen Verkaufsvorsprung
vor Supermarkt B bis zum Schnittpunkt der beiden Funktionsgraphen
besitzt. Wir bilden f(x) n g(x) und bestimmen den Schnittpunkt der beiden
Graphen.

Zeitpunkt gleich viel verkaufter Tuben:

Die beiden Markte haben dann gleich viele Tuben verkauft, wenn die
Differenz aus der Anzahl verkaufter Tuben von Supermarkt B und
Supermarkt A im Intervall [12; x,] gleich der Vorsprungmenge von
Supermarkt A ist. Es gilt:

L) — g@)dx = [[2(g(x) — f(x))dx bzw.
L3 (f () = g(x))dx = 0

Bestimmung von x, Uber die Wertetabelle des GTR flr die im Y6-Speicher
stehende Integralfunktion.
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Klausuraufschrieb

a)

b)

Bestimmung von a und b:

[C]
W1(1]26)  W5(5|86) L 28 33
Punktprobe von W1 und W5 mit f(x): 5 -43@ 1275
a+15 | |
(1)  5=26 rrer-: L P
(2) 5a+15 — [El ]

5b+15
(1) a—26b =375
(2) 5a —430b = 1275
ETR GTR
a =427, b =2
. 427x+15
Funktionsterm: f(x) = riis

Griinde fir diese Entwicklung:

Bei Neueinflihrung eines Produktes sorgt entsprechende Werbung mit
Gewdahrung von Sonderpreisen flr das Bekanntwerden. Immer mehr
Kunden greifen zum neuen Produkt. Im Verlaufe der Zeit tritt eine
Marktsattigung flr das Produkt ein, es kommen immer weniger
Stammkunden flr das Produkt hinzu und es pendelt sich eine obere
Verkaufsgrenze ein.

Verkaufszahlen erste 52 Wochen: £z
GTR o i oadiE
N = f052f(x)dx % 7801 oder e TEE1. 226941
52,5 GT.R ](IIIE I:ITI‘l:ldH
N =[5 f(x)dx = 7891 oder T 7E96.748311
GTR sumLsesdt 1. 4. 1.0
=22 @ & 7891 21 ocal. 7ede4s
In den ersten 52 Wochen verkauft der Supermarkt A
nach diesem Modell etwa 7800 (bzw. 7890) Tuben.
Zeitpunkt, zu dem mehr als 1500 Tuben verkauft
worden sind:
GTR _
70 f()dx 21500 = x, ¥ 16 oder ROt TSRS . v=1E00 ...
GTR GTR zL 1o
s;s 1452 < 1500; s;6 1596 > 1500 Leqgy TRl 9EEEED
Im Verlaufe der 16. (15.) Woche wird die Marke von 1595, Fo2260

1500 verkauften Tuben lberschritten.

Langfristig gesehen wéchentliche Verkaufszahlen von Supermarkt B:

g(x) =214 — 214 - 70,08

Wegen lim e~008x = 0 ist lim g(x) = 214

Langfristig kann der Supermarkt nach diesem Modell mit ca. 214 verkauften
Tuben pro Woche rechnen.
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GroéBter Verkaufsvorsprung von Supermarkt A an

insgesamt verkauften Tuben:

GTR
fG)nglx) = x, ¥ 11,9 fxf
Nach etwa 12 Wochen hat der Supermarkt A den

gréBten Vorsprung an insgesamt verkauften Tuben. R REE D m130.2 wes
Zeitpunkt, zu dem in beiden Supermérkten gleich viele M| Ve
Tuben verkauft wurden: i PREH
Es giIt %_ it
-1a8.24
[2(f () — g()dx = [[2(g(x) — f(x))dx bzw. | EEEs
GTR wn=2d

L@ =-g))dx=0 = x, ¥ 237
In beiden Supermdérkten wurden etwa in KW23/KW24 gleich viele Tuben
verkauft.

Aufgabe 1.2

Klausuraufschrieb

Beweis durch vollstdndige Induktion:

(1)

(2)

Induktionsanfang:

Farn =1 gilt:
X _arpX X.(1_ —(xr— —1)L.(y—

f’(x) _ 1eezice _¢e e(;xx) _ (Jecxl) _ ( 1)e£x 1)
Dies stimmt mit der angegebenen Formel lberein.
Induktionsschritt:
Induktionsannahme:

—1)Yk(x— —
Fiir ein beliebiges k > 1 gelte f® (x) = (De# = (=1 xe—xk
Induktionsbehauptung:

k+1

Dann gilt auch fO+1(x) = & ! e(’; (1) - (—q)k+1 .2 ekx !
Induktionsbeweis:
FOG) = (F9 () = (-1 HEE = (e )

_( 1)]{ 1 x+k ( 1)k (x —-k-1) ( 1)k+1 xek 1 q.e.d.

Somit gilt die Aussage auch fur k + 1
Insgesamt ist damit die Behauptung fir alle n > 1 bewiesen.
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Aufgabe 2.1

Lésungslogik

GTR-Einstellungen:
Y1=cos(X)
Y2=1/(1 — cos(X))
Y3={/X2 + (Y2 —1)2
Y4=X * tan(X)
Y5=1

Achtung: GTR-MODE muss auf RADIAN stehen ——>

a) GroéBe der Fldache unter f:
f ist eine Kosinuskurve, wir benétigen
als erstes die beiden Nullstellen rechts
und links der y—Achse.
Die Flache unter der Kosinuskurve ist
dann das Integral unter f in den
Grenzen von linker Nullstelle bis rechter
Nullstelle.
Ermittlung der quadratischen Funktion

Mmax=3
wecl=.7E539816.
mirn=-1
Ymax=23
Yecl=10
H-Eres=3

iGN (I ENG

Iy oizzyEeEFES
Gl DEGREE

Fak FOL SER
INNECTED MY

EQUENTIAL I[N

h:

Die quadratische Funktion hat dieselben
Nullstellen wir die Kosinuskurve.

Die Nullstellenform ihrer Funktions-
gleichung lautet:

h(x) =a-(x+x;) - (x — x,) mit x; und x, als den beiden Nullstellen. Die Flache
unter der Parabel soll gleich groB sein, wie die Flache unter der
Kosinuskurve, also f;f(cos(x)) dx = f;:(a c(x +x1) - (x — xp)) dx.

b)  Punkte auf g, die vom Hochpunkt von f den kleinsten Abstand haben.
Kleinster Abstand bedeutet, dass die Strecke HP auf der Tangenten an g in

P senkrecht stehen muss (siehe Grafik).

Der Hochpunkt von f hat die Koordinaten H(0|1). Der Punkt auf g hat die
Koordinaten P(u|f(u)). Die Ldnge der Strecke HP errechnet sich iber den

Satz des Pythagoras aus HP = /(x, — x1)% + (¥, — ¥1)?.

Wegen x, = u und y, = f(u) erhalten wir daraus eine Funktion HP(u), (im Y3-

Speicher) deren Minimum wir mit dem GTR bestimmen.

c) Volumen Rotationskérper.

Das Schaubild der gegebenen Funktionsgleichung ist eine unverschobene

Kosinuskurve mit der Amplitude t.
Das Volumen errechnet sich aus:

V=m-t2 [*cos?(x)dx
2

Wir berechnen das Volumen ohne Beriicksichtigung von t mit dem GTR.
Die GTR-L6sung multipliziert mit ¢t ist dann das Volumen in Abhangigkeit

von t.
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Berechnung von t*: ! -

Die nebenstehende Grafik verdeutlicht die
Situation. Wir schneiden die Gleichung
der 1. Winkelhalbierenden y = x mit der
Kosinusfunktion f;(x) = t* - cos(x), d.h. t*-
cos(x) = x Die 1. Winkelhalbierende hat
die Steigung m = 1, damit muss die
Steigung der Tangente an f;- my = —1
sein. Hieraus wiederum folgt, dass

fi<(x) = —1 sein muss, also

—t* - sin(x) = —1.

Far t* > 0 kommt nur die Schnittstelle rechts der y—Achse in Frage.

In diesem Fall gilt cos(x) > 0 und wir l6sen die Gleichung t* - cos(x) = x nach

t* auf und erhalten t* = T Wir setzen t* in —t* - sin(x) = —1 ein. Dies fihrt

sin(x) =1 = x-tan(x) = 1. Per GTR bestimmen wir den

zu cos( )

Schnittpunkt zwischen y = x - tan(x) und y = 1. Den ermittelten x-Wert
setzen wir dann in t* = ein und errechnen daraus t*.

cos(x)

Klausuraufschrieb

a)

GroéBe der Fldche unter f:

cos(x) =0 = x;=—-

T
T o =C
2’ 27

GTR

A =f_EEf(x)dx =2

2
Die Fldche, die das Schaubild von f mit der x—-Achse einschliet ist 2 FE
groB.
Ermittlung der quadratischen Funktion h:

2

h@=a-(x+3) (x-3)=ax’-a-Z
f_%zf(x) dx = f_gzh(x) dx =2

_an® an® ( am3 arr3) _an® an® am3
T 24 8 24 ' 8/ 12 4 6
12 _
; =—a = a= —;
12 3
h(x) = —=x?+=
() = —2x2 4.2

Die gesuchte Funktion h hat die Gleichung h(x) = —%xz +3,

T
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Punkte auf g, die vom Hochpunkt von f den kleinsten Abstand haben.
Hochpunkt H(0[1), P auf g: P(u|g(w))

E = \/(xz —x)2+ 2 —y1)? = \/(u— 0)2 + (g(w) —1)?

HP ist somit eine Funktion von u mit einem

Minimum. \\/I’ [ \//
— 1 2 i
HP(u) = Juz + (1_Cos(u) - 1) -

GTR GTR GTR

HP Wi ® 132f0ru; ® —121undu, ® 1,21, greeene [
GTR H=iziipezz IY=1.3z7333E

g(=1,21) =g(1,21) * 1,54

Die Punkte auf g mit dem kleinsten Abstand zum Hochpunkt von f haben

die Koordinaten P(—1,21|1,54) und P'(1,21|1,54).

Volumen Rotationskérper:

V=m- f_ggft(x)2 dx = m-t? f_ggcosz(x) dx *J?szi¥1 2] g

™
Ld GTR 4,.934262261
T [*ecos?(x)dx ¥ 4,93 = V =4,93t?

2
Das Volumen des Rotationskérpers in Abhdngigkeit von t betrdgt V = 4,93t2.
Berechnung von t*:
y=x 1. Winkelhalbierende mit m =1
Schnittpunkt von f;(x) mit y = x hat die Koordinaten P(u|f(u)).
Tangente an f;(x) in P hat die Steigung m = —1. Daraus folgt:
fiw) = —t* - sin(u) = -1

)Ny =x ) K | }
t"-cos(u) =u = t = vos) L
t*u—> fi (w) e AT
oS sinlu)=1= u-tan(u) =1 I
x-tan(x) Ny =1 nI: Fseckion |

TR . STR n=. HEOZZZEDR IY=1
u ® 086 u—t'= t'=— ¥ 1,32

c0s(0,86)

Fur t* = 1,32 schneidet das Schaubild von f, die 1. Winkelhalbierende
senkrecht.
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Aufgabe 2.2

Lésungslogik

GTR-Einstellungen: ::Ic:EEIEE -1
Yi=eX/((1+e%)?) AREx=a
Y2=—1/(e* + 1) f5c1=1

a) Verhalten von f(t) flir t — oo.
Die héchste Potenz von e im
Zahler ist kleiner als die héchste
Potenz von e im Nenner. f(t) hat
somit die waagrechte Asymptote
y=0.

Monotonienachweis:

f(t) hat einen einzigen
Hochpunkt in HP(0]1) (GTR).
Wegen der waagrechten
Asymptote y = 0 flir t — o (siehe
a)) ist f(t) monoton fallend fur
t>0.

Fischbestand abnehmend?:

Da f(t) oberhalb der x—Achse
verlauft, ist die Stammfunktion
monoton steigend. Der Fischbestand ist also zunehmend.

b) Nachweis, dass F eine Stammfunktion von f ist:

Es muss gelten F'(t) = f(t).
Fischbestand nach zwei Jahren:
Der Fischbestand entspricht der Flache unter f von 0 bis 2.

F(2) = F(0) - [ f(t) dt mit F(0) = 4. (Aufgabenstellung)

Fischbestand langfristig:

Wegen F(0) =4 muss 4 = 1_—:1+ c sein. Daraus folgt: ¢ = 4,5. F(t) ist eine
Funktion des beschrankten Wachstums, bei der der Faktor ¢ die obere
Schranke darstellt.

| 05 !
Powered by GEOGEBRA.org !

Klausuraufschrieb
a) Verhalten von f(t) flir t — oo:
Exponent von e im Zahler kleiner als Exponent von e im Nenner, somit
Jim £(©) =0
f(t) hat die waagrechte Asymptote y = 0.
Monotonienachweis:
f () hat nur einen einzigen Hochpunkt in HP(0|1) (GTR).
Wegen fﬂ& f(t) =0 ist f somit monoton fallend fir t > 0.

Fischbestand abnehmend?

f(t) ist die Anderungsrate und verlauft fir t > 0 oberhalb der x-Achse. Die
Stammfunktion ist also monoton steigend.

Der Fischbestand ist zunehmend.
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b) Nachweis, dass F eine Stammfunktion von f ist:
F'(6) = f()
’ _ 0_(_1)'3 _
Fi&) = (1+et)? (1+et)2 =/®
F ist eine Stammfunktion von f.
Fischbestand nach zwei Jahren:
GTR

F2)=4+[ f(Odt = 438
Zwei Jahre nach Beobachtungsbeginn ist mit einem Bestand von 4,38
Millionen Fischen zu rechnen.
Fischbestand langfristig:
F(0)=4=§1+c=> c=45
Funktionsgleichung des Fischbestandes:
F(t) =4,5— t+1
tllm F(t) =45
Langfristig ist ein Fischbestand von 4,5 Millionen Fischen zu erwarten.

Aufgabe 2.3

Lésungslogik

Differentialgleichung:

Anfangsbestand ist 4000. Die Schranke betragt S = 7000. Die Differenz ist somit
3000. Im ersten Jahr nimmt der Fischbestand um 400 Fische zu, dann sind k =

2600
3000 = des noch vorhandenen Platzes fir weitere Zunahme verfligbar.

g se| der jeweilige Bestand zum Zeitpunkt t. Dann finden jeweils noch 7000 —
g(t) Fische im Teich Platz. Es handelt sich also um beschréanktes Wachstum mit
g'(t) als zugehdriger Differentialgleichung.
Bestimmung der Bestandsfunktion g(t):
Eine Funktion, die beschranktes Wachstum beschreibt, hat die Form

g(t) =S —a-kt mit S = 7000 und k=§
Gleichzeitig ist nach Aufgabenbeschreibung g(0) = 4000. Somit Iasst sich a
bestimmen.
Zeitpunkt flr Fischbestand von 5000 Fischen:
Nachdem die Bestandsfunktion bekannt ist, lasst sich der Zeitpunkt eines
Fischbestandes von 5000 Fischen bestimmen.
Anfangsbestand fiir 5000 Fische nach 5 Monaten:
Da die Wachstumsbedingungen unverandert sein sollen, muss gelten:

g(5) = 5000 = 7000 — a - e~ 914315
Hieraus errechnet sich der neue Anfangsbestand.
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Klausuraufschrieb
Differentialgleichung:
Allgemeine Form einer Differentialgleichung ist i—f =k-(S—B()) mit S = 7000.
Damit ist g'(t) = k- (7000 — g(¢))
Bestimmung der Bestandsfunktion g(t):
gt)=S—a-kt
g(0) =4000; S=7000 = R,=3000 mit R, als noch verfigbare Zunahme zu
Beobachtungsbeginn.
g(1) =4400; S=7000 = R, =2600 mit R, als noch verfigbare Zunahme ein
Jahr nach Beobachtungsbeginn.

Ry _ 2600 _ 13

k=—— ==
R, 3000 15

g(t) = 7000 —a- (ﬁ)

g(0) = 4000 = 4000 = 7000 —a - (ﬁ) = 7000 —a
a = 3000

13\ ln(E)t
g(t) = 7000 — 3000 - (E) = 7000 — 3000 - e"5s
g(t) = 7000 — 3000 - ¢~01431¢
Zeitpunkt fir Fischbestand von 5000 Fischen:
g(t) = 5000 = 7000 — 3000 - e~01431¢
2000 = 3000 - e~01431t
In (g) = —0,1431t = ¢t~ 2,833

Nach etwa 2,8 Monaten ergibt sich ein Fischbestand von 5000 Fischen.
Anfangsbestand fiir 5000 Fische nach 5 Monaten.
g(5) = 5000 = 7000 — q - ¢~ 014313

a= efﬂ ~ 4090,42

0,7155
g(0) = 7000 — 4090 - e~ 914310 = 2910
Alternative Méglichkeit zur Bestimmung des Anfangsbestandes:
Nach der alten Bestandsfunktion ergaben sich nach 2,83 Monaten 5000 Fische im
Teich. Sollen sich erst nach 5 Monaten 5000 Fische im Teich befinden bei gleicher
Wachstumsrate, so missen wir die Wachstumsfunktion g(t) um 2,17 Einheiten
nach rechts verschieben.
g(t —2,17) = 7000 — 3000 - g ~*1431(t=2.17)
= 7000 — 3000 - e—0,14-31t+0,3105
= 7000 — 3000 - 60’3105 . e—0,1431t
= 7000 — 4090 : e~ 1431t
Weiter Berechnung von g(0) wie vor.
Es mussen sich anfangs etwa 2900 Fische im Teich befinden, damit nach funf
Monaten 5000 Fische vorhanden sind.
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