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Losung Al.1
Lésungslogik
GTR-Einstellungen: W THOOL
Y1=6 — 100/(X? — 16)? ﬁm;g:l-éla
2=%(Y1)|x=x ﬁi.i;lfl_la
Y3=/(X - 15)2 + (Y1 — 4)?) Ny
Y=o l=1
a) Asymptoten: ares=3N

b)

)

Waagrecht: Wir betrachten die Funktionswerte am
Rande des Systems (x — ).
Senkrecht: Wir untersuchen,
fur welche Werte von x der
Nenner der
Funktionsgleichung 0 wird.
Nullstellen:

Lésung per GTR.

Nachweis genau einer
Extremstelle:

Aus der Grafik des GTR ist
nicht eindeutig erkennbar, ob
sich im Intervall [—4; 4] nicht
mehrere Extremstellen
befinden. Der Nach-

weis muss Uber die 1. Ableitung gefluhrt werden (per GTR).

Kubikmeter Stein flr Briickenbau:

Wegen der Achsensymmetrie geniigt es die Flache zu berechnen, die im

I. Quadranten liegt und das Ergebnis dann mit 2 zu multiplizieren. Ohne
genauere Uberlegung wiére dies die Flache, die die Parallele zur y—Achse mit
y =7 und f(x) im Intervall [0; 7] einschlieBen. Allerdings ist ein solches
Integral wegen der Polstelle bei x = 4 nicht |6sbar. Wir mussen deshalb die
Berechnung aufteilen, was am einfachsten nach folgender Methode mdglich
ist:

A =a-b Flache Rechteck mit a =7 und b = 7 abzuglich Flache zwischen f(x)
und der x—Achse im Intervall [0; xy,] abzlglich Flache zwischen f(x) und der
x—Achse im Intervall [xy,; 7].

Kleinster Abstand des Zuges:

Gesucht ist die kiirzeste Strecke PQ (siehe Grafik). Die Ldnge einer Strecke
bestimmt sich Uber den Satz des Pythagoras.

|
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Klausuraufschrieb

a)

b)

)

Asymptoten:
Waagrecht:

Wegen lim ——_ =0 ist Jim fo) =6

x—|oo| (x2—16)2
Die waagrechte Asymptote hat die Gleichung y = 6.
Senkrecht:
(x2-16)2=0 = x;=—4; x, =4
Wegen D = R\{—4;4} liegen bei x = —4 und x = 4 senkrechte Asymptoten
(Pole) vor. Wegen (x? — 16)? sind diese Pole ohne Vorzeichenwechsel.
Die Pole haben die Gleichung x = —4 und x = 4.
Nullstellen von f:

GTR GTR 5
fX)=0= x;, ® 345 x, ¥ 448 __1 f_—lr'__
Ny (345]0); Ny(4,48]0) i
Wegen der Achsensymmetrie gilt zusatzlich: Zero s
N3(—3,45]0); N,(—4,48|0) W= MERITEF [v=1.2E-1z
Nachweis der Extremstelle:

ETR
f'x)=0 = x5 =0 _Hll
Es gibt nur eine einzige Ldsung fir f'(x) = 0.
GTR
e c
£(0) 3,6094 HE-%.9zaE -8 [r=n

f(x) hat genau eine Extremstelle, einen Hochpunkt )

in HP(0]5,6). 5 BEIIVD

Volumen der Briicke:

V=A-bmith=10m e R

Wegen der Symmetrie von f wird bezlglich 4 nur . *1%? . 923IA7EST
; hns

der rechte Teil betrachtet. . 179, SIATEET

A=2-(49 — f345f(x)dx—f448f(x)dx) ® 38

V=A-10=380m3
Es werden ca. 380 m3 Stein fiir die Briicke verbaut.

Kleinster Abstand des Zuges:
Rechte obere Ecke des Zuges P(1,5|4). Abstand zu
f st Qulf () __1

|

d= \/(xz —x1)%2+ (y; — y1)? |
dw) =/ (u—15)2 + (f(u) — 4)2
GTR GTR géné?g?ﬂ?ﬂ Y=1.=z771978

dWmin ¥ 1,377 fUru = 2,58.
Der kleinste Abstand des Zuges von der gewdlbten Wand betrégt ca. 1,38 m.
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Losung Al1.2

Klausuraufschrieb
(1) Induktionsanfang:
Fir n = 1 erhalt man:
521 24

50451 =14+5=6 und Z—====6

4
(2) Induktionsschritt:
Induktionsannahme:
Flr ein beliebiges k > 1 gelte:

k+1_
50 451 452 4 ... 4 5k =2 1

Induktionsbehauptung:
Dann gilt auch

50 4+ 51 + 52 4 .o 4 5K 4 R+ =
Induktionsbeweis:

k+1_

504 51 4 52 4 4 B 4l =22

5k+1_1+4_5k+1

4
5k+2_1
4

+ 5k+1

4
_ 5‘5k+1_1 _ 5k+2_1

4 4
Die Aussage gilt somit auch fur k + 1.

Insgesamt ist damit die Behauptung flr alle n > 1 bewiesen.

Losung Al1.3
Losungslogik THOOL
GTR-Einstellungen: Amin=_-1
Y1=2(sin(n/2 * X))2 ﬁgghf;?
Y2=1 Wmin=_-1
Y3=4X3 — 18X2 + 24X — 8 ma=s
Y4=abs(Y1 —Y3) EE:EI
i[{,01] 5CI ENG
AT ni1z*4ER7HY
Achtung: GTR-MODE muss auf RADIAN stehen ey Gl DEGREE
F'HF: FOL ZER
INNE oot
EQUE l,,! ZINUL

a) Periode von f:
Die Periode enthehmen wir dem Y
Schaubild. Die Strecke zwischen zwei
Hochpunkten ist 2 LE lang.
Hoch- und Tiefpunkte von K: Pl
Per GTR. 1)
Hoch- und Tiefpunkte wiederholen
sichallek-p; k € Z.
Wert flur x mit Funktionswert 1:
L6ésung mit dem GTR uber

fGny=1.
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Bestimmung von a und b:
Aus Teilaufgabe a) kennen wir bereits die Periode. Faktor b ist daraus b = 27”.

Wir kennen weiterhin die y-Werte von Hoch und Tiefpunkt. Daraus
ermitteln wir a Uber q = X#22TP

Exakter Fldcheninhalt:
Zwei benachbarte Nullstellen sind N;(0]0) und N,(2|0). Verlangt ist der
exakte Flacheninhalt. Damit ist eine Berechnung tber den GTR

ausgeschlossen. Berechnung lber fozf(x) dx.

Bestimmung eines Funktionsterms:

Die Polynomfunktion dritten Grades hat eine doppelte Nullstelle bei N, ;(2|0),
eine unbekannte Nullstelle bei N;(c|0), geht durch den Hochpunkt HP(1|2)
und muss wegen der Punktsymmetrie durch den Wendepunkt von ¢ mit
WP(1,5|1) verlaufen. Ihre allgemeine Gleichung kann Uber die
Nullstellengleichung mit g(x) = a(x — 2)? - (x — ¢) ausgedriickt werden. Uber
eine Punktprobe mit HP und WP ermitteln wir die beiden Parameter a und c.
Stédrkste Abweichung von f und g im Intervall [1;2]:

Die starkste Abweichung ergibt sich aus der Differenzgleichung von f und g.
d(x) = |f(x) — g(x)|. L6sung mit dem GTR.

Klausuraufschrieb

a)

Periode von f:

Xyp, =3; Xxpp, = 1!

P = Xpp, —Xpp, =3 —1=12

f hat die Periode p = 2.
Hoch- und Tiefpunkte von f:

TR GTR
p = 0; f(0) = 0; TP(0]0) A
TR GTR
xyp = 1; f(1) = 2; HP(1]2)
Hoch-, Tiefpunkte wiederholen sich alle
Vielfachen von p. Ha:imum
TP, (k-pl0); k€Z = TP,(2k|0); k €Z H=1.000001E Y=z
HP,(1+k-p|0); k€Z = HP,(1+2k|0); kE€Z
Wert flir x mit Funktionswert 1:

f(xG)T;\y=1 . \"l J'n\. r'ﬁ". J'Ir'-
x1 =05 x =15 II"L. II"-_J“IrU

f(05) =1 f(15 =1 :
Fir x € {0,5;1,5} nimmt f(x) im Intervall [0;2] Intersection
den Funktionswert 1 an.
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Best/mmung von a und b:
27'[ 2T
=2 = b=—=—"—=1

b 2
a= J/HPZJ/TP — % —
Der Graph der Funktion ist eine an der x—Achse gespiegelt und um eine
Einheit nach oben verschobene Kosinuskurve.
Die Funktion f kann auch in der Form f(x) = 1 — cos(wx) angegeben werden.

Exakter Fldacheninhalt:
Afo;2) = f (1 — cos(mx)) dx = [x—— sm(nx)] =2-0-(0-0)=2

Der Inhalt der Flache ist Ajo,z) = 2.
Bestimmung eines Funktionsterms:
g(x): einfache, unbekannte Nullstelle N;(c|0),
doppelte, bekannte Nullstelle N,5(20),
Hochpunkt HP(1]2),
wegen Symmetrie bekannter Wendepunkt von K, WP(1,5|1).
glx) =alx—c)- (x-2)°

(1) 2=a(l-c)-(1-2)? | Punktprobe mit HP
(2) 1=a(15-0¢)-(1,5-2)2 | Punktprobe mit WP
(1) 2=a-—ac

(2) 1 =0,375a — 0,25ac

4-(2) = (1) 2=05a= a=4

a— (1) 2=4—-4c = c=0,5

gx) =4(x—05) (x —2)% =4x3 — 16x% + 16x —2x*> + 8x — 8
Die Funktion wird durch den Term g(x) = 4x3 — 18x% + 24x — 8 beschrieben.
Stdrkste Abweichung von f und g im Intervall [1;2]:

d(x) = |f(x) — g(x)|
GTR GTR GTR Neues =
d@X)max © 002 flrx, ® 1278undx, ® 1721 LHCILI
. . , , Amin=g
Die Funktionswerte von f und g weichen bei x; = MMIR=5
1,28 und x, ~ 1,72 am stérksten voneinander ab Aecl=.3
und zwar um ca. 0,02 LE. Wrmin=-. 1
Ymax=.4
Yacl=.1
ares=3l
[
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Losung A2.1

Lésungslogik

GTR-Einstellungen:
Y1=100X/((25 + X*2)*1.5

Aufhanghéhe der Lampe:
Wir dricken die Strecke d mit dem Satz des Pythagoras

THOOW
amin=-1
amax=18
wscl=1
Ymin=-5
Ymax=5
Yeol=1
Jmres=31

anders aus.

Wir bestimmen cosa und ersetzen d und cosa in der gegebenen Gleichung.
Wir erhalten dadurch eine Funktion H(h), deren Maximum wir mit dem GTR

bestimmen.

Klausuraufschrieb
=+/25 + h2 |

cos(a) = g

Satz des Pythagoras

d,cosa — H
=100 -

ddz
H(h) = 100 - ——
(25+h2)2
GTR GTR
H(Wpmax * 1539 furh ® 3,5355

‘_\_‘_‘—\—\.

Haxin
H=Z. 5355355 T=1.5x9a8007

Die Lampen mussen in 3,54 m Hohe befestigt werden, damit der Weg in der Mitte

moglichst hell beleuchtet wird.

Aufgabe 2.2

Lésungslogik

GTR-Einstellungen:
Y1=365+X=xe

2= (YDlx=x

Y3=37
Y4=Y1(X +2) - Y1
Y5=1
Y6=36.5 + 3¢ 228X
Y7=Y1(X+5)—-Y6

-1X

Hoéchste Temperatur:

Per GTR

Maximale Temperaturdnderung:

In den Wendepunkten von f, per GTR

THOOL
amin=-1
Amax=1H
necl=1
Ymin=-5
Ymax=5
Y= l=1

Lrres=30

j (45(37) |

Uber Minimum und Maximum von f' im
Intervall [0; 48].

ffffffffffffffff

******************************************
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b) Kbérpertemperatur unter 37 °C:
Wir bilden f(x) ny = 37.
Nachweis der Dauerhaftigkeit:
Wir weisen nach, dass f(x) ab diesem Zeitpunkt monoton fallend ist.
Mittlere Kérpertemperatur bis zu diesem Zeitpunkt:
Diese ist 4—15 der Flache unter f im Intervall [0;45].

2-Stunden-Zeitraum der Temperaturzunahme um ein Grad:
Der Funktionswert der Differenzfunktion von d(t) = (f(t + 2) — f(£)) muss 1
sein. Wir bilden d(t) ny =1

c) Temperaturverlauf nach Einnahme des Medikamentes.
Uber die Funktionsgleichung fiir begrenztes Wachstum g(t) =S + a - e %t mit
t = 0 in Stunden nach Einnahme des Medikaments und g(t) in °C und der
Schranke S = 36,5 als normale Kérpertemperatur bestimmen wir Uber die
vorgegebenen Werte f(5) = g(0) und g(2) = 38,4 die Parameter a und k.
Temperatur ohne und mit Medikament:
Der gesuchte Zeitpunkt t (in Stunden) nach Einnahme des Medikamentes
liegt t + 5 Stunden nach dem Ausbruch der Krankheit. Der
Temperaturunterschied zum Zeitpunkt t ohne und mit Medikament ist somit
die Differenzfunktion d(t) = f(t + 5) — g(t) die fUr d(t) = 1 gel6ést werden
muss.

Klausuraufschrieb
a) Hoéchste Temperatur:

GTR GTR
fFOmax = 40,179 flirt = 9,99998
Die maximale Temperatur wird 10 Stunden nach
Ausbruch der Krankheit erreicht und betrégt
40,2 °C. Haximum
Maximale Temperaturénderung: #=9.3333377 Y=h0.178734 .
GTR GTR Neues
ffOmax ® 1flirt ® 0 LMD
i g
f'®min ¥ —01353 flrt ¥ 19,9994 Moo =2
Die Krankheit nimmt am stdrksten bei Beginn der min=-1
Krankheit zu und nimmt 20 Stunden danach am 322?:122
stérksten ab. L res=1
",I.
-
Hinimum
H=18.888y1% y=- 13ERICE
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Kérpertemperatur unter 37 °C:

f&)ny =37
GTR
t *® 44998

Etwa 45 Stunden nach Ausbruch der Krankheit
sinkt die Kérpertemperatur wieder unter 37 °C.
Nachweis der Dauerhaftigkeit:
f'(t) =e %1t —0,1t - e~ %1 = (1 —0,1t) - e O
f'(®)<ofart>10
Far ¢t > 10 ist f(t) monton fallend.
Nach 45 Stunden bleibt die Temperatur dauerhaft
unter 37 °C.
Mittlere Kérpertemperatur:

GTR
— [\°f(®ydt * 385864
Die mittlere Kérpertemperatur in den ersten 45
Stunden der Krankheit betrégt ca. 38,6 °C.
2-Stunden-Zeitraum:

dit) =ft+2) - f(®)

dtyny=1
GTR
t ® 2,1758

Im Zeitraum zwischen 2,2 Stunden und 4,2
Stunden nach Krankheitsausbruch nimmt die
Kérpertemperatur um ein Grad zu.

Temperaturverlauf nach Einnahme des
Medikamentes.

Funktionsgleichung flr beschrankten Zerfall:
gt)=S+a-e* mitt>0, g(t)in°cC.
Gegeben:

Neues @

THOO
Aamin=-4
Amnmax=ad
necl=0
Ymin=2H

LAres= 3l

L"_—_———

/I AE—
Inksrseckion

WYY Be7EE: Y=ZP .

1x45jftv1}dH
30, 5264456

Neues O

THOOL
amin=—4
amax=oH
mec =2
Ymin=-1
Ymax=1.5
Ve l=.25
e s=3

'

e —

Inkerseckion

e T L R o

S = 36,5 (hormale Kdrpertemperatur als Schranke)

GTR
g0 =f(5) =
g(2) =384
395=365+a-e ¥ = qg=3
38,4 = 36,5+ 3-e72k
19 _ o2k |
30
2k = ln( )=> k ~ 0,228

39,5

In
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Der Temperaturverlauf nach Einnahme des Medikamentes wird durch die

Funktion g mit g(t) = 36,5+ 3-e~%228t peschrieben.

Temperatur ohne und mit Medikament:

a@) =f(t+5)—g()
dit)n1

GTR GTR
t, ¥ 1,127, t, ¥ 30,729
Etwa 1,1 Stunden nach Einnahme des
Medikaments ist die Kérpertemperatur erstmals
um ein Grad niedriger, als sie ohne Medikament
wdére.

Neues O

THDICH
Amin= -4
Amax=aH
necl=2
Ymin=-1
Ymax= 5
Vacl=
Lrres= 3l

I~

Int-zr's-z-:tu:-n
n=1l4z7088 =1
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