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Aufgabe B1

Gegeben sind eine Pyramide ABCDS mit den Punkten A(0|0|0), B(8]0]0),

C(8|8|0), D(0]8]0) und S(4]4|8) sowie fir jedes r € R eine Ebene

Ey: rxi +3x3 = 8r.

a) Stellen Sie die Pyramide in einem Koordinatensystem dar.

Die Ebene E, enthalt die Pyramidenkante BC und schneidet die Kante DS in
F und die Kante AS in G.

Geben Sie die Koordinaten der Punkte F und G an. Zeichnen Sie das Viereck
BCFG ein.

Zeigen Sie, dass dieses Viereck ein gleichschenkliges Trapez ist.

Wie groB sind die Innenwinkel dieses Trapezes?

b) Bestimmen Sie r* so, dass die Pyramidenspitze S von der Ebene E,- den
Abstand 4 hat.

Geben Sie die Koordinaten desjenigen Punktes in dieser Ebene E,- an, der
von S den Abstand 4 hat.

c) Weisen Sie nach, dass die Gerade durch B und C in jeder Ebene E, liegt.
Beim Schnitt der Ebene E, mit der Pyramide entsteht eine Schnittfigur.
Welche Schnittfiguren sind méglich?

Geben Sie die jeweiligen Werte von r an.

Aufgabe B2.1
Gegeben sind die Punkte A(2]1]3) und B(2|5|3) sowie die Gerade

5 1
g: 5c’=<3>+r<0>; r € R
5 0

a) Die Ebene E enthalt die Punkte A und B und verlauft parallel zu g.
Bestimmen Sie eine Gleichung von E.
Beschreiben Sie die Lage der Ebene E.
Welchen Abstand hat g von E?
b) Der Punkt T liegt auf der Geraden g und bildet zusammen mit den Punkten
A und B ein bei T rechtwinkliges Dreieck.
Bestimmen Sie die Koordinaten von T.
Welchen Flacheninhalt hat das Dreieck ABT?
Bestimmen Sie einen Punkt, der von A, B und T den gleichen Abstand hat.
c) Das Dreieck ABC mit €(2]3|5) rotiert um die Seite AB. Dabei entsteht ein
Doppelkegel.
Bestimmen Sie dessen Volumen.

Aufgabe B2.2 (nicht mehr prifungsrelevant)

Die Punkte P, Q, R und S bilden die Eckpunkte einer dreiseitigen Pyramide mit
der Spitze S. Die Punkte M; und M, sind die Mittelpunkte der Strecken PQ und PR,
die Punkte M; und M, sind die Mittelpunkte der Strecken QS und RS. Zeigen Sie,
dass M;M, = M;M, gilt.
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Losung B1

Lésungslogik

a)

b)

Koordinaten von F und G:

Wir schneiden die Geraden durch die
Punkte D und S bzw. A und S mit der
Ebene E,.

Nachweis gleichschenkliges Trapez
BCFG:

Nachweis des Trapezes  Uber
Parallelitat zweier Kanten unter-
schiedlicher Lange sowie zwei nicht
parallele Kanten mit gleicher Lange.
Innenwinkel des Trapezes:
Berechnung der Innenwinkel
die Schnittwinkelformel
Vektoren.

Uber
von

owere(

5
by GEOGEBRA.Org

r* fur Abstand Pyramidenspitze S von der Ebene E,- gleich 4:

Berechnung von r* Uber die HNF.

Bestimmung des Punktes in E,- der von S den Abstand 4 hat:
Dies ist der Schnittpunkt der Geraden durch S mit dem Normalenvektor der

Ebene E,- als Richtungsvektor.

Gerade durch B und C in jeder Ebene E,:
Wir bilden gz N E, und weisen nach, dass das Ergebnis unabhangig von r

ist.

Mogliche Schnittfiguren und zugehdrige r:

Siehe Klausuraufschrieb.

Klausuraufschrieb

a)

Koordinaten von F und G:

F € gps
0 4 0 1
e (Q) i (- ()
0 8 0 2
E; N gps
X1 = k; X3 = Zk

2k+6k=16 = k=2

oo L

2
(6) = F(2/6]4)

4
G € gas
4 1
8 2
E; N gas
x1=k; x3=2k

2k+6k=16 = k=2

1 2
W;’=2-<1>=<2> =  G(2|2|4)
2

4

3\
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Nachweis gleichschenkliges Trapez ABFG:
Bedingung fur Gleichschenkligkeit:
BC | FG A |BC| # |FG| ABG # CF A |BG| =

|CF|

e o) 7o (s) i {g) = v

BC=|(8|; FG=(4|==-18]= BCIFG
0 0 0

B¢ =8 [FG| =4 = [BC| # |FC|
—6 —6

N

§6=<2 N AN
4 4

|BG| =V56; |CF|=+v56 = |BG|=|CF]|

Alle Bedingungen sind erfiillt, das Viereck ABFG ist ein gleichschenkliges
Trapez.

Innenwinkel des Trapezes:

2(GBC)=a; <A(BCF)=pB=a; <<(CFG)=<«(BGF)=y=180°—a«

0\ /-6
. 8 |o[ 2
|BCoBG| _ (0) (4) _ 16
|BC||BG| ~ 856  8+/56
— -1 16 — o
a = cos (8'\/% =745

y = 180° — 74,5° = 105,5 °
Die Innenwinkel des Trapezes betragen 74,5° und 105,5 °.

cosa =

r* fir Abstand Pyramidenspitze S von der Ebene E,- gleich 4:
Abstand Punkt Ebene Uber die HNF:

h= laxq+bx,+cxz+d|

VaZ+bi1c?
h=4 = |4-r*+3-8—81r"|

Vr*?+9

4-\r? +9 = |4r* + 24 — 81| | :4
V2 +9 = |—r* + 6| | 2
% +9=1r2%—-12r"+36
12r* = 27
« 9
r =Z
Die Pyramidenspitze S hat von der Ebene Es den Abstand 4.

4
Bestimmung des Punktes in E,, der von S den Abstand 4 hat:

LotfuBpunkt L in Es:

4 4 3

gSL=,z=<4)+k. =(4)+k*.(o)
8 8 4

Es N ggy,

4

x1=4+3k, X3=8+4k

%(4+3k) +3(8 + 4k) = 18

9+2k +24+ 12k = 18

Bp=-15 = k=-2
4 5

W OB loy
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M, 3 3
oL=|a|-%{0)=]| 2
g/ ° \a 24

5
Der Punkt L € Es hat die Koordinaten L (g |4 %)
4

c) Gerade durch B und C in jeder Ebene E,:
8 0 8 0
gnc: (o)k(s)(o)k(l)
0 0 0 0
Er n IBc
x1 =8 x3=0
8r+0=38r | wahre Aussage
Das LGS hat unendlich viele Lésungen, also gy € E,, die Gerade gg. ist die
Schnittgerade aller E,
Mogliche Schnittfiguren und zugehdrige r:
Wie wir soeben gesehen haben, dreht sich E, um die Gerade BC. Ist r =0,
so beschreibt E, die x,x,-Ebene mit E,: x; = 0. Die Schnittflache ist die
Grundflache der Pyramide, ein Quadrat.
Liegt der Punkt S in der Ebene, ist die Schnittflache das gleichseitige Dreieck
der Vorderseite der Pyramide. Wir errechnen hierflir r mit
r-x1,+3-x3, = 8r
r443:8=8r = r=6
Fir alle Werte 0 < r < 6 ist die Schnittfigur ein gleichseitiges Trapez.
Wir fassen zusammen:
Die Ebene E, schneidet die Pyramide:
e flrr=0 ineinem Quadrat
e flro<r<e in einem gleichseitigen Trapez
e flrr =6 in einem gleichschenkligen Dreieck
e flrr<Ovr>6 in der Strecke BC.
L6ésung B2.1
Lésungslogik
a) Gleichung der Ebene E:
Aufpunkt von E ist der Punkt 4, ein Richtungsvektor ist der Vektor 4B, der
zweite Richtungsvektor ist der Richtungsvektor der Geraden, da g ||l E sein
soll.
Lagebeschreibung von E:
Siehe Klausuraufschrieb.
Abstand g von E:
Siehe Klausuraufschrieb.
b) Koordinaten des Punktes T:

AT o BT = 0 (wegen Rechtwinkligkeit) fiithrt zu den Koordinaten von T.
Flacheninhalt Dreieck ABT:

Flacheninhalt des Dreiecks ist - - [4T| - |BT|

Punkt, der von A, B und T den gleichen Abstand hat:

Da das Dreieck ABT rechtwinklig ist, ist der Mittelpunkt der Strecke AB der
Punkt mit dem gleichen Abstand zu den Eckpunkten des Dreiecks
(Thaleskreis).
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Volumen des Doppelkegels:
Bestimmung des Abstandes von C zur Geraden g,z entspricht dem Radius
des Grundkreises des Doppelkegels. Der FuBpunkt L der Hilfsebene durch C
mit dem Richtungsvektor der Geraden als Normalenvektor ergibt die
einzelnen Hdhen der Teilkegel. Die Strecke AL ist die Hdéhe des einen
Kegels, die Strecke LB die Hohe des zweiten Kegels. Das Volumen errechnet

sich somit aus: Vpppeikeg = §n|ﬁ|2 - (JAL| + |LB]).

Klausuraufschrieb

a)

b)

Gleichung der Ebene E:
E:¥=0A+s-AB+t 7y,

2 0 1 2 0 1
3 0 0 3 0 0
Lagebeschreibung von E:
Die Ebene E verlauft parallel zur x,;x,-Ebene im Abstand x;, =3, da die
x;—Komponenten der beiden Richtungsvektoren 0 sind.
Abstand g von E:
Wegen glIlE und X3, =5 hat die Gerade einen Abstand von
X3, = X3y =5—3=2zur Ebene E.
Koordinaten des Punktes T:
Bedingung flr rechten Winkel:

AT oBT =0

54+4r—-2 54+4r-2
( + 1 )( s )=o
5-3 5-3
34r 3+r
[2)(F)
2 2

B+r)?—-44+4=0= r=-3

()i

Der Punkt hat die Koordinaten T(2]3]5).
Flacheninhalt Dreieck ABT:

0 0
> (2) : (—2) =>-V8-VB=14
2 2

Die Fldache des Dreiecks ABT betragt 4 FE.

Punkt, der von A, B und T den gleichen Abstand hat:

Wegen Rechtwinkligkeit des Dreiecks ABT ist dieser Punkt der Mittelpunkt
des Thaleskreises (iber der Strecke 4B.

L CNONTR

Der Punkt hat die Koordinaten M(2|3]|3).

Appr =
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c) Volumen des Doppelkegels:
Abstand von C zur Geraden g, Iist Radius des Grundkreises des
Doppelkegels. Da zum einen der gegebene Punkt ¢ mit dem in Teilaufgabe
b) errechneten Punkt M Ubereinstimmt, zum anderen wegen |ﬁ| = |BT| =8
das Dreieck ABC gleichschenklig, rechtwinklig ist, ist Punkt M aus
Teilaufgabe b) der LotfuBpunkt von € auf AB. Somit ist der Radius des
Grundkreises des Doppelkegels r = [MC]|.
0
r=|MC| = <o> =2
2 —_— _—
Die Hohen der Kegelhélften sind h, = |AM| und h, = |[BM|.
VDoppelkeg = %T[ T2 (hl + hz)
0 0
=1n-4-< (2) + (—2>>=in-2-\/z=gn
3 0 0 3 3
Das Volumen des Doppelkegels betrdgt %n VE.
Losung B2.2

Klausuraufschrieb

Behauptung: M;M, = M;M,
Wir wahlen zunachst die Vektoren
PQ—a PR—b und PS = . Nun gilt:

Mle = __a+ b
Mit QS = —d + ¢ und RS = —b + ¢ erhalten wir
weiter:
M3M4 =%Q—S)_%ES:

=2 (-i+8)—5(-b+0)

=—la+15+15—15

i i
= _5(_1) + Eb = M1M2 Powered by GEQGEBRA.org
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