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Wahlteilaufgaben =

<7 {

> zur analytus@en Geometrie >
Ab/turaufgaben Wahlte/l Analytische Geometrie 2004 BW

Aufgabe B1
Ein Zelt hat die Form einer senkrechten quadratischen Pyramide. Die El d
Langen der Quadratseiten und die Pyramidenhbéhe betragen jeweils

2,0 m.

a) Benachbarte Seitenflache bilden einen
stumpfen Winkel. Wie groB ist dieser? T3]

b) In der Vorderflaiche PQS befindet sich eine
Einstiegs6ffnrung ABCD in Form eines
symmetrischen Trapezes. ¢ und D sind die
Mitten der Strecke BS bzw. der Strecke AS.
Die Strecke AB hat die Lange 1m. Wie viel
Prozent der Vorderflache beansprucht die
Einstiegsoffnung?

C) Zur Beleuchtung wird im Zelt eine Lampe
aufgehangt, die im Folgenden als
punktformige Lichtquelle betrachtet werden
soll. Ihr  Licht dringt durch die
Einstiegso6ffnrung nach auBen und erzeugt
auf dem Boden vor dem Zelt das Bild ABC'D’
der Einstiegsoéffnung als , Lichtteppich®.
Berechnen Sie die Lange der Strecke C'D’,
wenn sich die Lampe 25c¢m unter der
Zeltspitze befindet.

Powered by GEOGEBRA.org

Aufgabe B2.1
Gegeben sind die Punkte A(10]0]0) und B(0|10]0) sowie flir jedes a > 0 eine Ebene
Egia-x; —x3=0.
a) Beschreiben Sie die Lage der Ebene E;.
Die zu E, senkrechte Gerade durch A schneidet E, im Punkt D,. Bestimmen
Sie seine Koordinaten.
(Teilergebnis: D, = (11(;2 0 |11f:2)
b) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABD, fur jedes a > 0 rechtwinklig ist.

Aufgabe B 2.2
(nicht mehr prifungsrelevant) B
Ein Dreieck ABC wird durch die Vektoren @ und b
aufgespannt. M ist die Mitte der Strecke AB. T

teilt die Strecke CM im Verhaltnis 3:1. Die
Strecke BD verlauft durch T.

In welchem Verhaltnis wird diese Strecke durch c
T geteilt?

e

M

—
a D
Powered by GEQGEBRA.org
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Wah/tellaufgaben
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> zur analytlsShen Geometrie > Losungen%

Ab/turaufgaben Wahlteil Analytische Geometrie 2004 BW

Losung B1

Lésungslogik

a) Stumpfer Winkel zwischen zwei Seitendreiecken:
Die zwei Seitendreiecke liegen je in einer Ebene, der Schnittwinkel der
beiden Ebenen, z. B. die Ebene PQS und die Ebene QRS (der Eckpunkt R
muss noch bestimmt werden) ergibt sich dann aus den beiden
Normalenvektoren der beiden Ebenen. Achtung!!! Die Formel liefert den
spitzen Winkel, wir missen also noch die Erganzung zu 180° bilden.

b) Prozentualer Anteil der Einstiegséffnung an der Vorderflache:
Es wird die Flachenformel flr ein Trapez bendtigt, hierzu miuissen wir
allerdings noch die Hohe des Trapezes bestimmen, z.B. Uber die Strecke

FF'. Weiterhin bendtigen wir die Fldche des Dreiecks PQS, die wir Gber den
Betrag des ungekiirzten Kreuzproduktes der Vektoren PQ und PS ermitteln.
Das prozentuale Verhaltnis ist den Avapes

PQS

c) Lénge der Strecke C'D': |

Der Punkt D' ist der Spurpunkt der T3l g
Geraden durch L und D mit der x;x,-

Koordinatenebene. ly

Der Punkt C' ist der Spurpunkt der i

Geraden durch L und ¢ mit der x;x,- oy 2

Koordinatenebene. 7 ihg

Die Ldnge von C'D’ entspricht dem Dy j’F, c\
Betrag des Vektors C'D'. ,/.;_[-——— S TTIIE)R

h fm n
'u_’. 1 ;1-:2
\

B/
waere v GEQGEBRA.org

Bestimmung der Koordinaten der Punkte:
P(1]-1]0); Q(1]1]0); R(=1|1|0); S(0|0]|2)
L(0]|0]1,75); A(1]-0,5|0); B(1]|0,5|0); F(1]0]0)

1 ~1 0,5
0C = 04 + %E = (—0,5) +§<o,5> = (—o,zs) = ((0,5|—0,25|1)

0 2 1
A N A | 0,5
OD = 0B +BS = (o,s) +5<—0,5> = (0,25) = D(0,5/0,25|1)
0 2 1
N A e 0,5
0F’=0F+5FS=<O>+5<O>=<O> = F'(0,5/0]1)
0 2 1
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b)

= zur ‘analytischen Geometrie
)

Wabhlteilaufgaben I~

Losungen'
Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2004 BW

Stumpfer Winkel zwischen zwei Seitendreiecken:
<I(EPQS: EQRS) =9

|"EPQS°"EQRS|

J

o= |"EPQS|'|"EQRS|

k-ﬁ@’:ﬁjxﬁ:(

N O
\/
X
/-~

0

-2
k.nEQRszQ—[?)xQ—S)=<O>X

2 0

i
cosp = 1K ==7F=:
ol||{ 2

()
@ = cos™t (%) = 78,46°
@* =180°—78,46° =~ 101,5°
Der stumpfe Winkel benachbarter Seitenfldchen ist 101,5° groB.
Prozentualer Anteil der Einstiegséffnung an der Vorderflache:

AABCD=%'(E+E)'hABCD

AB=1; CD=05 hypep=|FF|=4052+1=,/125
Ascp =5 1,5-/1,25 = 0,75-/1,25

Apgs =3 |PGx PS| = V16 +4 =5

Aapep _ 075VIZS _ g 7505 = 0,375 = 37,5 %
Apgs V5
Die Einstiegsoffnung beansprucht 37,5 % der Vorderfldche.

Lénge der Strecke C'D':

C' ist Spurpunkt der Geraden durch L und ¢ mit der x;x,—Koordinatenebene.

D' ist Spurpunkt der Geraden durch L und D mit der x;x,-Koordinatenebene.

0 0,5
gic: X= ( 0 >+ t<—0,25>
1,75 —0,75

X3, =0=175—-0,75t = t="1
cr 3

¢’ (Gl-52l9)

0 0,5
- 55=< 0 )H(o,zs)
1,75 —-0,75

X3, =0=175-075t = t=1
7
b (5h°)
C'D' =
6 7 7
Die Strecke C'D' ist - LE lang.

o
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) Wah/tetlaufgaben

> zur analytlsShen Geometrie > Losungen)
Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlte/l 2004 BW
L6sung B2.1

Lésungslogik

a) Lage von E;:
Siehe Klausuraufschrieb.
Koordinaten des Punktes D,:
Die Gerade g, durch A hat als Richtungsvektor den Normalenvektor der
Ebene E,. Wir bilden g, n E, und erhalten damit die Koordinaten des Punktes
D,.

b) Nachweis, dass jedes Dreieck ABD, rechtwinklig ist:
Wir weisen nach, dass D4 o DB fiir jedes a > 0 stets 0 ist.

Klausuraufschrieb

a) Lage von E;:
E3: 3x1 —x3=0
In der Ebenengleichung fehlt die x,-Koordinate. Folglich ist die Ebene
parallel zur x,-Achse. Da E; durch den Ursprung verlauft, verlauft die x,-
Achse in der Ebene.
Koordinaten des Punktes D,:

10 a
ga:f=<0>+r-<0>; reR
0 -1

ga nEa

Aus g, folgt:
xy=10+7ra; x3=-r
Eg: a(l0+ra)+r=0
ra’ +r+10a =0

r(a?+1) = —10a
10a

a2+1
10 10a? 10a%+10 10a? 10
— 10 10a a az+1 az+1 az+1 az+1
OD,=|0 |- 10 |= 0 = 0 =( 0
a az+1
0 —1 10a 10a 10a
az+1 az+1 a?+1

Der Schnittpunkt hat die Koordinaten D, ( 2+1| |a12°f1).
b) Nachweis, dass jedes Dreieck ABD, rechtwinklig ist:

10a? 10
10 — = -
as+1 az+1 as+1
DA = 0 = o |; BD,=| 10
10a 10a 10a
a?+1 T a1 a?+1
10a? 10
a?+1 a?+1 2 2
- 5 100a 100a
ADg o BD, = 0 ° 10 = T (@2 + @+1)2 0
10a 10a
" a?+1 az+1

Wegen AD, - BD, = 0 fiir alle a # 0 ist das Dreieck ABD, stets rechtwinklig.
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Wah/tellaufgaben

<7 (

> zur analytlsShen Geometrie > Losungen%

Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2004 BW

Loésung B2.2
Klausuraufschrieb

Die unabhangigen Vektoren a und
b spannen ein Parallelogramm
auf, deshalb gilt:

CM = %(& + b) und somit

c
—

CT = % . % (C—l) =+ B)) = %(C—i + E) Praered hy GEOGFRRS nrn S D A

Wir betrachten den geschlossenen Vektorzug BTC. Es gilt:
BT+TC+b=36
BT =CT—b=2(d+b)-b=2d—2b

8
Wir skalieren den Vektor a mit s und betrachten den geschlossenen Vektorzug
BDC. Es gilt:

BD+DC+b=34
BD=CD—-b=s-d—b

Der Vektor BT ist Teilstiick des Vektors BD und wir kénnen schreiben:
ﬁ=r-§3=r-(s-&—5)

Durch GIeichsetzung erhalten wir:

-

35
ga——b—rsa+r b=36 |

&G—rs)+b(r—g) =0
Wegen der linearen Unabhangigkeit von @ und b muss somit gelten:
(1) %— rs=0
5

(2) r—g
E_Esz():) S = -
8 8 5

Da BT =r- BD ist dadurchﬁ=§ Dund TD =

Faktorisieren

0 = r=§—>(1)
3

g

*BD.

oolw

Das Verhéltnis % ergibt somit g
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Wahltei/aufgaben )

<7 (

zur analytischen Geometrie
o ptisch >

Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2005 BW

Aufgabe B1

Gegeben sind eine Pyramide ABCDS mit den Punkten A(0|0|0), B(8]0]0),

C(8|8|0), D(0]8]0) und S(4]4|8) sowie fir jedes r € R eine Ebene

Ey: rx; +3x3 = 8r.

a) Stellen Sie die Pyramide in einem Koordinatensystem dar.

Die Ebene E, enthalt die Pyramidenkante BC und schneidet die Kante DS in
F und die Kante AS in G.

Geben Sie die Koordinaten der Punkte F und G an. Zeichnen Sie das Viereck
BCFG ein.

Zeigen Sie, dass dieses Viereck ein gleichschenkliges Trapez ist.

Wie grofB sind die Innenwinkel dieses Trapezes?

b) Bestimmen Sie r* so, dass die Pyramidenspitze S von der Ebene E,- den
Abstand 4 hat.

Geben Sie die Koordinaten desjenigen Punktes in dieser Ebene E,- an, der
von S den Abstand 4 hat.

c) Weisen Sie nach, dass die Gerade durch B und C in jeder Ebene E, liegt.
Beim Schnitt der Ebene E, mit der Pyramide entsteht eine Schnittfigur.
Welche Schnittfiguren sind méglich?

Geben Sie die jeweiligen Werte von r an.

Aufgabe B2.1
Gegeben sind die Punkte A(2]1]3) und B(2|5|3) sowie die Gerade

5 1
g: 5c’=<3>+r<0>; r € R
5 0

a) Die Ebene E enthalt die Punkte A und B und verlauft parallel zu g.
Bestimmen Sie eine Gleichung von E.
Beschreiben Sie die Lage der Ebene E.
Welchen Abstand hat g von E?
b) Der Punkt T liegt auf der Geraden g und bildet zusammen mit den Punkten
A und B ein bei T rechtwinkliges Dreieck.
Bestimmen Sie die Koordinaten von T.
Welchen Flacheninhalt hat das Dreieck ABT?
Bestimmen Sie einen Punkt, der von A, B und T den gleichen Abstand hat.
c) Das Dreieck ABC mit €(2]3|5) rotiert um die Seite AB. Dabei entsteht ein
Doppelkegel.
Bestimmen Sie dessen Volumen.

Aufgabe B2.2 (nicht mehr prifungsrelevant)

Die Punkte P, Q, R und S bilden die Eckpunkte einer dreiseitigen Pyramide mit
der Spitze S. Die Punkte M; und M, sind die Mittelpunkte der Strecken PQ und PR,
die Punkte M; und M, sind die Mittelpunkte der Strecken QS und RS. Zeigen Sie,
dass MM, = M;M, gilt.

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir 5chule und Studium  Gejte 9

—www.fitrin-mathe-online.de | (
Dr.-Ing. Me]holf Maller / webm aster@fit- |r1,+mathe -online.de \



~ Wah/tellaufgaben
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> zur analytlsShen Geometrie > Losungenf

Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahiteil 2005 BW

L6ésung Bl

Lésungslogik

a) Koordinaten von F und G:
Wir schneiden die Geraden durch die
Punkte D und S bzw. A und S mit der
Ebene E,.
Nachweis gleichschenkliges Trapez
BCFG:
Nachweis des Trapezes  Uber
Parallelitat zweier Kanten unter-
schiedlicher Lange sowie zwei nicht
parallele Kanten mit gleicher Lange.
Innenwinkel des Trapezes:
Berechnung der Innenwinkel Uber
die Schnittwinkelformel von T
Vektoren. oy oo

b) r* fur Abstand Pyramidenspitze S von der Ebene E,- gleich 4:
Berechnung von r* Uber die HNF.
Bestimmung des Punktes in E,- der von S den Abstand 4 hat:
Dies ist der Schnittpunkt der Geraden durch S mit dem Normalenvektor der
Ebene E,- als Richtungsvektor.
c) Gerade durch B und C in jeder Ebene E,:
Wir bilden gz N E, und weisen nach, dass das Ergebnis unabhangig von r
ist.
Mogliche Schnittfiguren und zugehérige r:
Siehe Klausuraufschrieb.

Klausuraufschrieb
a) Koordinaten von F und G:

F € gps
0 4 0 1
e Q)or (5)- (e (4)
0 8 0 2
E; N gps

x1=k; X3=2k
2k+6k=16 = k=2

0 1 2
OF = (8) +2- (-1) = (6) = F(2|6|4)
0 2 4

G € gus

4 1
8 2

E3 N gys
x1=k; x3=2k
2k+6k=16 = k=2

1 2
0G=2- (1) = (2) =  G(2|2|4)
2 4

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir schule und Studium
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oy ) Wah/tezlaufgaben s
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' ' zur analytischen Geometrie® ~
> y S > Losungen
Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2005 BW
Nachweis gleichschenkliges Trapez ABFG:
Bedingung fur Gleichschenkligkeit:
BC | FG A |BC| # |FG| ABG # CF A |BG| =

|CF|

e o) 7-(s) i {g) = e

BC=(8|; FG=(4|=>-18]= BCIFG
0 0 0

B¢ =8 [FG| =4 = [BC| # |FC|
—6 —6

N

§6=<2 N AN
4 4

|BG| =V56; |CF|=+v56 = |BG|=|CF]|

Alle Bedingungen sind erfiillt, das Viereck ABFG ist ein gleichschenkliges
Trapez.

Innenwinkel des Trapezes:

2(GBC)=a; <X(BCF)=pB=a; <<(CFG)=<«(BGF)=y=180°—a«

0\ /-6
. 8 |o[ 2
|BCoBG| _ (0) (4) _ 16
|BC||BG| ~ 856  8+/56
— -1 16 — o
a = cos (8'\/% =745

y = 180° — 74,5° = 105,5 °
Die Innenwinkel des Trapezes betragen 74,5° und 105,5 °.

cosa =

r* fir Abstand Pyramidenspitze S von der Ebene E,- gleich 4:
Abstand Punkt Ebene Uber die HNF:

h= laxq+bx,+cxz+d|

VaZibi1c?
h=4 = |4-r*+3-8—81r"|

Vr*?+9

4-Nr? +9 = |4r* + 24 — 8| | :4
V2 +9 = |—r* + 6| | 2
% 4+9 =12 —12r" +36
12r* = 27
« 9
r =Z
Die Pyramidenspitze S hat von der Ebene Es den Abstand 4.

4
Bestimmung des Punktes in E,, der von S den Abstand 4 hat:

LotfuBpunkt L in Es:

4 4 3

gSL=,z=<4)+k. =(4)+k*.(o)
8 8 4

Es N ggy,

4

x1=4+3k, X3=8+4k

%(4+3k) +3(8 + 4k) = 18

9+2k +24+ 12k = 18

Bp=-15 = k=-2
4 5

W O nloy
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Wahiteilaufgaben =\
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zur analytischen Geometrie
)

J

Losungen)
Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2005 BW

M, (3 3
oL=|a)-%{0)=]| 2
g/ ° \a 24

5
Der Punkt L € Es hat die Koordinaten L (g |4 %)
4

c) Gerade durch B und C in jeder Ebene E,:

-5

Er n IBc
X1 = 8, X3 = 0
8r+0=38r | wahre Aussage

Das LGS hat unendlich viele Lésungen, also gy € E,, die Gerade gg. ist die
Schnittgerade aller E,
Mogliche Schnittfiguren und zugehdrige r:
Wie wir soeben gesehen haben, dreht sich E, um die Gerade BC. Ist r =0,
so beschreibt E, die x,x,-Ebene mit E,: x; = 0. Die Schnittflache ist die
Grundflache der Pyramide, ein Quadrat.
Liegt der Punkt S in der Ebene, ist die Schnittflache das gleichseitige Dreieck
der Vorderseite der Pyramide. Wir errechnen hierflir r mit
r-x1,+3-x3, = 8r
r443:8=8r = r=6
Fir alle Werte 0 < r < 6 ist die Schnittfigur ein gleichseitiges Trapez.
Wir fassen zusammen:
Die Ebene E, schneidet die Pyramide:

firr =0 in einem Quadrat

flro<r<e6 in einem gleichseitigen Trapez

fir r =6 in einem gleichschenkligen Dreieck

firr<0vr>6 in der Strecke BC.

Losung B2.1

Lésungslogik
a) Gleichung der Ebene E:
Aufpunkt von E ist der Punkt 4, ein Richtungsvektor ist der Vektor 4B, der
zweite Richtungsvektor ist der Richtungsvektor der Geraden, da g |l E sein
soll.
Lagebeschreibung von E:
Siehe Klausuraufschrieb.
Abstand g von E:
Siehe Klausuraufschrieb.
b) Koordinaten des Punktes T:
AT o BT = 0 (wegen Rechtwinkligkeit) fiihrt zu den Koordinaten von T.
Flacheninhalt Dreieck ABT:
Flacheninhalt des Dreiecks ist - - [4T| - |BT|

Punkt, der von A, B und T den gleichen Abstand hat:

Da das Dreieck ABT rechtwinklig ist, ist der Mittelpunkt der Strecke AB der
Punkt mit dem gleichen Abstand zu den Eckpunkten des Dreiecks
(Thaleskreis).

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir schule und Studium

Seite 12 —www._fit-in-mathe-online.de \ {
Dr.-Ing. Me}ﬂulf Moller / webm aster@fit- lnrmathe -online.de \5



Wahiteilaufgaben =\
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> zZur analytlsShen Geometrie > Losungen
Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2005 BW

c) Volumen des Doppelkegels:
Bestimmung des Abstandes von C zur Geraden g,z entspricht dem Radius
des Grundkreises des Doppelkegels. Der FuBpunkt L der Hilfsebene durch C
mit dem Richtungsvektor der Geraden als Normalenvektor ergibt die
einzelnen Hbhen der Teilkegel. Die Strecke AL ist die Hohe des einen
Kegels, die Strecke LB die Hohe des zweiten Kegels. Das Volumen errechnet

sich somit aus: Vpppeikeg = §n|ﬁ|2 - (JAL| + |LB]).

Klausuraufschrieb
a) Gleichung der Ebene E:
E:¥=0A+s-AB+t 7y,

2 0 1 2 0 1
3 0 0 3 0 0
Lagebeschreibung von E:
Die Ebene E verlauft parallel zur x,x,-Ebene im Abstand x; =3, da die
x;—Komponenten der beiden Richtungsvektoren 0 sind.
Abstand g von E:
Wegen glIlE und X3, =5 hat die Gerade einen Abstand von
X3, =Xz =5—3=2zur Ebene E.
b) Koordinaten des Punktes T:
Bedingung flr rechten Winkel:

AT oBT =0

54+4r-2 54+4r—-2
( + 1 )( 5 )=o
5-3 5-3
34r 3+r
[2)(F)
2 2

B+1r)?—-44+4=0= r=-3

()i

Der Punkt hat die Koordinaten T(2]3]5).
Flacheninhalt Dreieck ABT:

0 0
> (2) : (—2) =>-V8-VB=14
2 2

Die Fldache des Dreiecks ABT betragt 4 FE.

Punkt, der von A, B und T den gleichen Abstand hat:

Wegen Rechtwinkligkeit des Dreiecks ABT ist dieser Punkt der Mittelpunkt
des Thaleskreises liber der Strecke 4B.

et -5 (:0)-+ -

Der Punkt hat die Koordinaten M(2|3]|3).

Appr =
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c) Volumen des Doppelkegels:
Abstand von C zur Geraden g,z ist Radius des Grundkreises des
Doppelkegels. Da zum einen der gegebene Punkt ¢ mit dem in Teilaufgabe
b) errechneten Punkt M Ubereinstimmt, zum anderen wegen |ﬁ| = |BT| =8
das Dreieck ABC gleichschenklig, rechtwinklig ist, ist Punkt M aus
Teilaufgabe b) der LotfuBpunkt von € auf AB. Somit ist der Radius des
Grundkreises des Doppelkegels r = [MC]|.
0
r=|MC| = <o> =2
2 —_— _—
Die Hohen der Kegelhélften sind hy = |AM| und h, = |[BM|.
VDoppelkeg = %T[ T2 (hl + hz)
0 0
=1n-4-< (2) + (—2>>=in-2-\/z=gn
3 0 0 3 3
Das Volumen des Doppelkegels betrdgt %n VE.
Losung B2.2

Klausuraufschrieb

Behauptung: M;M, = M;M,
Wir wahlen zunachst die Vektoren
PQ—a PR—b und PS = . Nun gilt:

Mle = __a+ b
Mit QS = —d + ¢ und RS = —b + ¢ erhalten wir
weiter:
M3M4 =%Q—S)_%ES:

=2 (-i+8)—5(-b+0)

=—la+15+15—15

P P
= _5(_1) + Eb = M1M2 Powered by GEQGEBRA.org
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Aufgabe B1.1

Die Punkte A(3|5] — 4), B(4|1|4) und D(—4|9|0) legen eine Ebene E fest.
a) Best|mmen Sie eine Koord|natengle|chung der Ebene E.

Bestimmen S|e die Koordinaten des Punktes C so, dass das Viereck ABCD
eine Raute ist.
Berechnen Sie die Koordinaten des Diagonalenschnittpunkts M dieser Raute.
(Teilergebnisse: E:4x; + 5x, + 2x3 = 29; M(0|5|2))

b) Gegeben ist ein weiterer Punkt $(8]|15]6).
Die Raute ABCD bildet zusammen mit dem Punkt S eine Pyramide.
Bestimmen Sie das Volumen dieser Pyramide.
Der Pyramide wird ein Kreiskegel mit Spitze S einbeschrieben, dessen
Grundflache in der Ebene E liegt.
Berechnen Sie das Volumen dieses Kreiskegels.

Aufgabe B1.2 (nicht mehr prifungsrelevant)
Gegeben ist das regelmaBige Sechseck ABCDEF.
Bestimmen Sie das Verhaltnis, in dem sich die
Strecken AC und BD teilen. 5

Powered by GEO&BRA.org

Aufgabe B2
In einem Freizeitpark steht eine Kletteranlage in Form eines Pyramidenstumpfes
mit vier unterschiedlichen Kletterwanden.
Der Pyramidenstumpf entsteht aus einer Pyramide, indem diese parallel zur
Grundflache durchgeschnitten und der obere Teil weggelassen wird.
Der Pyramidenstumpf hat als Grundflache das Viereck ABCD mit
A(0]0]0), B(6]6]0), €(0]18]0) und D(—8|4|0)
und als Deckflache das Viereck A*B*C*D* mit
A*(4]1]20), B*(7]4]20) und C*(4|10]20)
(Koordinatenangaben in Meter).
a) Zeigen Sie, dass S(8|2]40) die Spitze der urspringlichen Pyramide ist.
Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes D*.
Zeichnen Sie den Pyramidenstumpf in ein Koordinatensystem ein.
b) Berechnen Sie den Flacheninhalt der Wand ABB*A*.
Untersuchen Sie, ob die Wand ABB*A* nach auBen uUberhangt.
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L6ésung B1.1

Lésungslogik

a) Koordinatengleichung der Ebene E:
Wir bilden den Normalenvektor der Ebene uber das Kreuzprodukt der
Vektoren AB und 4D und machen dann eine Punktprobe mit A.
Gleichschenkliges Dreieck ABD:
Fir das Dreieck muss gelten, dass nur zwei der Strecken AB, AD bzw. BD
gleich lang sind.
Koordinaten von C fir Viereck ABCD als Raute:
Uber die Linearkombination 0C = 04 + AB + AD.
Koordinaten des Diagonalschnittpunktes M der Raute:
Dies ist die Streckenmitte des Vektors AC bzw. BD
[— 1 ,— [——y 1 ,—— —
OM = (04 +0C) =~ (0B + 0D)

b) Volumen der Pyramide:
Berechnung Uber das Spatprodukt, siehe Klausuraufschrieb.
Volumen des eingeschriebenen Kreiskegels:
Die Situation ergibt sich aus
nebenstehender Grafik. Wegen der
raumlichen Darstellung, fallen der
Punkt D wund S in der Grafik
zusammen.
Der Grundkreis des Kreiskegels liegt in
der Raute. Der Radius des Kreiskegels
ist der Abstand des Punktes M von z.B.
der Strecke AB. Berechnung des

.. 1
Volumens Uber Viege = gm"zh

rered by GEOGEBRA.0f

Klausuraufschrieb
a) Koordinatengleichung der Ebene E:

1N [T\ (48 4 4
n,=ABxAD =|—-4|x| 4 |=(-60|=-12(5] = m =5

8 4 —24 2 2
E: 4x1+5x2+2x3=d

E: 4345542 (-4)=d = d=29 | Punktprobe mit 4

E: 4x1 + SXZ + 2x3 =29
-8
8
—4

Gleichschenkliges Dreieck ABD:
Wegen |AB|=|AD| =+ |BD| ist das Dreieck ABD gleichschenklig und nicht

1 -7
) S €
8 4
gleichseitig.

=

|4B| = =9; |AD|= =9; |BD|= =12
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Koordinaten von C fiir Viereck ABCD als Raute:

3 1 -7 -3
W=E4’+Z§+ZB=<5>+<—4>+<4>=<5>

—4 8 4 8
Der Punkt C hat die Koordinaten C(—3]|5|8)
Koordinaten des Diagonalschnittpunktes M der Raute:

o-seto-(2)-(3)-0

Die Koordinaten des Diagonalenschnittpunkts sind M(0|5|2).
Volumen der Pyramide:
Das Volumen einer 4-seitigen Pyramide bestimmt sich aus dem dritten Teil
des Spatproduktes aus zwei Grundseitenvektoren (4B und AD) und dem
Seitenkantenvektor (4S). .

—4
Veyr =3 |(AB x AD) «4S|; 4B x AD = (—60) (sieheTeilaufgabe a))

—24
L —48 5
b (=) (10)
—24 10

Das Volumen der Pyramide betrdgt 360 VE.

Voyr = = 2+ |~240 — 600 — 240] = ;- 1080 = 360

Alternativ:
In der Volumenformel einer Pyramide prr=§-6-h ist h der senkrechte
Abstand der Pyramidenspitze zur Grundflache. Die Ebenengleichung ist in

Teilaufgabe a) bereits erstellt, der Abstand von S zu E errechnet sich Uber
die HNF.

|4-8+5:15+2%6-29] _ 90
h= =2-V4
Vi6+25+4 ~ Vas

Die Grundflache ist gleich dem Betrag des Kreuzproduktes von

. —48
AB X AD = (—60).

—24
—48
G = ‘(—60)
—24
Somit erhalten wir Vp,, = % 12-/45-2 /45 = 8- 45 = 360.

Es geht aber noch umstandlicher:
Die Grundflache der Pyramide ist eine Raute. Die Flache einer Raute

. 1 . . ..
errechnet sich aus Aggute =5e f mite und f als den Diagonalléngen, also

—6\| |/-8
== (o) : (8) =2-V180 12 = 6-V4-45
12 —4
Agaute = 12 - V45.

Entscheiden Sie selbst, welchen Lésungsweg Sie wahlen.

=/(—12)2- (42 + 52 +22) = 12- V45

Apaute =%' |ZE| ) |ﬁ|
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Volumen des eingeschriebenen Kegels:

Vieg = logrZop c
r st der Radius des Grundkreises. h ist der
senkrechte Abstand der Kegelspitze zum Grundkreis.
Die Situation der Grundflache ergibt sich aus
nebenstehender Grafik. Der Radius des
~einbeschriebenen™ Grundkreises ist der kulrzeste
Abstand des bereits ermittelten Schnittpunktes M der
beiden Diagonalen von den Seitenkanten der Raute.
Wir konnen rg., berechnen Uber den Abstand des
Punktes M von der Geraden durch 4 und B.

3 1
9aB: 3‘c’=m+r-ﬁ=<5>+r-<—4>; re R

—4 8
Fiar die Abstandsberechnung fluhren wir hier
keinesfalls die umstandliche Rechenweise Uber eine
Hilfsebene durch M mit dem Richtungsvektor von gz
als Normalenvektor aus. Wir verwenden die einfache .

Abstandsformel eines Punktes zu einer Geraden:
|P1P2><rvg|

d = ——% Hieraus ergibt sich:
[rg
1 -3 1 24
) () o
Tkeg = (1)8 ) 6\/58 == =V20=2-V5
-4
8

FlUr die H6he h mussen wir den Abstand des Punktes S von der Ebene E Uber
die HNF ermitteln. Dies ist zuvor unter ,alternativ" fir die Pyramide bereits
geschehen, wir haben h=2-v45 festgestellt. Somit ergibt sich fur das

Volumen des Kegels
Viceg = n(Z \/_) 2\/_——71\/4_=407T\/§=281

Das Volumen des e/ngeschr/ebenen Kegels betragt 281 VE.

Losung B1.2

Klausuraufschrieb

In einem regelmaBigen Sechseck sind die

sechs Innendreiecke, die von den Diagonalen e B
gebildet werden, gleichseitige Dreiecke. Somit

ist z. B. die Strecke DA doppelt so lang wie die S

Seite CB.

Unter Anwendung des 2. Strahlensatzes

kénnen wir also bilden:
BS CS BC 1

SD SA AD T2

Die Strecken BC und AD teilen sich im
Verhaltnis 1:2

Die Berechnung Uber eine Linearkombination
zweier Vektoren ist hier aufwandig und
fehleranfallig und soll deshalb hier nicht naher
erldutert werden.

E F

Powered by GEQGEBRA.arg
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L6sung B2
Lésungslogik
a) Spitze S der urspringlichen

Pyramide:
Nachweis, dass S der Schnittpunkt T T
der Geraden durch 4 und A* sowie 1 S¥*]L3
B und B* ist. --5—--?---}"}3‘1;
Koordinaten von D": ERNE RN
Fir D* muss gelten, dass die x;- 1%0 G =
Koordinate gleich groB mit den - --tedvonoi
x;—Koordinaten von 4*, B* bzw. C*, ':_2% A O O S O A
also x;,. =20 sein muss. Der Punkt bl v oo
liegt auf der Geraden durch D und e SR W, S SO S
S. .-5--.L--L§ui..i‘f?_*__i_\i_i--.:.--:r.-l-.i--i__.:__i_
Zeichnung in Koordinatensystem: A,, ¢ I s TS SO 246
Siehe Grafik rechts. 1? 777 S W REA, U N O ) Y B
b)  Fldcheninhalt von ABB*A*: bbb N N L
Wir untersuchen zunachst die Form | | [ 1\ v 0 N
der Flache ABB*A*. Es zeigt sich, | | 11\l % o N 1 |
dass die Flache ein nicht 3 e b b e 5 el i sl
gleichschenkliges Trapez ist. Die oS N

Berechnung der Flache erfolgt dann

Uber die Trapezformel.

Uberhang der Wand ABB*A* nach

auBen:

Die Wand ABB*A* hangt dann uber,

wenn der LotfuBpunkt der zum

Viereck ABCD orthogonalen

Geraden durch den Punkt S

auBerhalb des Vierecks liegt.

Die x;—Koordinaten der Punkte 4, B, C und D sind alle gleich 0, d.h., der
0

Normalenvektor der Ebene, in der die Grundflache liegt ist n; = (0).
1
Klausuraufschrieb

a) Spitze S der Lirsprang/ichen Pyramide: =3

X =1-" 1 4 -1 E'
- (20) [ i 2 &
(6 1 28 -28 @

9ppiX =16 | +s-{ ~2 ref{ [ET3
0 20 .
Gaa ‘N gpp* 18z
4 1 6 H 1 Z
r-<1>—5-<—2>=<6> H B @A

20 20 0

Die Losung des LGS mit dem GTR fuhrt zu r =2 und s = 2.

. 4 8
0S=2-(1]={2
20/ \40

Die Spitze hat die Koordinaten S(8]2]40). q.e.d.
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Koordinaten von D*:

Dieser Punkt liegt auf der Geraden durch D und S und hat die x;—Koordinate

20.

-8 16
0 40

X3 =20=40t = t=05

(-8 16 0
5= (4 )ros-(=2) =3
0 40/ \20

Der Punkt hat die Koordinaten D*(0|3|20)
b)  Fldcheninhalt der Wand ABB*A*:

el 7o)

AB | A"B*
|[AB| =72; |A"B*|=+18
|AB| # |[A*B*| = Das Viereck ABB*A* ist ein Trapez.

Die Hbhe h ist gleich dem Abstand des Punktes A* von der Geraden durch A

1
ATrapez =3

und B.
6 4 120
e 6 |X| 1 —-120
_ |aBxaaT| _ (o) (20) _ (—18) _ V29124 _ 6+/809 _ V809
_|ﬁ3’|_\/ﬁ_\/ﬁ_6\/__6x/__\/7
Arrapez =5 (6vZ+3v2) L2 = 457 V8° =4,5-/809 = 128

Die F/éche der Wand ABB* A* betrdgt 128 m2.
Uberhang der Wand ABB*A*:

0
Die Grundflache liegt in der x;x,-Ebene. Der Normalenvektor ist nz = (0)

1
Gleichung der Gerade durch S orthogonal zur Grundflache:

8 0
gSG:‘f: 2 +t' 0
40 1

Der LotfuBpunkt ist gleich dem Spurpunkt der Geraden mit der x;x,—Ebene.
x3=0=40+t= t=—40

8 0 8
0L = ( 2 ) —40-(0) = (2) = L(8]2]0)
40 1 0

Aus der Grafik erkennen wir, dass dieser Punkt nicht innerhalb des Vierecks
ABCD liegt, also hdngt die Wand ABB*A* (ber0.
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Aufgabe B1.1

Die Ebene E:x; + x, + 2x3 = 8 stellt fir x; > 0 einen Hang dar, der aus

der x,x,-Ebene aufsteigt.

Im Punkt H(6]|4|0) steht ein 80 m hoher Sendemast senkrecht zur

x1x,-Ebene. (1 LE entspricht 10 m)

a) Stellen Sie den Hang und den Sendemast in einem Koordinatensystem dar.
Bestimmen Sie den Neigungswinkel des Hangs.
Der Sendermast wird auf halber Hohe mit einem mdglichst kurzen Stahlseil

am Hang verankert.

Berechnen Sie die Koordinaten des Verankerungspunktes am Hang.

Bestimmen Sie die Lange des Stahlseils.

b) Der Sendemast wird von der Sonne beschienen und wirft einen Schatten auf
die x;x,-Ebene und den Hang. Der Schatten des Sendemastes endet in

einem Punkt T des Hangs.

Beschreiben Sie einen Weg, wie man die Gesamtlange des Schattens

bestimmen kann.

c) Bei einem Sturm knickt der Sendemast im Punkt K(6|4|k) um.

Die Spitze des Sendemastes trifft dabei den Hang im Punkt R(4|0]2).

Bestimmen Sie die H6he, in welcher der Sendemast abgeknickt ist.

Aufgabe B1.2 (nicht mehr prifungsrelevant)

Das Dreieck ABC ist gleichschenklig und
rechtwinklig, P und Q sind die Schnittpunkte der
Quadratdiagonalen, M ist die Mitte von AB.
Beweisen Sie, dass die Strecken MP und MQ
orthogonal und gleich lang sind.

Aufgabe B2

Eine quaderformige Kiste ist in einem

Koordinatensystem  durch die  Eckpunkte

A(0|0]0), B(3]0/0), D(0[5]0) und F(3|0]4)

festgelegt.

Die Flache EFGH stellt den Deckel der

geschlossenen Kiste dar. Dieser ist drehbar um

die Kante EH.

Weiterhin ist fur jedes t>0 eine Ebene

gegeben durch die Gleichung E: tx; — x3 = —4.

a) Berechnen Sie den Abstand zwischen den
Kanten AB und GH.

Q

™~

A
Powered by GEOGEBRA.org

M

Powered by GEOGEBRA.org

Q

Zeigen Sie, dass die Gerade durch E und H in jeder Ebene E; liegt.
In welcher Ebene E; liegt der Deckel bei geschlossener Kiste?

Liegt der Deckel in einer Ebene E;, wenn er um 90 ° getffnet ist?
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b) Wenn der Deckel der gedffneten Kiste in E, liegt, wird er durch einen Stab
orthogonal zum Deckel abgestltzt. Dieser Stab ist in der Mitte der Kante EF
befestigt und trifft im Punkt P auf den Deckel.

Berechnen Sie die Koordinaten von P.

c) Wie groB ist der Offnungswinkel, wenn der Deckel in E, liegt?

In welcher Ebene E, liegt der Deckel, wenn der Offnungswinkel 60 ° betragt?
Bestimmen Sie den Parameter ¢ in Abh&ngigkeit vom Offnungswinkel a fir
a < 90°.

d) Eine punktférmige Lichtquelle in L(0]|2,5|20) beleuchtet die Kiste. Wie weit
kann man die Kiste hochstens 6ffnen, ohne dass Licht von L in die Kiste
fallt.
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Losung B1.1
Lésungslogik

a) Darstellung in Koordinatensystem:
Fir die Darstellung der Ebene wandeln wir die Koordinatengleichung in die
Achsenabschnittsgleichung um und bestimmen daraus die drei Spurpunkte.
Siehe Grafik.
Neigungswinkel a des Hangs:
a ist der spitze Winkel, den die gegebene Ebene E mit der x;x,-
Koordinatenebene einschlieBt. Berechnung Uber die Formel flr Schnittwinkel
von Vektoren mit den Normalenvektoren der beiden Ebenen.
Verankerungspunkt V.am Hang:
Dies ist der Schnittpunkt der Geraden durch die halbe Mastlange mit dem
Normalenvektor der Ebene als Richtungsvektor und der Ebene E.
Ldnge des Stahlseils:
Dies ist die Strecke zwischen der halben Mastspitze und dem Punkt V.

b) Beschreibung:
Siehe Klausuraufschrieb.

C) Hbhe, in der der Mast abgeknickt ist:
Die Strecke HK + KR entspricht der Ldnge des Mastes von 8 m.

Klausuraufschrieb

a) Spurpunkte von E:

E: 2422459

8 8 4
Sx,(810]0); S, (0[8]0); Sx,(0[0]4)
Neigungswinkel des Hangs:
Spitzer Winkel zwischen der
x,x,—Koordinatenebene und
der Ebene E.

1 0
2/ 1
1 0
Y
2 1 2 1

cosa = Ao = ==2V6
0] 6) N
2 1
a = cos™ ! G\/@) ~ 35,26 °
Der Neigungswinkel des Hanges betrédgt etwa 35,3 °.
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Verankerungspunkt V:

T

gnE

x1=6+k, x2=4+k, X3=4+2k
6+k+4+k+2-(4+2k)=8
18+6k=8 = k=—>

o+

Die Koordinaten des Verankerungspunktes sind V (13—3 |§| g)
Ldnge des Stahlseils:

13
6
-[9)-
4
Das Stahlseil ist etwa 40,8 m lang.
b) Berechnung der Gesamtldnge des Schattens:
Die Richtung der Lichtstrahlen ist gegeben durch die Verbindung der Spitze
S des Mastes mit dem Schattenpunkt T.
Der Schatten des Mastes verlauft von H zu einem Punkt T' auf der
Spurgeraden S;S, der Ebene E und von dort zum Punkt T.
T liegt auBerdem in der Schattenebene E* des Mastes.
Rechenschritte:
1) Schnittpunkt T der Geraden durch S und dem Richtungsvektor der
Sonnenstrahlen mit der Ebene E bestimmen.
2) Gleichung der Geraden s;, durch S, und S,, aufstellen.

3) Gleichung der Ebene E* durch S mit den Richtungsvektoren SH und ST
aufstellen.
4)  Schnittpunkt T' der Geraden s;, mit der Ebene E* bestimmen.

5) Die Langen der Strecken HT' und T'T berechnen.

wlu
wlmwl\lwlﬁw

= §\/15 ~ 4,08

winvwiNw|
=
wlowlmwlm

C) Hbhe, in der der Mast abgeknickt ist:
|ﬁ| + |ﬁ| =8

el )2

k+vV20+4—4k+k2=8

+ =8

24 —4k +k?=8—k z
k? — 4k + 24 = k2—16k+64
12k = 40 = k——~333

Der Mast knickt /n einer Héhe von 33,3m um.
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Losung B1.2

Klausuraufschrieb

Da das Dreieck ABC gleichschenklig und
rechtwinklig ist, gilt flr die Vektoren:

d=AB und b = BC sowie Gob =0 .

Das Viereck ABPC ist ein Quadrat, da die
Winkel ABC und ACB jeweils 45° sind.

)

>

Losungen
Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2007 BW

Damit ergibt sich: C; _______
MP=:d+b und 5

2
W=—&+%E K

Nachweis der Orthogonalitét: |

Wcﬁ(j=(§&+5) (—&+2B) A

=_%az+ b—Za—B+ al=0
Die Strecken MP und MQ sind somit orthogonal.

Streckenlédngen:

5\ 2 - - -
(la+b) =\/ia2+aob+b2 =\/%&2+b2

2
y _ 2 — (2218 = (32 _zohalp2 — (224172
MQ—\/MQ _\/( a+2b) —\/a dob+3b —\/a +2b

GemaB Aufgabenstellung haben die Vektoren @ und b die gleiche Lange d, d.h. es

gilt:
ldl=|b|=d bzw. @d*=5h?=d?
Damit sehen wir:

(M| = - d2 = [

Die Strecken MP und MQ sind somit gleich lang.

Losung B3
Klausuraufschrieb

a) Abstand zwischen den Kanten AB und GH:

Der Abstand entspricht der Diagonalen des Rechtecks BCGF bzw. ADHE.

Gerade durch E und H in jeder Ebene E,:

Wir bilden E; n ggy und prifen, ob das Ergebnis unabhangig von ¢t ist.

E. bei geschlossenem Deckel:

Der geschlossene Deckel liegt in der Parallelebene

Koordinatenebene im Abstand AE.
E. bei um 90° gedffneten Deckel:

Der um 90° gedffnete Deckel liegt in der x,x;—-Koordinatenebene.

b) Koordinaten von Punkt P:

Zur

X1X2™

Der Punkt P ist der Schnittpunkt der Geraden durch FZE mit dem Normalen-

vektor von E, als Richtungsvektor mit der Ebene E,
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c) Offnungswinkel fiir E,:
Dies ist der spitze Winkel, den E, mit der x;x,—Koordinatenebene
einschlieft.
E, fiir Offnungswinkel a = 60°:
Offnungswinkel 60° bedeutet, dass die Winkelberechnung zwischen E, und
der x,x,-Koordinatenebene den Wert 0,5 hat.
Ermittlung von t fiir Offnungswinkel 0° < a < 90°
Fur a < 90° gilt, dass 0 < cosa <1 sein muss.

d) Maximaler Offnungswinkel der Kiste:
Die Lampe ist in x,—-Richtung genau in der Mitte der L
Kiste bei x, =2,5 aufgehangt. Der &uBere Lichtkegel,
von dem aus noch Licht in die Kiste fallen kann, ist in
nebenstehender Skizze durch die Strecke LR
dargestellt. Der Punkt Q liegt auf der Vorderkante des
Deckels. Licht kann ab dem Moment in die Kiste 4 .
einfallen, ab dem der Punkt Q@ durch die Deckeldrehung p;
sich rechts des Strahleneinfalls - gekennzeichnet durch R CAN
LR - befindet. Die Grenze ist also dort, wo sich der \
Punkt @ auf der Geraden durch L und R befindet. N /

Klausuraufschrieb
a) Abstand zwischen den Kanten AB und GH:

H(0]5]4)
0
(5) =41 =64
4

Abstand zwischen den Kanten AB und GH betrédgt 6,4 LE.
Gerade durch E und H in jeder Ebene E,:

Powered by GEOGEBRA.org

d=|AH| =

E(0]0]4)
0 0 0 0
gon (o)k(g)(o)k(l)
4 0 4 0
E:Ngey
(1) x, =0
(2) x, =k
(3) X3 =4
t-0—4=-4
Die Ebenengleichung von E, ist fur alle ggy erfullt, die Gerade ggy liegt in
allen E,.

E; bei geschlossenem Deckel:

Bei geschlossenem Deckel ist E; |l x;x,-Koordinatenebene im Abstand 4,
somit

Ey: x3=4

E. bei um 90° gedffneten Deckel:

Bei um 90° gedffneten Deckel liegt dieser in der x,x;-Koordinatenebene.
Diese hat die Gleichung H: x; =0

Es existiert kein t, sodass E, = H ist.
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Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2007 BW
Koordinaten von Punkt P:
Ey: 2%, —x3=—4

2 R (¢ 3 1,5
n_2’=<0>; OQ=5(0E+0F)=E (0>+<0> =<0>
-1 4 4 4

E; N gop
2-(1,5+2k)—4+k=—4

3+45k=0 = k=-2

. [L5\ , (2 0,3
-(0)-+(3)-(s)

4 -1 4,6
Der Punkt hat die Koordinaten P(0,3|0]4,6).
Offnungswinkel fiir E,:

2 0
ﬁ;:<0>; nx:lx2=<0>
-1 1
2 0
20
_ -1/ \1/1 _ 1
"
o JI'll O
-1 1
a=cos ! G\/E) ~ 63,4°
Der Offnungswinkel fiir E, betrégt 63,4°.
E;. fur Offnungswinkel a = 60°:

t
n; = < 0 >; cos(60°) = 0,5

_—
cosa = |n2°nx1x2|
|n2|'|nx1x2|

=1
_5\/5

-1 t 0
Y
0,5 = ITeome s | =117 /L L
’ |n—t)|'|nx1x2| < S > . <g> Vt2+1
-1 1
05-Vtz+1=1
VTF1=2 | 2

t?=3 = t,=v3 t,=—V3

Wegen t > 0 ist ¢ = V3 die einzigste Losung.

Der Offnungswinkel betragt 60 ° flr Ebene E s
Ermittlung von t fir Offnungswinkel 0° < a < 90 °

t 0
0 Jol O
<;1> (%) —
Gl
Wegen t = 0 gilt: t = /m—l; 0°<a<90°

|—1] _ 1 2 _ 1
TVEEHIT | VER+l = t"+1= cos?(a)

cos(a) =
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Maximaler Offnungswinkel der Kiste:
Koordinaten von R(3]|2,5|4)

0 3
IiF: £=0_L’+t-ﬁ2’=<2,5>+t-< 0 >
20 -16

Koordinaten von Q(3t|2,5/20 — 16t)
Die Strecke QS entspricht der Breite der Kiste mit 3 LE.
Koordinaten von §(0]2,5|4). Damit gilt:

05| =3 = \/(0 —36)2 + (4 — (20 — 16t))

265t2 —512t+247=0 = t;=0; t, ~0,93

t; = 0 ist der Wert flr Q in R (Deckel geschlossen), t, = 0,93 ist der Wert flr
Q auf LR.

0 3 2,796
TQ=<2,5>+0,93-< 0 >=< 2,5 )
20 —-16 5,087
Hieraus ergibt sich die Strecke h (siehe Skizze) mit h = 5,087 — 4 = 1,087. Es

gilt nun sin(a) = ~ 0,362; a ~21,24°
Der maximale Offnungswinkel betrégt ca. 21,24°.
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Aufgabe B1
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J

Ab;turaufgaben Ana/ytiéche Geometrie Wa/;lteil 2008 BW

In einem Wiirfel mit den Eckpunkten 0(0]0]0), =
P(10|10]0) und 5(0]0]10) befindet sich eine )
Pyramide mit einem Dreieck als Grundflache
und der Spitze S (vgl. Skizze).

Die Eckpunkte der Pyramidengrundflache sind
A(106]0), B(6]10]0) und €(10]10]5).

a)

b)
C)

Bestimmen Sie eine Koordinaten-
gleichung der Ebene E, in der die
Grundflache der Pyramide liegt. gk . i
Welchen Winkel schlieBen die = L

Grundflachen von Wiirfel und Pyramide . .
ein?
Untersuchen Sie, ob die H6he der . B
Pyramide auf der Diagonalen PS des
Wirfels liegt.

(Teilergebnis: E:5x; + 5x, — 4x; = 80)
Wie viel Prozent des Wirfelvolumens betragt das Pyramidenvolumen?
Zusatzlich zur Pyramide soll nun noch ein Quader der Breite b in den Wirfel
gelegt werden. Die Abmessungen des Quaders werden so gewahlt, dass er
die Pyramide nur in einem Punkt Q der Pyramidenkante AS berihrt (vgl.
Skizze).

Welches Volumen hat ein solcher Quader mit der Breite b = 4?

Welche Werte kann das Volumen eines solchen Quaders annehmen, wenn
die Breite b variabel ist?

(< —b—> A P

Powered by GEOGEBRA.org

Aufgabe B2.1

Die Punkte A(5]0]0), B(5|3]|0), €(5|0]4), F(0]0]0), G(0]3|0) und H(0|0]4) sind die
Ecken eines dreiseitigen Prismas mit Grundflache ABC.

a)

b)

Stellen Sie das Prisma in einem Koordinatensystem dar.

Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E, in der die Flache
BGHC liegt.

Unter welchem Winkel schneidet E die x;x,-Ebene?

Berechnen Sie den Abstand des Punktes A von der Geraden CG.
(Teilergebnis: E: 4x, + 3x3 = 12)

Im Prisma liegt ein Zylinder mit Radius 0,5 und Grundkreismittelpunkt
M][0]0,5]0,5), dessen Achse parallel zur x;-Achse verlauft.

Ermitteln Sie die Abstande des Punktes M von den drei rechteckigen
Seitenflachen des Prismas.

Beruhrt der Zylinder alle drei rechteckigen Seitenflachen des Prismas?

Ein anderer Zylinder mit Radius r und Grundkreismittelpunkt M*(0|r|r),
dessen Achse ebenfalls parallel zur x,-Achse ist, soll alle drei rechteckigen
Seitenflachen des Prismas von innen berthren.

Bestimmen Sie den Radius r dieses Zylinders.
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Aufgabe B2.2 (nicht mehr prifungsrelevant)

In einem Viereck ABCD gilt fur die Diagonale AC: AC =0/4-AB + AD.

Zeichnen Sie ein solches Viereck ABCD.

In welchem Verhaltnis wird die Diagonale AC von der anderen Diagonale geteilt?
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L6ésung Bl

Lésungslogik

a) Koordinatengleichung der Ebene E:
Wir bilden den Normalenvektor der Ebene tber das Kreuzprodukt AB x AC
und daraus die Koordinatengleichung mit einer Punktprobe mit A.
Winkel zwischen E und x,x,-Koordinatenebene:
Den Winkel zwischen den Grundflachen von Pyramide und Wiurfel ermitteln
wir Uber den Schnittwinkel der Normalenvektoren.
Héhe der Pyramide auf Diagonalen PS:
Der Vektor 4S muss ein Vielfaches des Normalenvektors der Ebene sein,
dann liegt die Hohe der Pyramide auf der Diagonalen des Wirfels.

b) Volumen der Pyramide:
Das Pyramidenvolumen errechnet sich aus einem Sechstel des Betrages des
Spatproduktes der Vektoren 4B , AC und AS. Der prozentuale Anteil ist der
Quotient aus Pyramidenvolumen und Wirfelvolumen.

c) Volumen des Quaders fir b = 4
Zu bestimmen ist die Hohe h des Quaders. Hierzu schneiden wir die Gerade
durch die Punkte A und S mit einer zur x,x;—-Koordinatenebene parallelen
Ebene im Abstand x, = b. Die x;—Koordinate des Schnittpunktes entspricht
dann der H6he h des Quaders.
Volumen des Quaders fiir b variabel:
Flr die variable Breite b des Quaders ermitteln wir die x;—Koordinate des
Schnittpunktes wie vor in Abhangigkeit von b. Das damit ermittelte Volumen
des Quaders ist dann eine Funktion von b mit einem Maximum, welches per
GTR bestimmt wird.

Klausuraufschrieb
a) Koordinatengleichung der Ebene E:

. —4 0 20 5 5
k-n_E’=AB><AC=<4>><<4>=<20):4-(5)=> n—E’=<5>
0 5 —-16 —4 —4

E: 5x1 +5x, —4x3=d

E:5-10+5-6—-4-0=d = d =80 | Punktprobe mit A
E: 5x; + 5x, — 4x3 = 80 q.e.d.

Winkel zwischen E und x,x,-Koordinatenebene:

0

Ny x, =| 0
1 5 0
" L
|nE°nx1x2| — E4. 10
)
-4 1

cosa = —
|nE|'|nx1x2|
— -1 i — )
a = cos (\/ﬁ) = 60,5
Der Winkel zwischen E und der x,x,—-Koordinatenebene betrégt 60,5 °.

4
"~ V661
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Héhe der Pyramide auf Diagonalen PS
k-my £ PS

T

Der Vektor PS ist kein Vielfaches des Normalenvektors von E, also liegt die

Héhe der Pyramie nicht auf der Diagonalen PS des Wiirfels.
Volumen der Pyramide:

o oy 0 -10
Voyr =< [(ABXAC) o AS|=—-[| 4 |x(4] || —6
0 5 10

L |/ 20 -10
i) ()
—16 10

VWl'lT'fel = 1000

vV
Pyr  — =0,08=8%
VWiirfelv 1000

Das Pyramidenvolumen betrédgt 8 % des Wirfelvolumens.

Volumen des Quaders fir b = 4

Vou=a-b-c mita=10, b =4 und €= X3,

Berechnung der Koordinaten von Q:

Q ist der Schnittpunkt der Geraden durch A und S mit der zur x;x;-—
Koordinatenebene parallelen Ebene im Abstand b = 4

0 ~10\ /10 5
Gus: 5c’=0A+r-AS=<6>+r-<—6>=<6>+r*-<3)
0 10 0 -5

Voyr = £-|-200 — 120 — 160| = = - 480 = 80

EH: xz = 4
gas N Ey
X2, = 6 + 3r

6+3r=4= r=-=
2 10
%5, =(=3) =7

Vou=10-4-2 =22
Das Volumen des Quaders betrdagt 133,3VE .
Volumen des Quaders fiir b variabel

EH: xz = b
gas N Ey
X, =6+3r

6+3r=bh= r=bg;6

X39 = (?) (=5 =10-
Vou(b) = 1o-b-(10—§b

GTR GTR
Vou(B)max = 150 fiir b =

Das Volumen des Quaders fir ein variables b ist 0 < Vg, <150 fiir 0 <b <6.
Das maximale Volumen betrédgt 150 VE flir b = 3.
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Losungen

Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2008 BW
Losung B2.1

Lésungslogik

a)

b)

Prisma in Koordinatensystem:

Siehe Grafik.

Koordinatengleichung der Ebene, in der
die Fldche BGHC liegt: H
Von der Ebene sind die beiden
Spurpunkte G und H bekannt. Die Ebene
verlauft parallel zur x;-Achse. Wir
stellen die Achsenabschnittsform der e

Ebene und daraus die Koordinaten- o e e
1
1

gleichung auf. o
Winkel zwischen Eggye und x,x,—Ebene: N
Den Winkel ermitteln wir Uber den 75X -
Schnittwinkel der Normalenvektoren. v,
Abstand Punkt A von der Geraden CG: /‘1 B
Berechnung Uuber die Abstandsformel . —
Punkt/Gerade.

Abstand M(0]0,5]0,5) von den Seitenflachen:

Wir bilden den Abstand Punkt/Ebene Uber die HNF.

Gleicher Abstand M*(0|r|r) von den Seitenfldchen:

Den Mittelpunkt M* errechnen wir ebenfalls Uber den Abstand Punkt/Ebene

(HNF), wobei die drei Abstande gleich groB sein missen.

Klausuraufschrieb

a)

Koordinatengleichung der Ebene, in der die Fldche BGHC liegt:
Spurpunkte der Ebene Eg;yc sind G(0|3|0) und H(0]|0]4).
Epghc: % + % =1

0
EBGHC: 4x2 + 3.7(,'3 =12 = n—E) = (4)

3
Winkel zwischen Eg;yc und x,x,—Ebene:

.
(o)

_—
|nE°nx1x2 | _

cosa = — = = ==
IE | [Mxy x| <g)<°) V251 5

0
1

3
a=cos ! G) =53,13 °

Der Winkel zwischen E und der x,x,-Koordinatenebene betrégts3,1 °.
Abstand Punkt A zur Geraden CG:

gCG: Q_C) = R‘) +7r- C—G)

0\ /-5

weant_|03)
ACXCG 4) \-4

d= [cé] — <—5)
3

-4

Der Abstand von Punkt A zur Geraden CG betrédgt etwa 3,3 LE.

)

-20

_ 1\ o /| _ V544 _
=" _\/%~3’298
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b) Abstand M(0]0,5]0,5) von den Seitenfldchen:

Abstand M von Eggyc Uber die HNF:
_ |405+305-12| _ |-85]|

dEBGHC - V1649 s =17

Abstand M von E,gz;r (=x,x,-Koordinatenebene) tber die HNF:
0,5

dEper = Nl 0,5

Abstand M von Eycyr (=x,x3-Koordinatenebene) wie dg, ... = 0,5

Der Zylinder berihrt nur zwei Seitenflachen, er berihrt nicht die
Seitenflache BGHC.

Gleicher Abstand M*(0|r|r) von den Seitenfldchen:

Abstand M* von Eggy. Uber die HNF:  dg, .. = "”\7%12' = '7T;12|

Abstand M* von E,gz;r (=x,x,-Koordinatenebene) lGber die HNF:

7|

dEper = i || AEpenc = Eapcr

@=r = |7r —12| =5r

71y —12=5r = nrn =6 7ry—12==-5r, = =1

Die Lésung r; = 6 entfallt, da dann der Mittelpunkt M* auBerhalb des Prismas
liegen wirde.

Der Radius des Zylinders, der alle drei Seitenfldchen beriihrt betrédgt 1 LE.

Loésung B2. 2

Klausuraufschrieb

Nachdem wir das Viereck ABCD gezeichnet haben, D ¢
ziehen wir eine Parallele zu AD durch € und erhalten

dadurch das  Parallelogramm  AECD  (siehe

nebenstehende Abbildung).

Einfachste Losung: AD
Nach dem zweiten Strahlensatz gilt:
S22 1102 A 04.AB E B

TC 04AB 04 4 2
Die Diagonale AC wird von der anderen Diagonalen im Verhéltnis 5:2 geteilt.
Die (umstandlichere) vektorielle Losung:
AC = 0,4-AB + AD
Wir betrachten nun den geschlossenen Vektorzug ATBA.
AT +TB +BA =3
Mit den beiden linear unabh&ngigen Vektoren @ = 4F und b = 4D ergibt sich:
ﬁ=r-(0,4&+5); ﬁ=s-D—B)=s~(—B+&); BA = —d
Einsetzen in die obige Gleichung:
r-(04d+b)+s-(-b+d)—-d=3
G- (04r+s—1)+b-(r—s)=3
Da d und b linear unabhangig sind, muss gelten:
(1) 04r+s—-1=0
(2) r—s=0= r=s — (1)

1 _1w0_5 __5
(1) 04s+s5s—-1=0 = s= Vi B
Die Strecke AC = ; ist also in AT = ; und TC =§ Teile unterteilt. Das Verhéltnis %

betrégt 5:2.
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Aufgabe B1

Die x,x,-Ebene beschreibt eine flache Landschaft, in der ein Flugplatz
liegt. Eine Radarstation befindet sich im Punkt R,(6]3]0).

Das Radar erfasst ein Testflugzeug F; um 7.00 Uhr im Punkt P(7]29|7)
und ermittelt als Flugbahn des Flugzeugs

7 3
fi: X = (29) +t- (—2)
7 -1

(t in Minuten nach 7.00 Uhr, Koordinatenangaben in km).

a) In welchem Punkt befindet sich das Flugzeug um 7.01 Uhr?
Woran erkennen Sie, dass sich das Flugzeug im Sinkflug befindet?
Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des Flugzeugs in km/h.
Unter welchem Winkel fliegt das Flugzeug auf den Boden zu?

Zu welcher Uhrzeit und in welchem Punkt wirde es bei Beibehaltung dieser

Flugbahn auf dem Boden aufsetzen?
b) Eine weitere Radarstation befindet sich im Punkt R,(17(9]0).

Der Anflug des Testflugzeugs F, auf den Flugplatz ist optimal, wenn die

Flugbahn f; und die beiden Radarstationen in einer Ebene liegen.
Prifen Sie, ob das zutrifft.

Die Radarstation R, Ubernimmt die Flugiberwachung zu dem Zeitpunkt, ab

dem sich das Flugzeug von R, entfernt.
Um wie viel Uhr ist dies der Fall?
c) Die Flugbahn eines zweiten Testflugzeugs F, wird beschrieben durch

18 2
for X = (11) + t'<2>
7 0

(t in Minuten nach 7.00 Uhr, Koordinatenangaben in km).

Wie weit sind die Flugzeuge F, und F, um 7.04 Uhr voneinander entfernt?

Berechnen Sie, wie nahe sich die beiden Flugzeuge kommen.

Aufgabe B2.1
Die Grundflache einer dreiseitigen Pyramide hat die Eckpunkte P(0|—-6|0),

Q(12]0]0) und R(0]6|0). Die Pyramide wird von einer Ebene geschnitten und der

obere Teilkdrper wird entfernt. Die Deckflache des so entstandenen
Pyramidenstumpfs hat die Eckpunkte P*(0]|-2|2), Q*(2]|0]|2,5) und R*(0]|1]2,5).
a) Stellen Sie den Pyramidenstumpf in einem Koordinatensystem dar.
Begrinden Sie, dass die Deck- und die Grundflache des Pyramiden-
stumpfes nicht parallel sind.
Bestimmen Sie den Winkel, den die Kante QQ* mit der x;-Achse bildet.
Zeigen Sie, dass S(0/0|3) die Spitze der ursprunglichen Pyramide ist.

b) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes Q* von der Geraden durch Q und

R

Zeigen Sie, dass die Seitenflache QRR*Q* des Pyramidenstumpfs ein Trapez

ist.
Berechnen Sie den Flacheninhalt dieses Trapezes.
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Aufgabe B2.2 (nicht mehr prifungsrelevant)
Das Rechteck OABC ist dreimal so lang wie

breit. Fiir den Punkt T gilt OT = im.

Zeigen Sie, dass die Strecken OB und TC
orthogonal sind.
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Losung Bl

Lésungslogik

a) Position um 7.01 Uhr:
Der Punkt um 7.01 Uhr entspricht t = 1 der Fluggeraden.
Begriindung Sinkflug:
Sinkflug, wegen negativem Wert der x;-Koordinate des Richtungsvektors.
Geschwindigkeit in km/h:
Die Geschwindigkeit in km/h ist 60-mal der Betrag des Richtungsvektors von
fi-
Winkel von F; zur Landebahn:
Wir berechnen den Schnittwinkel, den der Richtungsvektor von f; mit dem
Normalenvektor der x,x,-Ebene einschlieft.
Zeitpunkt der Landung:
Wir berechnen t der Fluggeraden fur die x;—Koordinate gleich 0 ist.

b) Ebene, in der die Radarstation R, und R, liegen und zusétzlich der Aufpunkt
A(7]29|7) des Flugzeuges:
Wir bilden die Ebenengleichung E mit dem Aufpunkt R;, dem ersten
Richtungsvektor R;R, und dem Richtungsvektor der Fluggeraden als zweiten
Richtungsvektor der Ebene. Danach priufen wir, ob der Aufpunkt A € E ist.
Zeitpunkt der Uberwachung durch Radarstation R,:
Wir bilden die Abstandsfunktion des Flugzeuges von der Radarstation R; und
bestimmen mit dem GTR das Minimum. Dies ist der Zeitpunkt, ab dem sich
das Flugzeug von der Radarstation R, wieder entfernt.

c) Entfernung der beiden Flugzeuge um 7.04:
Wir berechnen den Abstand zwischen den beiden Flugkoordinaten zum
Zeitpunkt t = 4.
Kleinster Abstand der beiden Flugzeuge:
Wir bilden die Abstandsfunktion der beiden Flugzeuge voneinander und
bestimmen mit dem GTR das Minimum.

Klausuraufschrieb

a) Position um 7.01 Uhr:

7 3 10
OP,_, = (29) +1- (—2) = (27)
7 1- 6
F, befindet sich um 7.01 Uhr in Position P(10|27|6).
Begriindung Sinkflug:
F, befindet sich im Sinkflug, weil die x;—Koordinate des Richtungsvektors

von f; negativ ist.
Geschwindigkeit in km/h:

=)

F, fliegt mit 224,5 km/h.

Vg, =60 - =60-v14 = 224,5
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Winkel von F,; zur Landebahn:
Winkel zwischen Gerade und Ebene:

0 AL

sina = — = =—
AR <_3 ) . <°) Vi4

2 0
-1 1

a = sin"t (i . \/ﬁ) =15,5°
Das Flugzeug fliegt unter einem Winkel von 15,5° dem Boden zu.

Zeitpunkt der Landung:
X3=0=7—-t = t=7

7 3 28
s (5) 17 (2) - (2)
7 -1 0

Das Flugzeug landet um 7.07 Uhr im Punkt Pp4pnqyung(28|15]0).

Ebene, in der die Radarstation R, und R, liegen und zusétzlich der Aufpunkt

A(7]29|7) des Flugzeuges:
E: ¥=0A+s-AR, +t-R,R,

_ 1 11 —42 6 6
‘Ng = ARy X RyR, =<26>X<6>=< 77 >= (—7)-(—11) = ng= (-11)
7 0 —280 40 40

=

E: 6x; —11x, +40x3; =d

E: 6:6—11-34+40-0=d = d=3 | Punktprobe mit R;
E: 6x; —11x, +40x3 =3

E: 6:7—11-29+40-7 %3 | Punktprobe mit A
3=3

Ja, die Flugbahn f, und die Radarstationen R, und R, liegen in einer Ebene.
Zeitpunkt der Uberwachung durch Radarstation R,:

2 2
—_2 7 3 6 1 3
dF1R1 = (x—Fl)_OR1) = 29 |1+t -2]—13 = 26 |+t =2
7 -1 0 7 -1

d(t) =V1+6t+9t2 + 676 — 104t + 4t2 + 49 — 14t + t2 THOOL

= 2 Hmin=-1@
d(t) = V14t2 — 112t + 726 #min=-1
GTR GTR Wec1=1
Ad)min ¥ 22,4 flirt = 4 Vmin=-2

Radarstation R, Ubernimmt um 7.04 Uhr die v=cl=108
Flugiiberwachung von F,, welches zu diesem :::1:515?1“2 _—
Zeitpunkt 22,4 km von R, entfernt ist. =
Abstand F, von F, um 7:04: MEJ.H:“: +-112K4
Position F; um 7:04: -

7 3 19
OFymy =29 |+4-[-2)=(21
7 -1 3

Position F, um 7:04: “-‘_"‘-,___

18 2 26 o "
OF;4) = (11> +4- <2> = (19> o =2z HOEIE?
7 0 7
d = |FyyFaw| =V (26 —19)2+ (19 —21)2 + (7 —3)2 =49 + 4 + 16
=+/69 ~ 8,31

F, und F, sind um 7:04 ca. 8,3 km voneinander entfernt.
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Kleinester Abstand der beiden Flugzeuge:

7 3
d=/(Xp1 —Xpz)* = (29)+t-<—2)—<<
7 -1

- [()(4)

d(t) = V121 — 22t + t2 + 324 — 144t + 16t2 + t2

=+/18t2 — 166t + 445
GTR ZTR
Ad()min = 7,89 fUrt = 4,6

Die beiden Flugzeuge nédhern sich 4,6 min nach Beobachtungsbeginn auf ca.

7,9 km.
L6ésung B2.1
Lésungslogik
a) Nachweis Nichtparallelitdt zwischen
Epgr und Ep-gep+:
Wir bilden die Normalenvektoren der
Ebenen durch P, Q und R bzw. P*, Q*
und R*. Sind die beiden
Normalenvektoren kein  Vielfaches
voneinander, so sind die Ebenen nicht
parallel.
Winkel QQ* mit der x,-Achse:
Berechnung Uber die jeweiligen Rich-
tungsvektoren der zugehorigen
Geraden.
Urspriingliche Spitze S der Pyramide:
Geraden durch QQ* und RR* (wahlweise PP™).
b) Abstand des Punktes Q* von der Geraden durch Q und R:

Punktbestimmung der Spitze S Uber die Schnittpunktbestimmung der

Berechnung uber die Punkt-Abstandsformel Punkt/Gerade.
Nachweis des Trapezes der Seitenfldache:

Nachweis der lineare Abhangigkeit von QR und Q*R* und | QF|

Fldcheninhalt des Trapezes:

Nachweis Uber die Flachenformel eines Trapezes. Die Hohe des Trapezes
wurde bereits durch den Abstand von Q* von der Geraden durch Q und R

bestimmt.
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Klausuraufschrieb

a)

b)

Nachweis Nichtparallelitit zwischen Epgg und Ep-g«g+:

0
NEpor = (0) da die Punkte P, Q und R alle in der x;x,—-Ebene liegen.
1

I 0 -0,5 1
ke Mgy = PQ7 X P*R*=(2>X(3>=(—1)z(—o,s)'( 2 )
0,5 0,5 6 —12

Wegen ng,,, # ng,. - sind die beiden Ebenen nicht parallel.
Winkel QQ* mit der x;-Achse:

1
Der Richtungsvektor der x;-Achse lautet rv, =0 |.

—-10\ /1
(2 )
2,5/ \o/l _ |-10]
<—1O> <1> ~ V106,25
o |[fo
2,5 0
10

m) = 14,03°
Der Winkel zwischen QQ* und der x,-Achse betrédgt etwa 14 °.
Urspriingliche Spitze S der Pyramide:

| QQ*oTv, | _
1QQ™ |7 Vx|

cosa =

a= cos‘l(

L 12 4
Gerade durch QQ*: g:¥=<0>+r-<0>
0 -1
L 0 0 0 0
Gerade durch RR*: h: x = <6) +s- (—5) = (6) + s ( 2 )
0 2,5 0 -1
gnh

(o) (3)-())- ()

dr=-12= r=-3

—2s=6= s=-3
/12 4 0
o5=(1)-(1)-()
0 -1 3
Die urspringliche Spitze hat die Koordinaten S(0|0|3). q.e.d.

Abstand Q* von der Geraden durch Q und R:

12\ /-10 15
a6 2| _|(z)
_ Jerx@e*| _ |\ o 25/ _ Neo/| _ 1521

= = <—;2) = V180 | 65
0

|QF]|
Der Abstand Q* von der Geraden durch Q und R betrdgt 5,1 LE.
Nachweis Trapez QRR*Q*:

. -12 . -2 .
QR=<6>; Q*R*=<1>; QR=6-Q*R*= QR |l Q*R*

0 0
/12 -2
0 0

Wegen QR || Q*R* A |QR| # |Q*R¥| ist das Viereck QRR*Q" ein Trapez.

~ 5,12

= +/180;
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Fléche des Trapezes:
Arraper =5+ ([QR| +|Q°FF) = %+ (VIBO + V5) ~ 39,9
Die Fldache des Trapezes QRR*Q* betragt ca. 39,9 FE

Losung B2.2

Klausuraufschrieb
Einfachste Losungsmaoglichkeit

Betrachtung der Situation in einem ¢ 2
kartesischen Koordinatensystem. Wir

vergeben den Punkten 0, A, B, Cund T i

Koordinaten. T

0(0]0); A(n|0); B(n|§n); C(o|§n); T(nl0) _ i

Die Funktionsgleichung der Geraden

durch 0 und B lautet dann:
1
y=3x

CT soll senkrecht OB stehen, dann muss die Steigung der Geraden durch die
Punkte ¢ und T m = -3 sein. Mit der Punkt-Steigungsformel beztglich Punkt T
erhalten wir dann

y ==3(x—3n)

Der Schnittpunkt mit der y—Achse errechnet sich jetzt aus

=5 (0-tn) = Lon

was den Koordinaten von Punkt C entspricht.
Die Strecken OB und CT stehen senkrecht aufeinander.
Komplexere Betrachtungsweise iiber die Vektorziige 0F und CT.
OB=d+b; C(T=-b+5-d
Nach Aufgabenstellung gilt weiterhin:
ld|=3-|b| = @a*=9b> Gob=0
CT soll senkrecht OB stehen, dann muss gelten:
CTo0B =0

wered by GEQOGEBRA.org

Die Strecken OB und CT stehen senkrecht aufeinander.

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir schule und Studium

www.fit-in-mathe-online.de = \ <7
Dr.-Ing. Me}ﬂulf Moller / webm aster@fit- lnrmathe -online.de \}

Seite 41



Wahltei/aufgaben )

<7 (

zur analytischen Geometrie
o ptisch >

Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahiteil 2010 BW

Aufgabe B1
Gegeben sind die Punkte A(0]|4]0), B(0|0|2) und C(4]0]0).
a) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC gleichschenklig ist.
Erganzen Sie das Dreieck ABC durch einen Punkt D zu einer Raute.
Berechnen Sie die Innenwinkel der Raute.
Zeigen Sie, dass die Raute in der Ebene E: x; + x, + 2x3; = 4 liegt.
(Teilergebnis: D(4]4| — 2)).
Gegeben ist fUr jedes t # 0 der Punkt S,(—3 + 3t|—3 + 3t|5 + t). Die Pyramide P, hat
die Grundflache ABCD und die Spitze S,.
b) Zeichnen Sie die Pyramide P; in ein Koordinatensystem.
Die Punkte B, D und S; legen eine Ebene F fest.
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung von F.
Zeigen Sie, dass die Ebene F Symmetrieebene der Pyramide P; ist.
c) Fur welchen Wert von t geht die Héhe der Pyramide P, durch den
Mittelpunkt der Grundflache?
Das gleichschenklige Dreieck ACS; wird um die Achse AC gedreht. In
welchen Punkten durchstdBt dabei seine Spitze die x,x,-Ebene?

Aufgabe B2.1

5 1
Gegeben sind der Punkt A(4,5|6|3,5) sowie die Gerade g: X = (0) +t- (—2)
3 1
a) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden g mit der x;x, —Ebene.
Zeichnen Sie die Gerade g in ein Koordinatensystem.
Unter welchem Winkel schneidet g die x,x, —Ebene?
Welcher Punkt F auf der Geraden g hat vom Punkt A den kleinsten Abstand?
Die Gerade h entsteht durch Spiegelung von g an A.
Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden h.
(Teilergebnis: F(3|4[1))
b) Begrinden Sie, dass bei Rotation der Geraden g um die Gerade durch A und
F eine Ebene entsteht.
Zeigen Sie, dass 3x; + 4x, + 5x3 = 30 eine Gleichung dieser Ebene ist.
Untersuchen Sie, ob die Punkte P(18]-9|1) und Q(-2|1| —9) auf
verschiedenen Seiten dieser Ebene liegen.

Aufgabe B2.2 (nicht mehr prifungsrelevant)
Das Quadrat ABCD hat den Mittelpunkt M. Die
Punkte P und Q werden so gewahlt, dass

MP = 2HC und MQ = SMD gitt.

Die Strecken CD und PQ schneiden sich im

Punkt S.
In welchem Verhaltnis teilt der Punkt S die B

Strecke CD?

Py

Powered by GEOGEBRA.org
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Losung B1

Lésungslogik

a)

b)

Gleichschenkliges Dreieck ABC:

Zwei Dreiecksseiten miussen gleich
lang sein.

Koordinaten des Punktes D:
Berechnung der Koordinaten von D
Uber Vektoraddition.

Innenwinkel der Raute:

Innenwinkel der Raute Uber Schnitt-
winkelbestimmung zweier Vektoren.
Eine Raute hat zwei gegenlber-

liegende gleich groBe Winkel. Ist z.
Bsp. der Winkel a ermittelt, errechnet
sich der zweite Winkel 4ber
B =180°—a

Koordinatengleichung der Ebene, in
der die Raute liegt.

Wir bilden das Kreuzprodukt der
beiden Vektoren 4B und 4D und
machen eine Punktprobe mit A.
Zeichnung von P; in Koordinatensystem:

Siehe Grafik rechts.

Koordinatengleichung von F:

Wir bilden das Kreuzprodukt der beiden Vektoren BD und BS; und machen
eine Punktprobe mit B.

Symmetrieebene F:

Ebene F ist dann Symmetrieebene, wenn ihr Normalenvektor und der
Normalenvektor von E aufeinander senkrecht stehen.

t fir Héhe der Pyramide P, durch Mittelpunkt der Grundflédche:

Der Vektor M;S, muss ein Vielfaches des Normalenvektors von E sein.
Punkte der x,x,—Ebene bei Drehung von ACS; um die Achse AC:

FUr S5’ bzw. S;" gilt |MgSs| = [MsSs'| = |MS;"|. Da F Symmetrieebene ist, ist
auch die Ebene durch 4, ¢ und S; Symmetrieebene. Der Mittelpunkt M. liegt
in der x;x,-Ebene auf einer Geraden durch den Ursprung und M.

Klausuraufschrieb

a)

Gleichschenkliges Dreieck ABC:

|A—B)| = <—4> = m; |ZZ=| = (—4) = m; |§6| = < 0 ) =20
Wegen |AB| = |BC| # |AC| ist das Dreieck ABC gleichschenklig.

Koordinaten des Punktes D:

L 0 4 4
0D=0A+BC=<4>+<O>=(4)
0 -2 -2

Der Punkt D(4|4| — 2) bildet mit A, B und C zusammen eine Raute.
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Innenwinkel der Raute:

0 4
RN —4 ol O
|AB4D| 2/ \-3 -4 _ 1

cos(@) = {aprian| — (%).(3) = V2ovm s

2
a=cos ! (%) = 70,46°
B =180°— a = 109,54°
Die Schnittwinkel der Raute sind a = 70,5° und p = 109,5°.
Koordinatengleichung der Ebene, in der die Raute liegt.

A 4 8 1 1
-n_E’=AB><AC=<—4>><<—4>=<8>=8-<1>= ﬁ=<1>
2 0 16 2 2

E: x1+x,+2x3=d
E: 0+4+2:-0=d = d=4 | Punktprobe mit A
E: xq+x,+2x3=4
b) Koordinatengleichung von F:
S3(61618)

- 4 6 48 1 1
'"_F’=BD><BSs=<4>x<6>=<—48>=48-<—1>= n—F’=<—1>
—4 6 0 0 0

F: xq—x,=d

F: 0-0=d = d=0 | Punktprobe mit B
F: x;—x,=0

Symmetrieebene F:

Tpomp <0

(-

Wegen ng ong = 0 ist F die Symmetrieebene der Pyramide P;.
c) t fdr Héhe der Pyramide P, durch Mittelpunkt der Grundfléache:
Mittelpunkt M;:

L 0\ /4 2
OMg =3 (04 +0C) = %((4) + (o)) = (2) M, (2]2]0)
o/ \o 0

k'ﬁE=MGSt

1 -543t
(1)= (-5 43
2 5+t

(1) k=-5+3t
(2) 2k =5+t
(1)->(2)
(2) 2(-5+3t) =5+t
5t=15 = t=3
Fur t=3 verlduft die Pyramidenhéhe durch den Schnittpunkt M, der
Diagonalen der Raute ABCD.
Punkte der x,x,—Ebene bei Drehung von ACS; um die Achse AC:

Es gilt: [MgS3| = |MgS5'| = [MgS5"|

-2

=

=

4
8
S3(ulul0)
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(Z—Z) =2 -(u—2)2=+96 | 2.2
0

(u—2)% =48

lu—2| =vV48 ~ 6,93 = u; =8,93; u, = —4,93

Die Spitze des um die Achse AC gedrehten Dreiecks ACS; durchstoBt die
x1x,—Ebene in den Punkten S;'(8,93|8,93|0) und S;"(—4,93|—4,93]0).

] -

Losung B2.1

Lésungslogik

a) Schnittpunkt von g mit der
x,1x,-Ebene:
Schnittpunkt ist der Spurpunkt
der Geraden g mit der x;x,-

Ebene.

Schnittwinkel von g mit der

x,1x,-Ebene: : o e e e e
Schnittwinkelberechnung ~ mit T | {0 Ldp S AGSI05)
dem Richtungsvektor der L Sty Ty
Geraden und dem N ' e
Normalenvektor der X1Xo"

Ebene.

Kleinster Abstand von g zu

Punkt A:

Der Vektor FA und der
Richtungsvektor der Geraden V2 N OO S (R ) S O o i P B
mussen senkrecht stehen. TS WIS oy PO YRR Y T PR O O S
Spiegelgerade h:
Der Spiegelpunkt F' wird zum Aufpunkt von h, der Richtungsvektor wird
beibehalten.

b) Begriindung:
Die Gerade durch A und F steht senkrecht auf g. Somit ist der
Richtungsvektor AF der Normalenvektor der Rotationsebene mit deren
Aufpunkt F.
Nachweis der Koordinatengleichung der Rotationsebene:
Mit dem zuvor ermittelten Normalenvektor ergibt sich auch die
Koordinatengleichung der Ebene.
Punkte P und Q auf verschiedenen Seiten der Ebene:
Betragslose Abstandsbestimmung von P und Q zu E Uber die HNF.
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Klausuraufschrieb
a) Schnittpunkt von g mit der x,x,-Ebene:
Der Spurpunkt von g mit der x;x,—Ebene hat die x;—Koordinate 0.
x3=0=3+t = t=-3

5 1 2
o= (o) () (3
3 1 0
Sx,x,(2160)
Schnittwinkel von g mit der x,x,-Ebene:

e

_leKz)
)

a=sin () =241°

Die Gerade g schneidet die x,x,-Ebene unter etwa 24,1°.
Kleinster Abstand A von g:

70, 0 AF = 0
1\ /5+t—45
(=2)+( Zai=s )0
1/ \3+¢t-35
1 0,5+t
(<2)+(-6=2) o
1 -05+t¢t

05+t+12+4t—-05+t=0 = t=-2

/5 1 3
o (s)-= () (1)
3 1 1
Der Punkt F(3|4|1) auf g hat von A den kleinsten Abstand.

Spiegelgerade h:
Spiegelpunkt F':

3 1,5 6
0F’=0F+2-FA=<4>+2-<2>=<8> = F'(6/8]6)
1 2,5 6

6 1
h: £=0F'+r~r—@=<8>+r~<—2>; reRr
6 1

b) Begriindung:
FA L7v;, somit steht die Drehachse senkrecht auf dem Rotationsgebilde.
Dadurch entsteht eine Ebene E;.

|nEx1xz orvg|

NEx 1%y ||@|

11

G

sina = |

3
Wegen FA L7, istng, =k-FA = m=<4>

5
Nachweis der Koordinatengleichung:

3
ng; = (4
5

E: 3x1+4x2+5x3=d
E: 3:3+4:4+45-1=d = d=30 | Punktprobe mit F
E: 3x1 + 4x2 + 5x3 = 30 q-e-d-
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Punkte P und Q auf verschiedenen Seiten der Ebene:

Far P:
do = 3:18-49+51-30 _ -7
P = o¥16+25 50
Fiur Q:
dn = 3:(=2)+4'1+5:(-9)-30 _ =77
Qe Jo+16+25 T V50

Da beide Absténde das gleiche Vorzeichen haben, liegen P und Q auf
derselben Seite der Ebene E.

Losung B2.2

Klausuraufschrieb

Einfachste Losung:

Wir wahlen ein kartesisches Koordinatensystem
mit dem Punkt M im Ursprung. Die Gerade durch C
und D hat die Gleichung g(x) = x — 1. Die Gerade
durch P und Q hat die Gleichung h(x) = %x —%.
Punkt S Uber g(x) n h(x):

x— %x -1 +% =0

2 1 5
-x—-=0 = x==
5 4 8
g(3)=-3 ¢
8 8 iwered by GEOGEBRA.Org

Koordinaten von S sind S(§| —%)
Berechnung der Strecke SD:

— 5\2 3\2 3\2 3
= (1-5) + () = () =52
Berechnung der Strecke CD:
CD=V12+12 =42

Damit ist die Strecke CS = 2\/7

s _sV?
SD g.ﬁ
Der Punkt S teilt die Strecke CD im Verhéltnis 5:3.

Vektorielle Lésung:
ABCD ist ein Quadrat mit Mittelpunkt in M. Die A
beiden Vektoren d@=MC und b=MD sind linear
unabhangig. FUr die Punkte P und Q gilt nach
Vorgabe:

MP=32MC=3.3
— ot Y 3
MG=>-MD=2-b

4 4

=l

Wir betrachten den geschlossenen Vektorzug, der
tiber den Schnittpunkt S der Strecken €D und PQ
fuhrt, z. B. PC + CS + SP = 4.

.

wwared by GEDGEI&A.oro
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Dabei g||t
PC=MC-MP=d-:
CS=r-CD=r-(-d+bh)
§=S'Q—P)=S'(—%'B+%C_i)

Eingesetzt in die obige Gleichung liefert:
sd+r-(-d+b)+s-(-2-b+3d)=0
G—r+%-s)-&+(r—%-s)-5=5

Wegen der linearen Unabhdngigkeit von d und b muss gelten:

I) 2-r+i.5=0
4 5 4 4
IT) r—;s=0 = s=c-r eingesetzt in I)
1 3 4
Z-T+z'g'r—0
8 1 5
—_—r = - - 1 = -
20 4 8

Dem Ergebnis entnimmt man:

Die Strecke CD = % ist also in €S =2 und SD = % Teile unterteilt.

@ |un

Das Verhéltnis % betragt 5:3.
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Aufgabe B1

Eine prismenférmige Truhe ist durch ihre Eckpunkte A(6]4]0),
B(618]0), C(—418|0), D(—4l4]0), P(6l4]4), Q(6l8|6), R(—4I8|6) und
S(—4]4]4) gegeben.
Das Viereck PQRS beschreibt den Deckel der Truhe.
a) Stellen Sie die Truhe in einem Koordinatensystem dar.
Berechnen Sie das Volumen der Truhe.
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene, in welcher der Deckel
der Truhe liegt.
(Teilergebnis: Epecrer: X2 — 2x3 = —4)

Gegeben ist eine Ebenenschar durch E;: x, —ax; =8—-6a; a € R.

b) Zeigen Sie, dass die Ebene, in der der Deckel liegt, und die Ebene, in der
die Rickwand BCRQ liegt, zur Ebenenschar gehdren.
Zeigen Sie, dass es eine Gerade gibt, die in allen Ebenen E, der Schar liegt.
Berechnen Sie den Schnittwinkel ¢ von E, und E,.
Welche andere Ebene E, schlieBt mit der Ebene E, ebenfalls den Winkel ¢
ein?

c) Der Deckel der Truhe ist um die Kante QR drehbar.
Durch Drehung des Deckels um 90° wird die Truhe gedffnet. In welcher
Ebene E, liegt der Deckel dann?
Der Punkt P geht bei dieser Drehung in den Punkt P* Uber.
Bestimmen Sie die Koordinaten von P*.

Aufgabe B2

Ein Gebaude hat als Grundflaiche das Rechteck ABCD mit A(4]0]0), B(4]6]0),
C(0]6]0) und als Dachflache das Viereck EFGH mit E(4|0|4), F(4|6]1), G(0]|6]5) und
H(0|0|8) (Koordinatenangaben in Meter).

a) Stellen Sie das Gebaude in einem Koordinatensystem dar.

Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene, in der die Dachflache
EFGH liegt.

Welchen Neigungswinkel besitzt die Dachflache?

Zeigen Sie, dass die Dachflache ein Parallelogramm ist.

Berechnen Sie den Inhalt der Dachflache.

(Zwischenergebnis: Epgcn: 2x1 + x5 + 2x3 = 16)

b) Im Innern des Gebaudes soll eine Lampe im Punkt L(d|d|d) angebracht
werden. Die Lampe soll von der Bodenflaiche und der Dachflache des
Gebdudes den gleichen Abstand haben.

Bestimmen Sie d.

c) Eine Person mit 1,7m Augenhdhe bewegt sich vom Punkt P(5|1]0) aus in
positiver x, —Richtung.

Wie weit muss sie mindestens gehen, damit sie die Ecke H sehen kann?
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L6ésung Bl

Lésungslogik

a) Truhe in Koordinatensystem:
Siehe nebenstehende Grafik.
Volumen der Truhe:
Die Truhe ist ein Prisma mit der
Grundfldche ABQP und der Héhe BC.
Koordinatengleichung der Ebene:
Wir bilden das Kreuzprodukt aus
PQ x PS und machen eine Punktprobe
mit P.

b) Nachweis der Ebenenschar:
Der Nachweis erfolgt Uber einen
Koeffizientenvergleich.
Nachweis der Schnittgeraden:
Wir bilden E; n E,,.
Schnittwinkel ¢: | N I ‘ b
Berechnung  Uber  die  Schnitt- Jo. .} LV
winkelgleichung zweier Vektoren ng, pu—va—mfwGEEOGE»M;?——}———}———fr———173———fr———v:———v:———f———a———a————
und ng,.
Zweite Ebene mit gleichem ¢:
Fir die andere Ebene gilt Schnittwinkel von ng’ und ng ist gleich
Schnittwinkel von ng’ und ng,.

c) Bestimmung der Koordinaten von P*:
Die Strecke QP ist gleich der Strecke QP*. Die Ebene durch P*, Q und S steht
senkrecht auf der Ebene PQRS. P* liegt auf der Geraden durch Q@ mit dem
Normalenvektor von Ep,gs als Richtungsvektor.

Klausuraufschrieb
a) Volumen der Truhe:

Virune = AABPQ -BC

Asspq =5 (|4P| + [BA)) - [4B]| BC = |BC|
|AP|=4; |BQ|=6; |4B|=4; |BC|=10
Virune =3 (4+6) - 4-10 = 200

Die Truhe hat ein Volumen von 200 VE.
Koordinatengleichung Ebene Ep.cier:

—, ., (% (~10 0 0
k- nEDeckel = PQ X PS = <4> X ( 0 > = <_20> = (_20) ) < 1 )
2 0 40 -2
0
nEDeckel = ( 12>

Epecker: X2 — 2x3 =
Epecker : 4—2-4=d = d=-4 | Punktprobe mit P
Epecker: X2 —2x3 = —4
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Nachweis der Ebenenschar:
E i xp—ax3 =8—6a

Epeckerr X2 —2x3 = —4
8—6a=—-4= a=2

Ey:r %y —2x3 = —4 = Epecker
ERﬁckwand:

Die Ebene ist parallel zur x,x;—Koordinatenebene im Abstand x, = 8.
ERickwana: X2 =8

8—6a=8 = a=0

Eo: x; = 8 = Epiickwand

Die Ebene des Deckels und die Ebene der Rickwand gehéren zur
Ebenenschar E,.

Nachweis der Schnittgerade:

Die Schnittgerade von E, und E, ist die Gerade durch Q und R (siehe Skizze)

6 1
mit der Gleichung gor: X = (8) +t (0); teR

6 0
gQR nEa
X1 =6+t x,=8; x3=6
E,: 8—6a=8-6a: | wahre Aussage

Die Gerade g,y ist Schnittgerade aller E,.
Schnittwinkel E, mit E,:

0 0
ng,=( 1) ng=|[1
-2 0
0\ /0
s
_ N/ o/l 1
T
1|1
-2/1\o
a=cos‘1(§\/§)=63,43°

Die Ebenen E, und E, schneiden sich unter etwa 63,4 °.
Zweite Ebene mit gleichem ¢:

L)

[z, nE,]|
2 0

|z |7l

cosQ =

_ |mEqnE,| _ l1+2a] _ 1
C"S‘”‘mrmfﬂ‘(g),(l) Ve =5 Vo
—-a -2
V1+a? =|1+ 2a| | 2
1+a?=4a*+4a+1

3a° +4a=0

a(B3a+4)=0= a; =0; a2=—§

Die Ebene E_. schlieBt mit E, denselben Winkel ein wie mit E,.
3

Bestimmung der Koordinaten von P*:
Ebene des Deckels bei Offnung der Truhe um 90 °.
M o Tig, = 0

0 0 )
<1>°<1>=1+2a=0=> a=-—:
—a -2

Der um 90 ° gedrehte Deckel liegt in der Ebene E .
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Koordinaten des Punktes P*:

6 0
6 -2

0
|QP| = (—4) =20
-2
|W = W—Wﬂ:\/ﬁ
6—6
<8+t—8> =tZ + 4t2 =+/20 2
6—2t—6
5t% =20
tp =12

Fir t; = 2 liegt der zugehdrige Punkt unterhalb von @, kommt als
Lésungspunkt nicht in Frage.

o= (i) (1)-(2)

Der Punkt P* hat die Koordinaten P*(6|6|10).

Losung B2
Lésungslogik
a) Gebdude in Koordinatensystem:
Siehe nebenstehende Grafik.
Koordinatengleichung Ebene Epg.p: IR I
Wir bestimmen den Normalenvektor = | |
der Ebene Uber das Kreuzprodukt der /i
Richtungsvektoren HE und HG und ~ 7
machen dann die Punktprobe mit H.
Neigungswinkel der Dachflache:
Berechnung Uber die Schnittwinkel-
gleichung mit n; und n, ..
Dachflache als Parallelogramm:

Nachweis Uber zwei gegenuber = ] Y i -
liegende, parallelen Seiten gleichel ——+7x Y= 7 -
Lange. S P$,;,,.1 P¥bsﬁ($2=
Inhalt der Dachfléche: B 25 W 7 N T
Flache des Parallelogramms Uber den 13:5//1‘# — . | B

Betrag des ungekiirzten  Feder s T
Kreuzproduktes der beiden

Seitenvektoren HE und HG.

b) Bestimmung der Koordinaten von L:
Die HNF von E mit der HNF der x,x,-Ebene gleichgesetzt fihrt zu den
Koordinaten des Punktes L.

c) Weg der Person, damit sie die Ecke H sieht:
Die Sichtgerade der Person muss die Gerade durch die Punkte E und F
schneiden. Die Wegstrecke ergibt sich dann aus der Differenz der
x,-Koordinaten von P und P*.
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Klausuraufschrieb
a) Koordinatengleichung Ebene Ep,qp:

Y 4 0 24 2 2
k'nEDach’=HEXHG=<o)x<6>=<12>=12-<1> =>—nEDach=<1)
—4 -3 24 2 2

Epacn: 2x1+ x5 +2x3=d

Epacn: 2:04+0+2-8=d;= d=16 | Punktprobe mit H
Epacn: 2x1 +x, +2x3 =16

Nachweis Parallelogramm der Dachfléche.

4
ﬁ:(o); HE| = V32

—4
P — 4 P —
GF=<0>; |GF| =+/32
—4
Wegen HE = GF A |HE| = |GF| ist das Viereck EFGH ein Parallelogramm.
Inhalt der Dachfléche:

2

2

4 0
(2)+()
—4 -3

Die Dachfldche betrédgt 36 m?.

b) Bestimmung der Koordinaten von L:

Abstand zur Dachflache:
|2d+d+2d—16] _ |5d—16|

h= Va+i+4 3

Abstand zur x;x,-Ebene:

h=d

Die beiden Abstande sollen gleich sein:
|5d—16| |5d—16|

d=222 =3

d1 = 8, dz =2

d, = 8 ist keine Lésung, da der Punkt L(8|8|8) auBerhalb des Gebaudes liegt.
Der Abstand der Lampe zum Boden und zum Dach betrdgt 2m. Die
Koordinaten sind L(2|2|2).

c) Weg der Person, damit sie die Ecke H sieht:
Die Sichtgerade muss die Dachkante EF schneiden, ab diesem Standpunkt
der Person kann er die Ecke H sehen.

4 0
JEF: f=<0)+r-<6>; reR
4 -3

Sichtgerade:

0 5
JHp*: 5c'=<0>+s-<1—a>; seR
8 -6,3

9er N gep~

(5 (29-0)-6)-()
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—5s=—-4 = s= :

—3r+6,3s =

—3r+6,3-§=4 = r=2

75
6r—s-(1—a)=0
26 4 4
E—E §a=> a—1,6

Die Person muss 1,6 m laufen, um die Ecke H zu sehen.
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Aufgabe B1

Die Ebene E enthalt die Punkte A(6]1]0), B(2]3]0) und P(3]0]2,5).

a) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung von E.
Stellen Sie die Ebene E in einem Koordinatensystem dar.
Unter welchem Winkel schneidet E die x;-Achse?
(Teilergebnis: E: x; + 2x, + 2x; = 8)

b) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABP gleichschenklig ist.
Das Viereck ABCD ist ein Rechteck mit Diagonalenschnittpunkt P.
Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte C und D.
Es gibt senkrechte Pyramiden mit Grundflache ABCD und Hbhe 12.
Berechnen Sie die Koordinaten der Spitzen dieser Pyramiden.

c) Welche Punkte der x;-Achse bilden jeweils mit A und B ein rechtwinkliges
Dreieck mit Hypothenuse AB?

d) Gegeben ist ein senkrechter Kegel mit Grundkreismittelpunkt M(0]0|0),
Grundkreisradius 4 und Spitze 5(0]0]12).
Untersuchen Sie, ob der Punkt R(2|2|3) innerhalb des Kegels liegt.

Aufgabe B2

In einem Koordinatensystem beschreibt die x;x, —Ebene die Meeresoberflache
(1 LE entspricht 1 m).

Zwei U-Boote U; und U, bewegen sich geradlinig mit jeweils konstanter
Geschwindigkeit. Die Position von U; zum Zeitpunkt t ist gegeben durch

140 60
= ( 105 >+ t- (—90) (t in Minuten seit Beginn der Beobachtung).
—-170 -30
U, befindet sich zu Beobachtungsbeginn im Punkt A(68|135| — 68) und erreicht
nach drei Minuten den Punkt B(—202|—405| — 248).
a) Wie weit bewegt sich U; in einer Minute?
Woran erkennen Sie, dass sich U; von der Meeresoberflache weg bewegt?
Welchen Winkel bildet die Route von U; mit der Meeresoberflache?
b) Berechnen Sie die Geschwindigkeit von U, in ——.

Begriinden Sie, dass sich die Position von U, zum Zeitpunkt t beschreiben
lasst durch

68 -90
==<135>-Ft'<—180>
—68 —-60

Zu welchem Zeitpunkt befinden sich beide U-Boote in gleicher Tiefe?

c) Welchen Abstand haben die beiden U-Boote zu Beobachtungsbeginn?

Aus Sicherheitsgriinden dtirfen sich die beiden U-Boote zu keinem Zeitpunkt
naher als 100 m kommen.
Wird dieser Sicherheitsabstand eingehalten?

d) Die Routen der beiden U-Boote werden von einem Satelliten ohne
Berlcksichtigung der Tiefe als Strecken aufgezeichnet. Diese beiden
Strecken schneiden sich.

Wie groB ist der Hohenunterschied der zwei Routen an dieser Stelle?
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Aufgabe 1

Lésungslogik

a) Wir erstellen die Koordinaten- )
gleichung durch Bildung des s
Normalenvektors Uber das o
Kreuzprodukt. Zum Einzeichnen der s
Ebene in das Koordinatensystem 5
stellen wir die Achsenabschnittsform ’ £y
her zum Ablesen der Spurpunkte. s
Schnittwinkelberechnung tUber Formel :
fir Schnittwinkel Gerade/Ebene. ———

b) Gleichschenkligkeit des Dreiecks ABP: 3
Zwei der Dreieckseiten mussen gleich s
lang sein.
Koordinaten von C und D: ] :
Ermittlung der Punkte ¢ und D Uber -
Vektoraddition.
Spitzen der Pyramide:
Die Spitzen der Pyramide errechnen sich Uber Vektoraddition und zwar aus
OP zuziiglich/abziiglich 12 mal dem Einheitsvektor des Normalenvektors der

Ebene, in der die Grundflache der Pyramide liegt, namlich %mE.
E

Poylered by GEOGEBRA.org ™

Cc) Punkte auf der x,-Achse, die zu A und B rechtwinklig sind.
Sei C(x,]10]0) der Punkt auf der x;—Achse, dann muss wegen Rechtwinkligkeit
bei ¢ das Skalarprodukt C4 o CB = 0 gelten.

d) Lage des Punktes R(2|2|3):
Alternative 1: Vektorielle L6sung.
Wir stellen die Geradengleichung durch S und
R auf und ermitteln deren Spurpunkt N der
x,x,-Ebene. Ist der Betrag des Vektors ON
kleiner als 4, liegt der Punkt innerhalb,
ansonsten auBerhalb des Kegels.
Alternative 2: Verwendung des 2.
Strahlensatzes
Nebenstehende Abbildungen zeigen den
Schnitt durch den Kegel sowie eine Draufsicht
auf den Kegel. A
Wir bestimmen den Radius r’' des Kreises fUr  rowerabyseocesracn
x3 =3 Uber den zweiten Strahlensatz und

prifen dann, ob |m5| <71’ ist.

Seite 56 @ by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir 5chule und Studium

—www_fitsin-mathe-online.de \ <7
Dr.-Ing. Me\molf Maller [ webmaster@f't |r|,rm athe-online.de B



Wahiteilaufgaben =\

<7 {

zur analytischen Geometrie®
> y S > Losungen
Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2012 BW
Klausuraufschrieb
a) Koordinatenform der Ebene:
Aufpunkt von g ist identisch mit Punkt ¢ des Dreiecks.

L —4 -3 5 1 1
k-ﬁ=AB><AP=<2)x(—l):(m):s-(z) . n—E>=(2>
0 2,5 10 2 2

6 1
E: | X— (1) ° (2) =0 | Normalenform von E
0 2
E: xq +2x,+2x3 =8 | Koordinatenform von E
E: % + % + % =1 |  Achsenabschnittsform von E

Sx,(8]0]0);  S,,(0[4]0); S, (010]4)

Far alle, die sich mit dem Kreuzprodukt nicht anfreunden kénnen!!!
Die allgemeine Gleichung einer Ebene in Koordinatenform lautet:
ax; +bx, +cx3=d

Wir machen mit den drei Punkten die Punktprobe und erhalten:

I) 6a+b=d A1 ~eF U TR
II) 2a+3b=d 1
1
1

III) 3a+25c=d

=<d; b=5d; c=1d
Der Parameter d ist nun frei
wahlbar und wir wahlen d = 8.
Die Ebenengleichung lautet somit:
E: x1+2x,+2x3=8
Schnittwinkel der Ebene mit der x,-Achse:

LA BT
L I Y
ra e =D
Ll e R v
|~ | m|~

= 3
= = @

1
Die x;-Achse hat den Richtungsvektor v = (0

0
1 1
(1)
2/ \o/l _ 1 _ 1
"Rl
2110
2 0
a = sin~1 (g) ~ 19,47 °

Die Ebene schneidet die x,-Achse unter einem Winkel von ca. 19,5°.
b) Gleichschenkligkeit des Dreiecks ABP:

—4
|4B| = (2) = (—4)2+22+ 02 =20
0

) und es gilt:

—
[ngerv| _

Si(@) = o]

-3
|4P| = (—1) =(-3)2 + (-1)% + 2,52 = /16,25
2,5

1

[BP| = <_3> = J12+ (—3)2 + 2,52 = /16,25

2,5

Wegen |AP| = |BP| A |AP| # |AB| ist das Dreieck ABP gleichschenklig.
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Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2012 BW
Koordinaten von C und D des Vierecks ABCD:
Wegen AP = PC gilt:

OC=0P+AP=<O )+<—1)=(—1)
2,5 2,5 5

Wegen BP = PD gilt:

/3 1 4
0D=0P+BP=<O)+(—3)=(—3)
25/ \25 5

Die Koordinaten sind C(0|—1|5) und D(4]|-3]5).

Spitzen der Pyramiden (ber ABCD mit einer Héhe von 12 LE.

Die Spitzen sind jeweils 12 LE vom Punkt P in Richtung des Einheitsvektors
des Normalenvektors der Ebene entfernt.

3 1 7
05, = 0B + 2. a;=<o)+§-<z)=( 6 )
g 2,5 2 10,5
—_— —_ 12 — 3 12 1 _1
052=0P_ﬁ'nE= O _ " 2 = _8
E 2,5 2 —-55

Die beiden Spitzen haben die Koordinaten S;(7]8]10,5) und S,(—1]—8| — 5,5).
Cc) Punkte auf der x,-Achse, die zu A und B rechtwinklig sind.

Der Punkt auf der x;-Achse sei C(x;|0/0). Dann gilt wegen Rechtwinkligkeit:

CA°CB=0

6 —x; 2—-x
(7))
0 0
6-—x1) - 2-x)+3=0
—8x;+15=0 = X, =5 x,=3
Die Punkte C(5|0|0) und C*(3|0|0) auf der x,-Achse bilden mit der
Hypothenuse AB ein rechtwinkliges Dreieck.
d) Lage des Punktes R(2]2]3):
Alternative 1: Vektorielle Lésung (umstandlich)
Geradengleichung durch S und R:

. . 0 2
g:£=05+t-SR=<0>+t-<2>
12 -9

Spurpunkt N der Geraden g mit der x,x,—Ebene:
Flr N als Spurpunkt gilt x; = 0.

12-9t=0 = t=3

. 0 . 2
0N=<0>+§'<2>=
12 -9

[ON| =2-V2 <4

Wegen |ON| < r liegt der Punkt P innerhalb des Kegels.
Alternative 2: 2. Strahlensatz (einfachste Lésung)

Nach dem 2. Strahlensatz gilt (siehe Grafik in Klausuraufschrieb):

! ! !
v _cMm cM
—==; r'=r- —_—4——3
r M cM

w

QO Wl w]|o
Il
w |
-~
O R =
v
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Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2012 BW
Lange der Strecke M'R
M'R=+22+22=48<3
Wegen M'R < r' liegt der Punkt P innerhalb des Kegels.

Aufgabe 2

Lésungslogik

GTR-Einstellungen: W LD
amin= -4

Y1=,/(72 + 30X)2 + (=30 + 90X)2 + (—102 + 30X)?2 bt S =55

secl=1
Ymin=12A
Ymax=14H
Ve l=2
Lrres=3

a) Der Richtungsvektor von U; beschreibt die Bewegung pro Minute, da t in
Minuten gegeben ist. Strecke in einer Minute somit |7v].
Die x;—-Koordinate des Richtungsvektors von U; ist negativ, also befindet
sich das U-Boot auf Tauchfahrt.
Winkelberechnung Uber Formel fur Schnittwinkel Gerade/Ebene.

b) U, bendtigt 3 min um von A nach B zu kommen, also ist die Geschwindigkeit
§~ |Z§|.
Bewegungsgerade von U, Uber die Zweipunkteform aufstellen.
Die Tiefe der U-Boote wird durch die x;-Koordinate bestimmt, also
Gleichsetzung von X3y, und X3y, -

c) Abstand der U-Boote zu Beobachtungsbeginn entspricht der Strecke
zwischen den beiden Aufpunkten der Bewegungsgeraden von U; und U,. Die
kleinste Entfernung ergibt sich lber die Abstandsfunktion zweier Punkte auf
je einer Bewegungsgeraden. Das Minimum des Graphen der Funktion
bestimmt die Lésung (per GTR).

d) Der Satellit kann nur die Erdoberflaiche beobachten. Der gesuchte
Schnittpunkt ist dadurch der Schnittpunkt der beiden U-Bootgeraden ohne
Bericksichtigung der x;-Ebene. Dann werden flir den gefundenen
Parameter t die x;—Koordinaten (Tiefen) von U; und U, ermittelt und die
Differenz gebildet.

Klausuraufschrieb
a) Bewegung des U-Bootes U;:

—-60
(—90) = \/(—60)2 +(—90)2(—30)? = V12600 = 112,25
-30

U, legt in einer Minute ca. 112 m zurlck.

Bewegungsrichtung von U, :

Die x;—Koordinate des Richtungsvektors von U, ist negativ.
U, befindet sich auf Tauchfahrt.
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Winkel zwischen Bewegungsgeraden und Meeresoberfldche:

0
Normalenvektor der x,x,-Ebene (Meeresoberflache) ist n; = (0)

e 1

[ngerv| 30

Sin(@) = frr <8)’<:28) - iz
20 1 -30
— oin—1 ~ o
a =sin (\/T-\/W) ~ 15,5
Die Route von U, bildet mit der Meeresoberflache einen Winkel von ca.
15,5°.

b) Geschwindigkeit von U,:
. —202 — 68

s=|AB| = ‘(—405 — 135)
—248 + 68

17=—=—~— E——

3  min min
U, bewegt sich mit einer Geschwindigkeit von 210 m pro Minute.

Bewegungsgerade von U,:

., __ (68 -90
gu, X=0A+; AB = (135) +t- (—180) q.e.d
—68 —60

Zeitpunkt gleicher Tiefe von U, und U,:

X3y1 = X3y,

—-170—-30t=-68—-60t = t=34

3,4 min nach Beobachtungsbeginn sind die beiden U-Boote in gleicher Tiefe.
c) Abstand der U-Boote bei Beobachtungsbeginn:

Aufpunkt : P(140[105| — 170)

140 — 68
( 105 — 135 )
—1700 + 68

Zu Beobachtungsbeginn sind die U-Boote ca. 128 m voneinander entfernt.
Kleinste Entfernung der beiden U-Boote.
Die Abstandsfunktion lautet:

- 68 —90 140 —60
d= /(x—u;—x_u{) = 135 |+¢t-(—-180 )= 105 |+¢-[-90

—68 —60 -170 -30

2
-72 -30
= 30 |+t-{—90
102 -30

d(t) = J(72 + 30t)% + (=30 4+ 90t)? + (—102 + 30t)?

GTR . GIR TEBREREEE Ye123.20272
Ad()min * 1232 fart * 0,363.
Der kleinste Abstand betrdgt 123,2m. Wegen 123,2>100 wird der
Sicherheitsabstand der beiden U-Boote voneinander eingehalten.

= /(=270)% + (=540)2 + (—180)2 = 630

= |PA| = = /722 + (=30)2 + (-=72)% = 128,41
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Hoéhenunterschied der U-Bootrouten bei Satellitenbeobachtung.
Ju, N gy, ohne Berlcksichtigung von x;:

-90 —-60 140 68 72 Ff”[ a5 &3 72 1
(o) ()= ()-(3)- () Tl g8 3
Das LGS ist eindeutig I6sbar mit t = % und s = % Fef T TETS -
X3y, = =170+ 2 (=30) = —344 ; ? gl
X3,, = —68 + =2+ (—60) = —252 oL

Der Héhenunterschied betrdagt 92 m.
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Aufgabe B1

Ein Wurfel besitzt die Eckpunkte 0(0]0]0), P(6]0]0) und R(0]0]6).

Gegeben ist auBerdem die Ebene E: 3x, + x; = 8.

a) Stellen Sie den Wirfel und die Ebene E in einem Koordinaten-
system dar. Berechnen Sie den Winkel, den die Ebene E mit der
x1x,-Ebene einschlieBt. Bestimmen Sie den Abstand von E zur
x;—Achse.

b) Die Ebene E gehort zu einer Ebenenschar. Diese Schar ist gegeben durch
E : 3x, +x3=a; a €R.

Welche Lage haben die Ebenen der Schar zueinander?

Far welchen Wert von a hat der Punkt S(6|6|6) den Abstand 10 von der
Ebene E,?

Fir welche Werte von a hat die Ebene E, gemeinsame Punkte mit dem
Wirfel?

Aufgabe B2

In einem wiurfelférmigen Ausstellungsraum mit der Kantenldnge 8 Meter ist ein
dreieckiges Segeltuch aufgespannt. Es ist im Punkt F sowie in den Kantenmitten
M; und M, befestigt (siehe Abbildung).

Es wird angenommen, dass das Segeltuch nicht durchhangt.

In einem Koordinatensystem stellen die Punkte A(8|0|0), €(0]8]0) und H(0|0|8) die

entsprechenden Ecken des Raumes dar.

a) Bestimmen Sie eine Koordinaten- H
gleichung der Ebene S, in der das
Segeltuch liegt. Zeigen Sie, dass das
Segeltuch die Form eines
gleichschenkligen Dreiecks hat. !
Berechnen Sie den Inhalt des E L
Segeltuchs. /
(Teilergebnis: i
S: 2x; — xp + 2x3 = 24) /
Welchen Abstand hat das Segeltuch M,
von der Ecke E? .

b) Auf der Diagonalen AC steht eine 6 .’
Meter hohe Stange senkrecht auf dem ’
Boden. Das obere Ende der Stange d
berihrt das Segeltuch. A B
In welchem Punkt befindet sich das
untere Ende der Stange?

-
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Losung Bl
Lésungslogik
a) Zum Einzeichnen der Ebene bilden wir @

b)

die Achsenabschnittsform, um die
Spurpunkte abzulesen. Die Ebene hat
keine x;—-Koordinate, somit verlauft
sie parallel zur x;-Achse.
Schnittwinkelberechnung Uber die
Schnittwinkelbestimmung zweier
Vektoren, hier ny und n, ..

Zur Abstandsberechnung der Ebene
mit der x,;—-Achse bestimmen wir den
Abstand vom Ursprung zur Ebene
Uber die HNF.

Die Ebenen liegen parallel zuein-
ander, da alle E, denselben
Normalenvektor besitzen. !
Wir bestimmen a Uber den Abstand gwepdd by GEOGERRM.org

von S zu E, Uber die HNF.

Die Ebenen E, haben solange gemeinsame Punkte mit dem Wdrfel, solange
E, den Wurfel schneidet. Aus der Grafik ist ersichtlich, dass dies ab dem a
gilt, fir welches die Ebene E, den Punkt 0 enthalt, bis zu dem a, flir welches
die Ebene E, den Punkt S enthalt. Beide a ermitteln wir durch Punktproben
von 0 und S mit E,.

Klausuraufschrieb

a)

Spurpunkte zum Einzeichnen der Ebene E:
X X 8

ER+Z=1= 5, (0f0); sy(0l0l8)
3

E hat keinen Spurpunkt mit der x;-Achse, E verlauft parallel zur x,-Achse.
Schnittwinkel von E mit x,x,-Ebene:

O
B0
Gle) ™

a = cos 1(1 m)—7157°

E schneidet die x;x,-Ebene unter einem Winkel von etwa 71,6 °.
Abstand von E zur x,-Achse:
Entspricht dem Abstand von z.B. 0(0]0]0) zu E.

3-040-8] _ |-8] _
d = 13008l _ \/
V32412 10

E hat zur xl—Achse einen Abstand von %\/ﬁ LE.

cosa = @onxlxll =
|nE|'|nx1x1|

=1
= V10
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0

b) Der Normalenvektor aller E, ist ng, = (3) Damit sind die Ebenen der

1
Ebenenschar zueinander parallel.

a fiir Abstand v10 von $(6|66):

3-6+6—al _ |24—al
d =10 =/ =
V32+12 V10

24 —a|=10= a; =14; a, =34

Der Punkt S(6|6|6) hat von E,, und von E,, den Abstand /10.

a fir gemeinsame Punkte mit dem Wiirfel.

Gemeinsame Punkte liegen vor, wenn die Ebene den Wirfel schneidet. Die
Grenze auf der linken Seite des Wirfels ist die Ebene E,, in der der
Ursprung 0O liegt. Die Grenze auf der rechten Seite des Wiirfels ist die Ebene
E,, die den Punkt S enthalt.

Die Ebene E, enthalt den Ursprung.

Die Ebene E,, enthalt den Punkt S.

Flir 0 < a < 24 hat die Ebene E, gemeinsame Punkte mit dem Wiirfel.

Losung B2

Lésungslogik H G

a)

b)

Wir bestimmen zunachst die Koordinaten
der Punkte E, F, M; und M,.
Normalenvektor ng; = FM; x FM, und daraus
die Koordinatengleichung der Ebene mit
dem Aufpunkt F.

Zwei Seiten des Dreiecks FM;M, miuissen
gleich lang sein.

Flache des Segeltuchs Uber den halben
Betrag des ungekirzten Kreuzproduktes

aus FM; und FM,. 2% B{p,Ip,10)
Abstand von E zu S Uber die HNF. oWeared by GEOGEBRA ora

Wir bestimmen die Koordinaten von P auf der Geraden durch A und C Uber
eine Punktprobe. Wir bestimmen die Koordinaten von P* (ber eine
Punktprobe mit S.

Es ergibt sich ein lineares Gleichungssystem von zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten (p; und p,), Uber das p; und p, bestimmt werden kénnen.

Klausuraufschrieb

a)

Koordinaten der Punkte E, F, M, und M,.
E(8[0|8); F(8[8|8); M;(8]0]4); M,(4]0|8)
Ebene S:

0 —4 —32 2
k-mg=FM, x FM, = (—8>x<—8>=< 16 ) = (—16)-(—1)
—4 0 —32 2
2
()
2
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8 2
S: <5c’ - (8)) ° (—1) =0 | Normalenform von S
8 2

S 2x; —x, + 2x3 = 24 | Koordinatenform von S
Form des Segeltuchs:

0
|FM;| = (—8) =/(—8)2 + (—4)2 = V80
—4
—4
|FM;| = (—8) =J(=4)? + (—-8)2 = V80
0
-4
i - |0 )| - e - v
4

Wegen |FM,| = |[FM,| # |M M,| ist das Dreieck FM;M, gleichschenklig.

Fldche des Segeltuchs:
32
( 16 ) =29 =24
32

Das Segeltuch hat eine Fldche von 24 m2.

Abstand des Segeltuchs von E:
d= |2:8-0+2-8—24| _ 8]

Vo T3

Der Abstand des Segeltuchs vom Punkt E betréigtg m.
FuBpunkt der Stange:

Gerade g durch Aund C:

8 -8
g:f=ﬁ+s-ﬁ=(0>+s-(8); seR
0 0
Peg:
P1 8 1
<p2>=<0>+s~<—1>; seR
0 0 0
(1) p1=8+s
(2) P2=—S= S=—pP;

Arych =3 |FM1 XFM2|

s— (1) [l y
(1) pr=8—-p,= p;+p, =8 [2 .
P es: Fref i [C]3 —
(2')  2p—p,+12=124 re [ g B

2p; —py = 12 E
(1) p1+p,=38 a1 3z

Das LGS ist eindeutig l6sbar flr p, == und Py = f

Das untere Ende der 6 m hohen Stange befindet 5|ch im Punkt P(?|§| 0).
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Aufgabe B1

Gegeben sind die Punkte A(5]-5]0), B(5]5]0), €(-=5]5]0) und D(-5|-5]0).

Das Quadrat ABCD ist die Grundflache einer Pyramide mit der Spitze

5(0]0]12).

a) Die Seitenflache BCS liegt in der Ebene E.

Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung von E.

Berechnen Sie den Winkel, der von der Seitenflache BCS und der
Grundflache der Pyramide eingeschlossen wird.

Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks BCS.

b) Betrachtet werden nun Quader, die jeweils vier Eckpunkte auf den
Pyramidenkanten und vier Eckpunkte in der Grundflache der Pyramide
haben. Einer dieser Quader hat den Eckpunkt Q(2,5/2,5/0).

Berechnen Sie sein Volumen.
Bei einem anderen Quader handelt es sich um einen Wrfel.
Welche Koordinaten hat dessen Eckpunkt auf der Kante BS?

Aufgabe B2

An einer rechteckigen Platte mit den Eckpunkten A(10|6|0), B(0]6]0), €(0]|0|3) und

D(10]0|3) ist im Punkt F(5|6]0) ein 2 m langer Stab befestigt, der in x;-Richtung

zeigt.

Eine punktférmige Lichtquelle befindet sich im Punkt L(8[10|2),

(Koordinatenangaben in m).

a) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E, in der die Platte
liegt. Stellen Sie die Platte, den Stab und die Lichtquelle in einem
Koordinatensystem dar. Berechnen Sie den Winkel zwischen dem Stab und
der Platte.

(Teilergebnis: E: x, + 2x3 = 6)

b) Der Stab wirft einen Schatten auf die Platte.

Bestimmen Sie den Schattenpunkt des oberen Ende des Stabes.
Begrinden Sie, dass der Schatten vollstandig auf der Platte liegt.

c) Die Lichtquelle bewegt sich von L aus auf einer zur x,x,—Ebene parallelen
Kreisbahn, deren Mittelpunkt das obere Ende des Stabes ist. Dabei kollidiert
die Lichtquelle mit der Platte.

Berechnen Sie die Koordinaten der beiden mdglichen Kollisionspunkte.
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L6ésung Bl
Lésungslogik
a) Aus der Zeichnung ist ersichtlich, ‘
dass es sich um eine Pyramide .1 5(0]0]12)
mit quadratischer Grundflache
handelt.

Koordinatengleichung BCS Uber
das Kreuzprodukt von BC mit BS
ergibt Normalenvektor und
dieser zusammen mit dem Punkt
B die Normalengleichung bzw.
Koordinatengleichung der Ebene.
Schnittwinkelberechnung Uber
die Schnittwinkelbestimmung
der Normalenvektoren, hier ng
und n, .

Flache des Dreiecks entspricht
der Halfte des ungeklrzten il
Betrages des Kreuzproduktes ..o ceocfiion
von BC mit BS.

b) Da die Pyramide eine quadratische Grundflache hat, muss auch der Quader
mit dem einen Eckpunkt Q(2,5|2,5|0) eine quadratische Grundflache haben.
Die Kantenlange dieser Grundflache ist somit 5LE. FUr die Hbhe des
Quaders bendtigen wir den Betrag des Vektors |Q_I€| (siehe Zeichnung).

T~ Qb4

2
A(5|—5l0) 7 B B(5]5]0)
4

0
Hierzu schneiden wir die Gerade durch Q@ mit dem Richtungsvektor 7, = (0)

1
mit der Geraden durch B und S.

Fir den Wirfel muss die Kantenldange a der Grundflache (des Wirfels) mit
dem Betrag des Vektors |QR|=a Ubereinstimmen. Punkt @ hat dann die

Koordinaten Q*(%%O). Wir schneiden die Gerade durch Q* mit dem
0

Richtungsvektor 77 =a-| 0| mit der Geraden durch B und S und erhalten

1
dadurch a. Die Koordinaten des Punktes sind dann R* (% % a).
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Klausuraufschrieb

a)

b)

Koordinatengleichung der Ebene BCS:

—10 -5 0 0 0
k-ﬁE:Eﬁxﬁ=< 0 >x<—5>=(120>=10-<12>=> n—E’=<12>
0 12 50 5 5
5 0
. (5) 0(12)=o
0 5

E: 12x2 + SX3 =60
Schnittwinkel von E mit x,x,-Ebene:

0 0
ng =112 Nyx, = | 0
5 1
0\ /0
—
_ el N\s/)\4/l _ Isl _ s

cosa = — = = ==
7B [y s | (0) (0) V169 13

12 ||-|{ O
1

5
a=cos ! (%) =67,38°
E schneidet die x,x,-Ebene unter einem Winkel von etwa 67,4 °.
Fldcheninhalt Dreieck BCS:
0
(120)
50

Das Dreieck BCS hat einen Fldcheninhalt von 65 FE.

Die Pyramide hat eine quadratische Grundflache, also muss auch der
einbeschriebene Quader eine quadratische Grundflache haben. Wegen
Q(2,512,5|0) ist die Kantenldange des Quaders 5LE . Die Hohe des Quaders
entspricht der x;—Koordinate des Schnittpunktes der Geraden durch B und S
mit der senkrechten Gerade durch Q.

SN
st ()-5)-

Apcs =0,5-|[BCxBS|=0,5- =65

G0H0e

12r—s=0= s=6

2,5 0\ /25
- (25) (o) (25)
~\o 1 6
|QR| =6

VQuader == 5 . 5 . 6 - 150
Der Quader hat ein Volumen von 150 VE.
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Eckpunkt des Wiirfels auf der Kante BS:

aja

o EJo): nefo

a
. 0 2 0
gQR:J_C)=0Q+a- Ol=1&]|+a-{0
1 2 1

0

9ss N Jor

onlan|Q

@-6()

S5r=2%_5= r=1-2
2 10

12r—a =0

12(1-2)-a=

12—-12a—a=0
12=22a= a=%
Die Koordinaten des Eckpunktes des Wiirfels auf der Kante BS lauten
R (2 | 30 | @)
11 11" 11

Losung B2

Lésungslogik

a)

b)

Wir bestimmen den Normalenvektor
der Ebene Uber das Kreuzprodukt der T3
beiden Richtungsvektoren 4B und 4D. ) . |
Uber den Aufpunkt A4 und dem c(ojala),
Normalenvektor stellen wir die .
Koordinatengleichung der Ebene auf. 2fz|2Y
Zeichnung siehe Grafik rechts. 2
Der Winkel zwischen Stab und Platte
ist der Schnittwinkel der Geraden

12)

0
durch F mit dem Richtungsvektor (0)
1

A(10]6]0)

und der Ebene E.

Schatten des Stabes:

Wir missen den Schnittpunkt der Geraden durch L und die Mastspitze mit
der Ebene E ermitteln und erhalten dadurch die Koordinaten des
Schattenpunktes des oberen Ende des Stabes.

Liegt dieser Schattenpunkt innerhalb der Platte und der FuBpunkt des
Stabes ebenfalls, liegt der Schatten des Stabes vollstandig auf der Platte.
Zum schnellen Nachweis bendtigen wir hier allerdings die
Parametergleichung der Ebene E.
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Der Radius der Kreisbahn entspricht der Lange zwischen dem Punkt L und

der Stabspitze.

Es mulssen Punkte auf der Platte existieren (in der Grafik mit P und Q

bezeichnet), deren Lange zwischen der Stabspitze und den Punkten P bzw.

Q dem Radius der Kreisbahn entsprechen.

Klausuraufschrieb

a)

b)

. /-10 0 0 0
k-ﬁ=AB><AD=< 0 >x<—6>=<30>=30-(1>
0 3 60 2
0
=1
2

E:6+2:-0=d = d=6 | Punktprobe mit A
E: x, +2x3=6 | Koordinatenform von E
Winkel zwischen dem Stab und der Platte:

PETrg] 0 0
sin(a)=TimltﬁE= 1 Undﬁg): 0].

|nE|'|Tvg 2 1
0 0
L))
2 1
0 0
)
2 1

a = sin 1(\/§)—6344°

Der Winkel zwischen dem Stab und der Platte betrdgt ungeféhr 63,4°.
Koordinaten des Schattenpunktes des oberen Ende des Stabes:

Der Stab ist 2 m lang. Koordinaten der Stabspitze: F'(5|6|2)

Gerade durch L und F':

g: 2=0L+r-LF

8 -3
g:Xx=[10)+r-| -4
2 0

gnE

X, =8=3r; x, =10—4r; x3=2
X1,%2,%3 — E
10—4r+2-2=6

4r=8= r=2

() ()0

Der Schattenpunkt hat die Koordinaten S(2|2|2).

2

-V

sin(a) =
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Nachweis, dass der Schattenpunkt auf der Platte liegt:
Parametergleichung von E:

10 -10 0
5= (o) es (70 )oe (o)
0 0 3

Punktprobe mit S:

()-(c)e () e ()
(9 (G-

—10s=-8= s5=10,8
—6t=—4= t=1

Wegen 0 < s;t < 1 liegt der Schattenpunkt der Stabspitze auf der Platte.
Punktprobe mit F:

()-(c) e () ()
(5)r()-()

—10s=-5= s=0,5

—-6t=0= t=0

Wegen 0 <s <1 A t =0 liegt der FuBpunkt des Stabes auf der Plattenkante.
Somit liegt der Schatten des Stabes vollstédndig auf der Platte.

Radius der Kreisbahn:

r=|LF|=V9+16=5

Die gesuchten Punkte seien P(p,|p,|12) und Q(q419212).

Dann gilt: [PF'| =/(5—p)?+ (6 —p,)* =5

P ist Punkt der Ebene, somit:

p,+2:-2=6= p,=2

— |PF|
VE-p)?+(6-22=J5E-p)2+16=5 | 12
(5-p)?+16=25
G-p)?=9 | v
|5—p1l =3

5-p1=3= p, =2

5-pr=-3= p;,=8

Wegen der entstandenen quadratischen Gleichung ist p;, = q;.

(Wer das nicht glaubt, kann denselben Rechenweg nochmals mit Q(q:19212)
nachrechnen).

Die beiden Punkte haben die Koordinaten P(2|2|2) und Q(8|2]2).
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Uber einer Terrasse ist als Sonnenschutz eine Markise an einer
Hauswand befestigt. In einem Koordinatensystem stellen die Punkte
P(0]0]0), Q(5]/0]0), S(0|4]0) die Eckpunkte der Terrasse dar. Die Markise

wird durch das Rechteck mit den Eckpunkten A(0]0|4), B(5/0|4),
C€(513,912,7), D(0|3,9]2,7) beschrieben (alle Koordinatenangaben in

Meter).
Die Lage der Hauswand wird durch die
x1x3-Ebene beschrieben.

a)

b)

)

R

Bestimmen Sie eine Koordinaten-
gleichung der Ebene, welche die Lage
der Markise beschreibt.

Berechnen Sie den Winkel zwischen
Markise und Hauswand.

In der Mitte zwischen Q und R steht eine ‘ | | ‘ | | |
30 cm hohe Stablampe. Am Markisen- — — :c@
rand CD wird ein senkrecht nach unten | P ‘ ‘ | = |
hangender Regenschutz angebracht, der | B
genau bis auf die Terrasse reicht. Bei .| /. .. T - B
starkem Wind schwingt er frei um CD. Y mm— —
Kann der Regenschutz dabei die Stab- 7w22}byséosgwim ‘
lampe berihren?

Welchen Abstand von der Hauswand darf die Stablampe auf der Terrasse
hoéchstens haben, damit dies nicht passiert.

Die Sonne scheint und der Regenschutz wird entfernt. Die Richtung der
1

Sonnenstrahlen wird durch den Vektor v = (—1) beschrieben.

-3
Begrinden Sie ohne Rechnung, dass die Terrasse nicht vollstandig
beschattet wird.
Die Markise kann ein- und ausgefahren werden. Dabei bewegen sich die
duBeren Eckpunkte der Markise ldngs der Geraden BC und AD. Die Markise
wird nun so weit eingefahren, dass der Terrassenrand zwischen Q und R
genau zur Halfte im Schatten liegt.
Bestimmen Sie die neuen Koordinaten der auBeren Eckpunkte der Markise.
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Aufgabe B2

Gegeben sind die Ebene E: 3x; + 6x, + 4x; = 16 und eine Geradenschar durch

5 a
da: 5c’=(1>+t~<1>; a € R.
1 0

a) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Gerade g, mit der Ebene E.
Welche Gerade der Schar ist orthogonal zu g,?

b) Berechnen Sie den Schnittwinkel von g, und E.
Fur welche Werte von a mit —10 < a < 10 hat der Schnittwinkel von g, und E
die Weite 10 °?

c) Begrinden Sie, dass alle Geraden g, in der Ebene F: x; =1 liegen.
Es gibt eine Gerade h, die durch den Punkt P(5|1|1) geht und in F liegt, aber
nicht zur Schar gehort.
Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden h.
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Aufgabe B1

Lésungslogik

a)

b)

Koordinatengleichung der Ebene E:

Wir bestimmen den Normalenvektor der Ebene Uber das Kreuzprodukt der
Vektoren z.B. 4B und AD. Zusammen mit dem Punkt 4 ergibt sich die
Koordinatengleichung der Ebene E.

Winkel zwischen Markise und Hauswand':

Berechnung Uber den Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen. Der
Normalenvektor von E ist bereits errechnet, der Normalenvektor der

0
x1x3-Ebene ist 71 = (1)
0
Bertihrung der Lampe:
Wir  bestimmen  zunachst die
Koordinaten des oberen Lampen-
punktes L.
Der Punkt C liegt auf 2,7m Hdbhe.
Damit ist der Regenschutz 2,7m
lang. Er berihrt dann die Lampe,
wenn der Betrag des Vektors CL
kleiner als 2,7 ist.
Héchstabstand Lampe:

Der Abstand der Lampe von der —= 1+ —As 7 + T~ =
Hauswand wird durch die x,- | [ ° o ! -

Koordinate [, der Lampe bestimmt. ;
Der Hoéchstabstand ergibt sich durch | }/ oA S I i
Gleichsetzung der Betrdge der & e v
Vektoren CR und CL, wobel die &, . ool
Koordinaten der Lampenspitze

L(5]1,10,3) sind.

Begriindung, dass Terrasse nicht vollstdndig beschattet wird:

Siehe Klausuraufschrieb.
Koordinaten der duBeren Eckpunkte der Markise nach Einfahren derselben:
Der Mittelpunkt des Terrassenrandes |

hat die Koordinaten M, (5/2]0). Einer
der Sonnenstrahlen muss damit dort
auftreffen. Die Markise muss soweit
zuruckgefahren werden, dass der
Schnittpunkt S der Markisenebene E
mit einer Geraden durch den Punkt
Mqyr mit Richtungsvektor des
Einfallvektors der Sonnenstrahlen
auf die zurickgefahrene
Markisenkante C*D* zu liegen
kommt. Hieraus lassen sich dann die
Koordinaten der Markiseneckpunkte
bestimmen.

Sonnenstrahlen

\IQRC [z[ug R |

___________________________________

? ﬂ:]_ Powered by GEOGEBRA org
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Klausuraufschrieb
a) Koordinatengleichung der Ebene E:

/5 0 0 0 0
k-ng=ABxAD=|0|x( 39 |=(65)=65-[1]= m=(1
o/ \-13 19,5 3 3

E: x;+3x3=d | Punktprobe mit A(0]0]4)
E: 043:-4=d = d=12

E: x5 +3x3 =12

Schnittwinkel von E mit x,x;-Ebene:

g
)

cosa = e s | _ 1]
|ﬁ|‘|nx1X3| <0> <0) V10
1|1
3/1\o
a =cos™ ! (i) = 71,565 °
V1o

E schneidet die x,x;-Ebene unter einem Winkel von etwa 71,6 °.
b) Berlihrung der Lampe:

Lampenspitze L(5|2]0,3)

|CL| = /(5-5)2+ (2 —-3,9)2+ (03 —2,7)2 = 9,37 ~ 3,06

Wegen |CT| > 2,7 berihrt der Regenschutz die Lampe nicht.

Héchstabstand Lampe:

Koordinaten der Lampenspitze sind nun L(5|.,]0,3)

|CL| = J(5-5)2+ (1, —3,9%+ (03 -27)% = /(I —39)2 + 5,76

|CL| = 2,7

JU; —39)2+576 =27 | 12

(I, —3,9)%+5,76 = 7,29 | —-5,76
(1, —3,9)2 = 1,53 | v

1, =391 =124 = 1, =266
,-39=124 = [, =514
Wegen |QR| = 4 entfallt die Lésung L.
Die Lampe darf héchstens 2,66 m von der Hauswand entfernt sein.

C) Begrindung, dass Terrasse nicht vollstdndig beschattet wird:
Die x,-Richtung des Richtungsvektors der Sonnenstrahlen ist negativ, also
gegen die Rlckwand gerichtet.
Koordinaten der duBeren Eckpunkte der Markise nach Einfahren derselben:
Mittelpunkt des Terrassenrandes ist M, (5/2]0). Punkt soll im Schatten
liegen, also muss Sonnenstrahl dort auftreffen.

5 1
gMQR: .72= 2 +t-|—1
0 -3

gMQRﬂE: x1=5+t; x2=2_t; x3=_3t
2 t+3-(=30) =12
-10t=10= t=-1

., 5 1 4
t— Gmgg: oS=(2]-1-1{-1]=1(3
0 -3 3

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir 5chule und Studium Sgijte 75

www._fittin-mathe-online.de = { <7
Dr.-Ing. Me\molf Maller [ webmaster@f't |r1,+m athe-online.de B



Wahlteilaufgaben =\

<7 {

zur analytischen Geometrie®™
)

J

s s Lésungeh)
Abituraufgaben Analytische Geometrie Wahlteil 2015 BW

Der Sonnenstrahl schneidet die Ebene E in 5(4|3|3). Die Markise muss nun
soweit zurickgefahren werden, dass der Punkt S auf der Kante C*D* zu
liegen kommt. Da diese Kante parallel zur x;-Achse verlauft (x,- und
x;—Koordinate bleiben unverandert), ergeben sich die Koordinaten.
€*(5/3|3) und D*(0]3]3).

Aufgabe B2 :m?ﬁﬂ -1@
Lésungslogik ﬁggf’f:%@
GTR-Einstellungen: Ymin=-1
Y1=|3X + 6|/(VXZ + 1) » V61) — sin (10) =l
Lires=30
LI ENG
Achtung: GTR-MODE muss auf DEGREE stehen. _ﬂﬁEF 6B
a) Schnittpunkt von g, mit E: T FAE FOL SEQ
Wir bilden g, N E. InnECTECD DEIHUL
Gerade der Schar orthogonal zu g,: T a+bi Fe"i

Das Skalarprodukt aus Richtungsvektors g, und Richtungsvek't'gﬁga muss
Null sein. Hieraus errechnet sich a.

b)  Schnittwinkel von g, mit E:
Wir verwenden die Schnittwinkelformel mit sin(¢) = --- fUr Schnittwinkel aus
Gerade und Ebene.
Werte von a fir ¢ = 10°:

Es gilt: sin(10°) = M. Lésung per GTR.

[rvgal-InE|
C) Begrindung alle g, in F:
Siehe Klausuraufschrieb.
Gleichung der Geraden h:
Die Gerade h hat nach Aufgabenstellung denselben Aufpunkt wie die
Geradenschar g,. Soll h nicht zur Geradenschar gehdren, so muss sie einen
Richtungsvektor haben, der durch den Richtungsvektor von g, nicht

1
abgebildet werden kann. Dies ist z. Bsp. mit rv;, = (0) der Fall., da die
0

x,-Komponente von rv,, nie Null werden kann.
Klausuraufschrieb
a) Schnittpunkt von g, mit E:

5 4
5= (1)ve (1)
1 0

X =544t x;=1+¢t x3=1
g4+ NE:
3G+4t)+6(1+t)+4-1=16
154+ 12t+6+6t+4 =16
18t=-9 = t=-05

-l (-4

gs Schneidet E in S(3|0,5]|1).
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Gerade der Schar orthogonal zu g,:
TVga ©TVgq =0

(-

ba+1=0 = L

a=-—-
4

Die Gerade g . schneidet g, orthogonal in P(5|1|1).
4

Schnittwinkel von g, mit E:
4 3
[Fogset @(6) 18
; — "Vgsa°nEl _ 1\0o/ \4/1 _
sin(e) = 15 gl Ra2G

R

18 o
oV = 33,9841

Der Schnittwinkel g, mit E betrédgt etwa 34 °.
Werte von a fir ¢ = 10°:

Hif

Q= arcsin(

[rvgaene| _ 3a+6]

| | 0 4
3a+6 , o\
m - Sln(lo ) =0

a; = —3,7581; a, = —1,2694

Flir a = -3,8 v a = —1,3 hat der Schnittwinkel
von g, und E die Weite 10 °.
Begriindung alle g, in F:

Y, Dovowwess

-] ]
n=-1.z694z9

¥=0

Die Ebene F mit F: x; =1 liegt parallel zur x,x,-Ebene im Abstand x; = 1.
Alle Geraden der Schar g, verlaufen ebenfalls parallel zur x;x,—Ebene, da
die x;—Komponente des Richtungsvektors 0 ist. Der Abstand aller Geraden
zur x,x,—Ebene ist ebenfalls 1, da die x;—Komponente des Aufpunktes x; =1

ist, also verlaufen alle g, in F.
Gleichung der Geraden h in F:

©

1 a
s- (0) kann von t - <1> nie abgebildet werden.
0

0
5 1
h: =11 -10); se R
1 0

5
Stitzvektor von h: 04 = (1)
1

—_—

Richtungsvektor von : rv, = s
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Aufgabe B1.1

In einem Koordinatensystem be-schreiben die Punkte A(15]0/0),
B(15|20]|0) und €(0]20|6) Eckpunkte der rechteckigen Nutzflache einer
Tribine (alle Koordinatenangaben in Meter).

Die x;x,-Ebene stellt den Erdboden dar. o] X3

Die Eckpunkte der Dachflache liegen 2
vertikal Uber den Eckpunkten der ] c
Nutzflache. Die Dachflache liegt in
der durch E: x; —3x3 = =27 T .
beschriebenen Ebene (siehe B
Abbildung). —— fz" Y.
a) Bestimmen Sie die o/ 2
Koordinatengleichung der Ebene, ~ .
in der die Nutzflache liegt. .,
Berechnen Sie den 1

A B B
Powered by GEOGEBRA.org

Neigungswinkel der Nutzflache
gegen den Erdboden.
Ermitteln Sie den Inhalt der Nutzflache.

b) Aus Sicherheitsgrinden muss die senkrecht zum Erdboden verlaufende
Rickwand zwischen der Nutzflache und der Dachflache mindestens 2,50 m
hoch sein.

Uberpriifen Sie, ob diese Bedingung erfillt ist.

Zur Installation von Lautsprechern wird eine 5,2m lange, senkrecht zum
Erdboden verlaufende Stitze montiert. Ihre Enden werden an der Kante BC
und am Dach der Tribline fixiert. Berechnen Sie die Koordinaten des
Punktes auf der Kante BC, in dem das untere Ende der Stiitze fixiert wird.

Aufgabe B2.1

Die Punkte A(0]-6]0), B(6]0]0), €(0]6/0) und S(0]|0]5) sind der Eckpunkte der
Pyramide ABCS. Der Punkt M; ist der Mittelpunkt der Kante AS und M, ist der
Mittelpunkt der Kante CS. Die Ebene E verlauft durch M;, M, und B.

a) Die Ebene E schneidet die Pyramide in einer Schnittflache.
Stellen Sie Pyramide und Schnittflache in einem Koordinatensystem dar.
Berechnen Sie den Umfang der Schnittflache.
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung von E.

b) Der Punkt Q liegt auf der Kante BS und bildet mit M; und M, ein recht-
winkliges Dreieck. Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes Q.

c) Der Punkt Z liegt in der x,x3-Ebene und im Inneren der Pyramide ABCS.
Er hat von der Grundflache ABC, der Seitenflache ACS und von E den
gleichen Abstand.
Berechnen Sie die Koordinaten von Z.
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L6ésung B1.1

Lésungslogik

a) Koordinatengleichung der Ebene F:
Wir bestimmen den Normalenvektor der Ebene Uber das Kreuzprodukt der
Vektoren 4B und AC. Zusammen mit dem Punkt 4 ergibt sich die
Koordinatengleichung der Ebene E.
Winkel zwischen Nutzflache und Boden:
Berechnung Uber den Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen. Der

Normalenvektor von F ist bereits errechnet, der Normalenvektor der

0

x1x,-Ebene ist n = <0

1

b)  Priufung des Sicherheitsabstandes:
Aufgrund der recht-

). Achtung: GTR-MODE muss auf DEGREE stehen.

eckigen Nutzflache sind S2,(0/0]9)’
die  Koordinaten des 0 .,IQ
Punktes D(0]0]6). D(0[0[6)® (ZHP
Der Punkt S ist der 52,(0/0]3, 8)//ag SR . 4R i
Spurpunkt der Ebene E 78D _ o201p9)
mit der x;-Achse. A ] ]
Der Abstand der Nutz- ' * * 7 ¢, A2
fliche vom Dach ent- 2 F
spricht der Strecke DS. > )= 5,2

1 )

A -8 B

Powered by GEOGEBRA.org

Koordinaten des Befestigungspunktes P:

Der Abstand des Punktes P und Q soll nach Aufgabenstellung 52m
betragen. Wir bilden eine Hilfsebene H parallel zu E, die 5,2 LE unterhalb von
E liegt.

Der Schnittpunkt von H mit der Geraden g durch B und C ist dann der
Verankerungspunkt P.
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Klausuraufschrieb
a) Koordinatengleichung der Nutzfldche F:

. [0\ /-15\ /120 2 2
k-ng=ABxBC=(20|x| 0 |=( 0 |=60-l0]= 7z=|0
0 6 300 5 5

F: 2x; +5x3 =d | Punktprobe mit A(15]0]0)
F:2-154+5:-0=d = d=30

F: 2x; + 5x3 = 30

Neigungswinkel von F gegen den Erdboden (x,x,-Ebene):

By -
o)
(e)(c)

— -1 i — )
a = cos (m)—21,8
F schneidet die x,x,-Ebene unter einem Winkel von etwa 21,8 °.

Inhalt der Nutzfldache:
120

( 0 ) =+/1202%2 + 3002 =~ 323,1
300

Die Nutzfldche hat einen Fldcheninhalt von etwa 323 m2.

51

T V29

cosa = |j_f)°nx1xz|
|nE|'|nx1x2 I

= |AB x BC| =

b)  Priufung des Sicherheitsabstandes:
Punkt D(0/0]6)
Spurpunkt von E mit der x;-Achse ist S, (0(0(9)
Abstand Nutzflache / Dachfléche: d = |DS,,| = 3
Der Sicherheitsabstand wird eingehalten.

Koordinaten des Befestigungspunktes P:
Gerade g durch B und C:

15 ~15
g: X=0B+r-AC=(20]|+7r-| 0
0 6

Hilfsebene H parallel E mit 5,2 LE unterhalb von E:
Spurpunkt H mit der x;-Achse S;.(0/0|9 - 5,2)
H: x; —3x3=d |  Punktprobe mit Sy, (0]0]3,8)
—-3:38=d= d=-11,4
H: x; —3x3=-11,4
Hng
xqy =15 —=15r; x, = 20; x3 = 6r
X1; X9, %3 — H
15—15r—3-6r =-11,4
15—-33r=-114
33r=264= r=10,8

/15 ~15 3
0P=<20>+0,8-< 0 >=<20>
0 6 4,8

Die Koordinaten des Verankerungspunktes sind P(3]|20|4,8)
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Losung B2.1

Lésungslogik

a) Darstellung im Koordinatensystem:
Siehe Klausuraufschrieb
Umfang der Schnittflache:
Der Umfang der Schnittflache ist die Summe der Betrdge der Vektoren
M;M,, M;B und M,B. Die Koordinaten von M, und M, miissen hierzu ermittelt
werden.
Koordinatengleichung von E:
Bildung des Normalenvektors von E Uber das Kreuzprodukt der Vektoren
M;M, und M;B und anschlieBender Punktprobe mit B(6/0]0) zur Errechnung
von d.

b) Koordinaten von Q:
Der Punkt @ liegt auf der Geraden durch B und S. Die Geradengleichung g
beschreibt die Koordinaten von Q.
Wegen der Rechtwinkligkeit muss das Skalarprodukt der beiden Vektoren
M;0 und M,0Q gleich Null sein. Hierliber ermitteln wir den Skalar r der
Geradengleichung g. Es entsteht eine quadratische Gleichung mit zwei
Lésungen fur r, wobei die Loésung r > 1 keine Lésung ist, da dann der Punkt
Q oberhalb der Spitze der Pyramide zu liegen kame.

Cc) Koordinaten von Z:
Z liegt in der x;x;-Ebene, also ist die x,-Koordinate gleich 0. Er hat von der
Grundflache ABC (gleich x;x,-Ebene) den Abstand x; = a. Laut Aufgaben-
stellung soll dieser Abstand gleich groB sein zur Seitenflache ACS (gleich
x,x3-Ebene), also x; =a. Somit gilt: Z(a|0]a). Uber die HNF der Ebene E
ermitteln wir dann a.

Klausuraufschrieb
a) Darstellung im Koordinatensysﬁtem:
L3

1
Powered byGEQGEBRA.org
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Umfang der Schnittflache:
u = |M;M,| + |M,B| + |M,B|

. .. (040 0
0M1=5(0A+OS)=5<—6+0>= —3)
0+5 2,5
. (0H0 0
0M2=E(OC+OS)=E<6+O>=<3>
0+5 2,5

AR

|MyB| = /(6 —0)2+ (0 —(=3))2+ (0 — 2.5)2 = /36 + 9+ 6,25 ~ 7,16
B|=/(6-0)2+(0-3)2+(0-25)2=,/36+9+6.25~ 7,16
u=6+716+7,16 = 20,32

Der Umfang der Schnittflache betrdgt 20,32 LE.
Koordinatengleichung von E:

0 6 -15 5 5
k'ﬁE=M1M2><MlB= 6 X 3 = O =(_3)' O — n—E:: O
0 -2,5 —36 12 12

E: 5x; +12x3=d | Punktprobe mit B(6/0]0)
E:5-64+12:-0=d = d=30
E: le + 12.X3 == 30

b) Koordinaten von Q:
Gerade g durch B und S:

/6 -6
g x=0B+r-BS=(0]+r-[ 0
0 5

M;Q o M,Q = | Wegen des rechten Winkels

6 — 6r 6 —6r
)

5r—2,5 5r—2,5
(6—6r)2—9+ (57 —2,5)2=0
36 —72r +36r2 —9 4+ 25r2 —25r + 6,25 =0
33,254+ 61r> —=97r =0

GTR GTR
™ = 0,5; ) & 1,09

_ 6—6-05 3 6—6-1,09 —0,54
5:0,5 2,5 5-1,09 5,45

Der Punkt @, gehort nicht zu Lésung, da er oberhalb der Spitze der
Pyramide zu liegen kame.
Q hat die Koordinaten (3]0]2,5)

C) Koordinaten von Z:
Z(z1123123).
Z liegt in der x;x;—Ebene, somit z, = 0.
Abstand von Z zur Seitenflache ACS (gleich x,x;—Ebene) ist x; = a.
Abstand von Z zur Grundflache ABC (gleich x;x,—Ebene) ist x; = b.
Wegen Aufgabenstellung ist a = b. Also hat Z die Koordinaten (a|0|a).
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Dieser Abstand a soll auch der Abstand zur Ebene E sein, Berechnung lber
die HNF.

5x1+12x3—-30
1 3 =0

V25+144 |

|5a+12a—-30| _
Vies
|5a + 12a — 30| = 13a

|17a — 30| = 13a

Punkt Z einsetzen

4a—-30=0
a, =75
30a—30=0
a, =1

Z,(7,51017,5);  Z»(1]0]1)
Da Z, auBerhalb der Pyramide liegt ist Z, der gesuchte Punkt.
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Aufgabe B1

Ein Kilnstler teilt einen quader-
formigen Container durch einen
ebenen Schnitt in einen groBen und .
kleinen Teilkdrper. Der Container D
wird in einem Koordinatensystem als
Quader mit den Eckpunkten A(2|0]3), . R
B(2]10|3), €(0]10|3), D, F, G(2]10/0), H, 1.
und 0(0]0|0) dargestellt. 0

{3

n
T =

(Koordinatenangaben in Meter). 6
Die Ebene E schneidet die Kanten des
Quaders in den Punkten R(2|9]3), 1 -
$(2|10]2), T(0]10]|1) und Q(0|8]3). Powerediby GEOGESRA.0r9

Die Eckpunkte der Dachflache liegen vertikal iber den Eckpunkten der Nutzflache.
Der kleine Teilkoérper hat also die Eckpunkte Q, R, S, T, B, C.

a) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E.
Begriinden Sie, dass es sich bei dem Viereck QRST um ein Trapez handelt.
Berechnen Sie den Flacheninhalt des Trapezes QRST.
(Teilergebnis: E: —x; + 2x, + 2x5 = 22)

b) Der kleine Kbérper wird mit den Schnittkanten nach unten auf den groBen
Teilkdrper gestellt.
Bestimmen Sie die H6he des zusammengesetzten Kdrpers.

c) Der Container besitzt eine Tur, die im geschlossenen Zustand durch das
Viereck ODAF dargestellt wird. Die Tur ist drehbar um die Kante, die durch
die Strecke 0D beschrieben wird.

Jede Ebene T,: ax; + x, =0; a =0 beschreibt eine mégliche Stellung dieser
Tar.

Bestimmen Sie den Wert fiir a, fir den der Offnungswinkel der Tir 30°
betragt.

Aufgabe B2

Zwei Flugzeuge F, und F, bewegen sich geradlinig mit jeweils konstanter
Geschwindigkeit tiber dem offenen Meer. In einem Koordinatensystem beschreibt
die x,x,-Ebene die Meeresoberflache. Die Beobachtung der Flugzeuge beginnt im
14:00 Uhr. Die Flugbahn von F; wird beschrieben durch die Gleichung

15 —4

g1 X = ( 6 >+ t- (12) (t in Minuten nach Beobachtungsbeginn).
3,4 0,3

Der Punkt P(—17|54|3,2) beschreibt die Position von F, um 14:00 Uhr, der Punkt

Q(1]36]3,8) die Position von F, um 14:03 Uhr (1 LE entspricht 1 km).

a) Berechnen Sie die Geschwindigkeit von F, in km/min.
Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem F, eine H6he von 4,9 km erreicht.
Berechnen Sie die Weite des Winkels, mit dem das Flugzeug F, steigt.
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Die Flugbahnen F; und F, schneiden sich.

Aus Sicherheitsgriinden miussen die Zeitpunkte, zu denen die Flugzeuge den
Schnittpunkt ihrer Flugbahnen durchfliegen, mindestens einer Minute
auseinander liegen.

Prifen Sie, ob diese Bedingung erfillt ist.

Die Position eines Ballons wird durch den Punkt B(6|43|4,3) beschrieben.
Bestimmen Sie einen Zeitpunkt t,, zu dem beide Flugzeuge denselben
Abstand vom Ballon haben.

Die Punkte auf der Meeresoberflache, die zum Zeitpunkt ¢, ebenfalls von
beiden Flugzeugen gleich weit entfernt sind, liegen auf einer Geraden.
Beschreiben Sie ein Verfahren, mit dem man eine Gleichung dieser Geraden
bestimmen kann.
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Losung B1

Lésungslogik

a)

b)

Koordinatengleichung der Ebene E:

Wir bestimmen den Normalenvektor der Ebene Uber das Kreuzprodukt der
Vektoren RS und RT. Zusammen mit dem Punkt R ergibt sich die
Koordinatengleichung der Ebene E.

Viereck QRST ist ein Trapez:

Das Viereck ist ein Trapez wenn gilt: RS || QT A |RS| # |QT|. Weiteres ist nicht
nachzuweisen.

Fldcheninhalt des Trapezes QRST:

Wir bestimmen den Abstand d(S; gor) des Punktes S von der Geraden durch
Q und T. Dies ist die Ho6he des Trapezes, sodass der Flacheninhalt sich

errechnet aus Ar,qpe; = |R5|+|QT| -d(S; gor)-
Hohe des zusammengesetzten Kérpers:

Aus der nebenstehenden Teilgrafik ergibt
sich, dass wir zunachst den Abstand des
Punktes ¢ von der Ebene E ermitteln
muissen, denn C ist der Punkt mit dem
groBten Abstand zu E.

Aus der Hohe des Containers zuziglich dem
Abstand wie angeflihrt errechnet sich dann
die Hohe des zusammengesetzten Kdrpers.
Abstandsberechnung Uber die HNF.

a fir T,, dass Offnungswinkel der Tir = 30° _poweredby csocesm(.irg

ist.

Das Viereck ADOF (Tur geschlossen) ist die x;x;-Ebene selbst mit F: x, = 0.
Wird die Tur gedffnet, so errechnet sich der Schnittwinkel Gber die Formel

fir Schnittwinkel von Ebene/Ebene mit cos(a) = '"”"l l"ni!l. Mit cos(30°) =%-\/3
nelInr
lasst sich dann a ermitteln.

Klausuraufschrieb

a)

Koordinatengleichung der Ebene E:

/0 -2\ /-1 -1 -1
k-ﬁ=RSxRT=<1>x<1):(2):1-(2): @=<2>
-1/ \-2 2 2 2

E: —x;+2x, +2x3=d | Punktprobe mit R(2]9|3)
E: —242-942-3=d = d=22
E: —x1+2x2+2x3=22
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Viereck QRST ist ein Trapez:

0

§§=<1> |RS| =
-1

— O —

QT=<—2> |oT| =v8=2-v2
~2

1 — [—y
—EQT=RS

Wegen RS || QT A |RS| # |QT| ist das Viereck QRST ein Trapez.
Fldcheninhalt des Trapezes QRST:
Abstand des Punkts von der Geraden durch und :

-2
—4
_ [QTXTS| _ <4> _ VAti6+16 _ 3 _3
d(S; gor) = [QT| 22 T 242 _\/E_z\/E

RS|+|QT V2+2- \/’ 3
ATrapez = | |;| | -d(S ) = \/_ 4,5.
Das Trapez hat eine F/ache von 4, 5 m?

Hohe des zusammengesetzten Kérpers:
Hohe des Containers: 3 m.
Abstand von Punkt € zur Ebene E Uber die HNF:

—-0+2:-10+4+2-3-22 4

d(C; E) = RGN
13

hCont 3 + = 3

Die Héhe des zusammengesetzten Kérpers betréigt% m.

a fiir T,, dass Offnungswinkel der Tiir = 30 ° jst.
Geschlossene Tir ADOF liegt in der x;x;-Ebene mit dem Normalenvektor

0 a
0 0

Offnungswinkel tber cos(a) = '"T L it cos(30 ©) = V3.

% nr|-[nF|

-3

V3

1
+1= =>a—§

=+-V3
Untersuchung, welches a gilt:
T: %\/§x1 +x,=0
x,-Koordinate fur x; = 1:
%\/§+x2=0=> x2=—§\/§
Somit gilt a = §\/§, wie auch aus der Aufgabenstellung hervorgeht.
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Geraden g;.

Losung B2
Lésungslogik
a) Geschwindigkeit F;:
—4
)
0,3
Zeitpunkt, zu dem F, die H6he 4,9 km erreicht:
Die x3-Koordinate der Geradengleichung g, ist maBgebend fir die Hohe des
Flugzeuges. Es muss also gelten: x; =49 =3,4+1t-0,3.
Steigwinkel von F,:
Dies ist der Winkel, unter dem der Richtungsvektor von g, die x,x,-Ebene
schneidet.

Wegen Geschwindigkeit F,: in Minuten ist dies (Richtungsvektor der

b) Prifung des Sicherheitsabstandes:
Zunachst Bestimmung des Schnittpunktes der beiden Fluggeraden g, und
g». Danach Umrechnung des Richtungsvektors von F, auf gleiche Geschwin-
digkeit wie F;.
Berechnung der Zeit von F, flir die Strecke zwischen Aufpunkt und
Schnittpunkt. Gleiches fir F,.

c) Abstand von F, und F, zum Ballon:
Auch hier muss mit gleichen Geschwindigkeiten beider Flugzeuge gerechnet
werden.
Es handelt sich um eine Abstandsberechnung von Punkt zu Punkt. Sei F der

Aufpunkt von F; und G der Aufpunkt von F,, dann muss gelten |[FB| = |GB|.

Klausuraufschrieb
a) Geschwindigkeit F;:

—4
0,3

F, hat eine Geschwindigkeit von etwa 12,65 km/min.

Zeitpunkt, zu dem F, die H6he 4,9 km erreicht:
x3=49=34+t-03 = t=5

5 Minuten nach Beobachtungsbeginn erreicht F; die H6he 4,9 km.
Steigwinkel ¢ von F,:

Fluggerade von F,:

—-17 18
go: X = ( 54)+s-<—18); s € R; s in 3 Minuten
3,2 0,6

Wegen s in 3 Minuten gilt auch flr F,:

-17 6
gz fz( 54>+t-<—6>; t € R; t in Minuten.
3,2 0,2

Damit sind F; und F, vergleichbar.

G

Vg, = =416 + 144 + 0,09 = /160,09 = 12,65

1

0,2

sin(p) =17¢ 0\| = V72,04
(0.2) (1)
_ . 02 \ _ o
@ = arcsin (—\/W) =1,35

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir 5chule und Studium

Seite 88 —www.fitrin-mathe-online.de \ .
Dr.-Ing. Me\molf Miller / webm aster@f't |r1,+m athe-online.de \



b)

Wahiteilaufgaben =\

<7 {

> zur analytlsShen Geometrie > Losungen

Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2017 BW

Priifung des Sicherheitsabstandes:
Ermittlung des Schnittpunktes der beiden Fluggeraden.

'gln'gz [FI]

—4 6 —-17 15 -4 -5 -37
(- FEE

0,3 0,2 3,2 3,4 | 3 -2 -z
—4t —6s = —32 ref C[AT -
(1)23t+6s=i8 G 1 4
3t — 0,25 = —0,2 B A A
t=2; s=4

F, erreicht den Schnittpunkt nach 2 Minuten, F, nach 4 Minuten, der
Sicherheitsabstand wird eingehalten.

Abstand von F, und F, zum Ballon:
Sei F der Aufpunkt von F; und G der Aufpunkt von F, so muss gelten:
[7B| = [GB|
|FB| = /(15 — 4t — 6)2 + (6 + 12t — 43)? + (3,4 + 0,3t — 4,3)2
|GB| = /(=17 + 6t — 6)2 + (54 — 6t — 43)% + (3,2 + 0,2t — 4,3)?
GTR GTR
t, ¥ 227, t, = 4,0
Es gibt zwei Zeitpunkte, zu denen die beiden Flugzeuge gleich weit vom
Ballon entfernt sind. (Eine Ldésung hatte nach Aufgabenstellung
ausgereicht).

Verfahren zur Bestimmung der Punkte auf der Meeresoberfléche mit gleich
weiter Entfernung zu den beiden Flugzeugen:

Man bestimmt die Position der Flugzeuge P, bzw. P, z. B. zum Zeitpunkt ¢,.
Die Ebene durch den Punkt B (Position des Ballons) mit dem Vektor P, P, als
Normalenvektor, also E: (¥ —5?) oP,P, =0, enthdlt alle Punkte, die von
beiden Flugzeugen gleich weit entfernt sind. Die Schnittgerade dieser Ebene
mit der x,x,-Ebene enthalt dann alle Punkte auf der Meeresoberflache, die
von beiden Flugzeugen gleich weit entfernt sind.
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Aufgabe B1

Das Gebaude eines Museums kann modellhaft
durch den abgebildeten Kérper ABCDEFG
dargestellt werden. Die obere Etage des Museums
entspricht der Pyramide DEFG, die untere Etage
dem Korper ABCDEF, der Teil der Pyramide DEFS
ist. Die Ebene, in der das Dreieck ABC liegt,
beschreibt die Horizontale. Das Dreieck DEF liegt D

parallel zu dieser Ebene. In einem kartesischen :
Koordinatensystem gilt fir die Lage einiger der WB
genannten Punkte: A(-58|5]|0), B(—5|25|0), D(0]0|15), VA !
E(0]30]15), F(=25|5|15) und G(—10]10]35). g

Eine Langeneinheit im Koordinatensystem - p
entspricht 1m in der Realitét. '

1
vy 7
a) Weisen Sie nach, dass die Bodenflache der “V’
oberen Etage nicht rechtwinklig ist. S
. . . . . Powered by GEOGEBRA.org 3D
Die folgenden Rechnungen zeigen ein mdgliches
Vorgehen zur Ermittlung der Koordinaten von S:

0 -5 0 -5
<O>+r-< 5 >=<30>+s-<—5><=> r=s=3
15 —15 15 15

0 -5 —-15
<0>+3-( 5 >=<15 ), d.h. S(—15|15| —30)
15 —-15 —-30

Erldutern Sie die Schritte des dargestellten Vorgehens.

b) Berechnen Sie den Inhalt der Bodenflache der oberen Etage.
Flr die obere Etage wird eine Anlage zur Entfeuchtung der Luft installiert,
die fiir jeweils 100 m® Rauminhalt eine elektrische Leistung von 0,8 Kilowatt
bendtigt.
Weisen Sie nach, dass zur Entfeuchtung der Luft eine Leistung von 25
Kilowatt ausreichend ist.

c) An einer Metallstange, deren Enden durch die Punkte G und R(—5|5|15)
dargestellt werden, ist ein Scheinwerfer befestigt, der sich entlang der
Stange verschieben lasst.

Die GrdBe des Scheinwerfers soll vernachlassigt werden. Der Scheinwerfer
soll aus einer Entfernung von 8 m diejenige Wand beleuchten, die im Modell
durch das Dreieck EFG dargestellt wird.

Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes, der die Position des
Scheinwerfers im Modell beschreibt.
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Aufgabe B2
Gegeben sind die Ebenen E: 4x; + 2x, + x3 =4 und F: 2x; + x5 = 4.

a) Stellen Sie die Ebene E in einem Koordinatensystem dar.
Zeigen Sie, dass E nicht orthogonal zu F ist.
Bestimmen Sie eine Gleichung der Schnittgeraden s der Ebenen E und F.

Die Ebenen E und F gehoéren zur Ebenenschar E;: ax; + (a —2)x, + x3 =4; a € R.

b) Geben Sie an, flur welche Werte von a die zugehdrige Ebene E, alle drei
Koordinatenachsen schneidet.
Flr diese Werte von a bilden die Spurpunkte von E, zusammen mit dem
Koordinatenursprung die Eckpunkte einer Pyramide.
Bestimmen Sie einen Wert fiir a so, dass das Pyramidenvolumen 6 VE betragt.

C) Bestimmen Sie den Wert fiir a so, dass der Abstand von P(0]0|1) zu E, maximal ist.
Begriinden Sie, dass die Schar keine zueinander parallelen Ebenen enthalt.
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Losung B1

Lésungslogik

a)

b)

Obere Bodenfldache nicht rechtwinklig:

Keines der Skalarprodukte von FD und DE, FD und FE als auch FE und DE
darf Null sein.

Bedeutung der dargestellten Berechnung:

Siehe Klausuraufschrieb.

Bodenflédche der oberen Etage:
Die Bodenflache der oberen Etage wird durch das Dreieck DEFgebildet. Zur

Berechnung dessen Flache bilden wir Apgr = % |FD x DE]|.

Dimensionierung der Luftentfeuchtungsanlage:
Nachdem wir zuvor ja die Grundflache ermittelt haben, berechnet sich das

Volumen der oberen Dreieckspyramide aus Vpgp = % |(FD x DE) « FG|. Ist das

Volumen nicht groBer als 25:0,8 m3, ist die Leistung der Anlage mit Kilowatt
ausreichend.

Koordinaten des Befestigungspunktes eines Scheinwerfers.

Die zu beleuchtende Wand wird durch das Dreieck EFG dargestellt, wir stellen
die Koordinatengleichung einer Ebene E auf, in der Das Dreieck EFG liegt.
Die Befestigungsstange flr den Scheinwerfer wird durch die Gerade durch die
Punkte ¢ und R(-5|5|15) dargestellt. Auf der Geraden liegt der Befestigungs-
punkt B(b,|b,|bs). Der Abstand dieses Punktes B zur Ebene E soll 8 m betragen.
Wir berechnen den Abstand B zur Ebene E Uber die HNF.

Klausuraufschrieb

a)

Obere Bodenfldache nicht rechtwinklig:

FB = 0D - OF = (0)_(25)_(32)
— (<> §

Keines der drei
rechtwinklig.

kalarprodukte ist gleich Null, das Dreieck DEF ist nicht
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Ab/turaufgaben Ana/yt/sche Geometrie Wahlteil 2018 BW
Bedeutung der dargestellten Berechnung:
Eine Gerade g durch die Punkte D und A wird mit einer Geraden h durch die
Punkte E und B geschnitten. Das daraus resultierende lineare
Gleichungssystem ist eindeutig l6sbar mit r = s = 3.
Durch den Einsatz des Skalierungsfaktors r = 3 in die Geradengleichung g
errechnen sich die Koordinaten der Spitze S der dargestellten Doppel-

1

pyramide.
1 25 0 0
) ()-+ | n)
0 0 —750
Die Bodenfldache der oberen Etage hat eine Fldche von 375 m?2.
. [-10\ /-25 15
FG=OG—0F=<10>—< 5 >=<5>
35 15 20
L 0 15
o) (3)
—-750 20

Das Volumen der oberen Etage betrdagt 25000 m3.

25000:100-0,8 =20 < 25
Die Leistung der Entfeuchtungsanlage ist ausreichend dimensioniert.

VDEFG =%' |(F—D)Xﬁ)°F—G)|

[N

-]1—15000| = 25000

Koordinaten des Befestigungspunktes eines Scheinwerfers.
Koordinatengleichung einer Ebene E in der die Wand EFG liegt:

25\ /15 500 2
k~n—E’=F_E’><F6=(25)x(5)=(—500)=250~(—2)
0 20 —250 —1
2
ie(-2)
—1

Eppg: 2x1 — 2%y —x3 =d
2:0—-2-30—-15=d

d=-75

Eppg: 2x1 —2xy —x3 = =75
Gerade g durch G und R(-5|5|15)

-10 5
g: f=< 10>+r-<—5>
35 —-20
Der Befestigungspunkt B des Scheinwerfers hat somit die Koordinaten

B(—10 4 57|10 — 5r|35 — 20r).
Abstand von B zu Egg; ist 8 m:

|2x1—2x2 X3+75|
Moot | HNF
|2:(-10+51)~2:(10-57)~(35-201)+75| _ ¢
3
|20 + 107 — 20 + 107 — 35 + 207 + 75| = 24

|40r| = 24

40r, =24 => =06

401, = =24 => 1, =-0,6

Da der Richtungsvektor der Vektor GR ist, kommt die Lésung nicht in Frage.
B(-=10+45-0,6/10 — 5-0,6/35 — 20 - 0,6) = B(—7|7|23)

Der Scheinwerfer wird auf Position B(—7|7|23) montiert.
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Losung B2

Lésungslogik

a)

b)

Darstellung in Koordinatensystem:

Wir berechnen die Spurpunkte der Ebene E und zeichnen dieselbe in ein
Koordinatensystem.

Orthogonalitidt von E und F:

Wir bilden das Skalarprodukt der beiden Normalenvektoren n; und ng.
Schnittgerade s:

Wir schneiden E und F und ermitteln aus dem Gleichungssystem die
Geradengleichung von s.

Wert von a fir Schnitt aller Koordinatenachsen:

Die Ebenengleichung muss alle drei Komponenten , und beinhalten.
Dreieckspyramide mit Volumen 6 VE:

Der Ursprung und die beiden Spurpunkte S, und S,, stellen die Grundflache
der Pyramide als rechtwinkliges Dreieck dar, die Pyramidenspitze liegt
Spurpunkt S,.. Wir bestimmen a Gber die Volumenformel einer Pyramide mit

1
prr=§'6'h.

Wert fir a, sodass Abstand zu P(0|0|1) maximal wird:
Wir berechnen den Abstand von E, zu P Uber die HNF.
Begriindung Schar enthélt keine parallelen Ebenen:
Siehe Klausuraufschrieb.

Klausuraufschrieb

a)

Darstellung in Koordinatensystem:

E: 4x1+2x2+X3=4 | 14

E: %+%+% =1 | Achsenabschnittsform

Sx, (11010);  S,,(012]0);  S,,(010]4) . .
Darstellung siehe Graphik rechts. T3 4 )

S1,(0[0[4)

4

Orthogonalitdt von E und F:

4 2
ng=(2]; ng=|0 >
1 1 -4

4 2 3
ngong=(2]c{0|=8+0+1=9=0 2

1 1 A=
Wegen ngong # 0 sind E und F S,.(0[2/0)
nicht orthogonal. it

? sapofl—"—" 1 : x4

Schnittgerade s: 3 -
ENF L]
(1) 4x1 + 2x2 +x; = 4 Powered by GEOGEBRA.org
(2) 2x1 + X3 = 4
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Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir wahlen eine Unbekannte frei:
X3 =t
(2) 2x +t=14%
1

X1 = 2 _Et
x1;%3 = (1)
(1) 4-(2—%t)+2x2+t=4

8—2t+2x,+t=4

8—t+2x, =4 | -8 +t
2%, = =4+t | :2
Xy = =2+t

Lésungsvektor:

1 1
L[ 23t 2 ~3 2 1
I=|_o i |=(-2)+t| L |=(-2]+¢t|-1
2 0 2 0 -2
t 1
2 1
s X=(-2]+r-{-1
0 ~2

Wert von a fir Schnitt aller Koordinatenachsen:

Damit die Ebene alle drei Koordinatenachsen schneidet, darf sie zu keiner
Koordinatenachse parallel sein.

Eine Ebene ist parallel zu einer Koordinatenachse, wenn mindestens eine
Koordinate des Normalenvektors Null ergibt. Dies ist der Fall flir a = 0 oder
a = 2. Somit gilt: a € R\{0; 2} der Fall.

Dreieckspyramide mit Volumen 6 VE:

ax; +(@a—2)x, +x3 =4 | 14 iBs Iy
FHEZ=a | Sx(0l014)
a a-2 6

4 4
Se, (51000); 5y, (0]550); Sk, (0l014) 5

1 -4
Vpyr = 3 G-h -3
Die Grundflache ist das rechtwinklige Dreieck 2
PS,,S,,, die Hohe ist die Strecke PS, = PO ¥
G=L1.2.24 __8 — , 332
T2 a a-2  a(a-2) > 4/‘/?” : |0 i
1 8 32

==. 4= Sa|~10[0
VPJ/T 3 a(a-2) 3a(a-2) : 1 l i
Vpyr SOll nach Aufgabenstellung 6 VE grof3 (e . B g
sein.

32

s = | -3a(a—2)
32=18-a(a —2) |  :18
16 16

=a?-2a | —-=
9 16 9
a?—2a—==0

9

mp=1% [1+2=14+

_8. —_—
M=3i =3

w|uv
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Wert fir a, sodass Abstand zu P(0|0|1) maximal wird:
|laxi+(@a—2)x,+x3—4| —0 | HNF

|11—4| _
Jaz+(a-2)2+12 - d(a)

_ -3l
d(a) ~ 2aZ—4a+5

d*(a) =
—9(4a—4)

4*(0) = Goa—garsy
Maximum Uber d?'(a) = 0
—36a+36=0

a=1

d(l) — |-3] — [-3| — l\/g

V2:12-4-1+5 V2-4+5 3
Die Ebene E, hat mit §\/§ LE den gréBten Abstand zum Punkt P(0]0]1).

Begriindung Schar enthélt keine parallelen Ebenen:

Die Normalenvektoren paralleler missen ein Vielfaches voneinander sein. E,
a

hat den Normalenvektor ng = <a - 2). Eine parallele Ebene E, hatte den
1

2a%-4a+5

b
Normalenvektor "Eb (b 2) b # a.
1

b a

Nun musste gelten: (b - 2) =k- <a - 2). Aus der x;-Koordinate ergibt sich
1 1

ein k = 1. Somit musste die x,-Koordinate b = 1-a sein, was durch die

Aufgabenstellung jedoch ausgeschlossen ist.

Die Ebenenschar hat keine parallelen Ebenen.
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