\ Ab/turaufgaben Teil 2
>Berufsgymna5|en (Ag BTG, EG, SGG, TG>WG)

Abituraufgaben Analysis BG ( Teil 2 mit H//fsm/ttel) 2021-heute
Diese Aufgaben sind zu bearbeiten. Sie kénnen nicht abgewahlt werden.

Aufgabe A1/2021
1 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —e?* + 4e*; x € R.
Das Schaubild von f ist K.

1.1 K besitzt mit den Koordinatenachsen jeweils genau einen Schnittpunkt.
Uberprufen Sie, ob dies die Punkte 5,,(0]3) und N(In (4)|0) sind. (2P)

1.2 Zeigen Sie, dass fur die erste Ableitung f' von f gilt: f'(x) = 2¢*- (2 —e%).
Ermitteln Sie die Koordinaten und die Art des Extremums von K. (4P)

1.3 Zeichnen Sie K fur -5 < x <1,5. (3P)

1.4 Prifen Sie, ob die folgende Aussage wahr oder falsch ist:
,Der Inhalt der Flache, die K mit den Koordinatenachsen im 1.
Quadranten einschlieBt, ist das Doppelte des Mittelwertes von f auf dem

Intervall [0; In (4)]. (3P)
1.5 Die Gerade mit der Gleichung y = ¢ schneidet K in zwei Punkten P(xp|c)

und Q(xg4lc) mit xp <0 und x4 > 0.
1.5.1 Geben Sie alle méglichen Werte fur ¢ an. (2P)
1.5.2 Esgiltnunc=1.

Zeigen Sie, dass dann die y-Achse die Strecke PQ halbiert. (4P)

1.6 Untersuchen Sie, ob das Schaubild der auf R definierten Funktion g mit
gx) = f(x) + f(—x) symmetrisch ist.
Geben Sie gegebenenfalls die Art der Symmetrie an. (2P)

Aufgabe A1/2022
1 Gegeben sind die Punkte T,(-2|2), T»(2]|2) und H(0]4).
1.1 Bestimmen Sie einen Funktionsterm der Polynomfunktion vom
Grad 4, deren Schaubild K die folgenden drei Eigenschaften hat:
. K ist symmetrisch zur y-Achse
. K schneidet die y-Achse im Punkt H
. K hat einen Extrempunkt in T (4P)
1.2 Gegeben ist die Funktion f mit
f(x) =%x4—x+4; —-3<x<3
Das Schaubild von f ist K (siehe
Abbildung).
1.2.1 Die Funktionsgleichung von f lasst sich
in der Form
f(x) = alx + b)?(x + ¢)? + 2 darstellen.
Geben Sie passende Werte flr a,b und
c an. (ZP) 3 -2 1o 1 2 3 k4
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1.2.2

1.2.3

[
w W

N =

Eine nach unten geotffnete Parabel, die H als Scheitelpunkt hat,
schneidet K; in einem Punkt S(x,|f (x,)) mit x, > 0. Begriinden Sie,

dass x, < 2V2 gilt. (3P)
Ermitteln Sie den groBten Wert der ersten Ableitung von f fir —3 <
x < 3. (4P)

Das Schaubild der Funktion g mit g(x) = cos(u —x) +v; -3 <x<3
hat nur die drei Extrempunkte T;, H und T,.

Bestimmen Sie die Werte von u und v. (2P)
Skizzieren Sie das Schaubild der Stammfunktion ¢ von g mit

G(-3) = 0.

Begriinden Sie, dass die folgenden beiden Aussagen wahr sind:

(1) Jede Stammfunktion von g besitzt eine Umkehrfunktion.

(2) Der Definitionsbereich einer solchen Umkehrfunktion ist ein

Intervall der Lange f_33g(x) dx. (5P)
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Lésung A1/2021

1.1

1.2

1.3

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:
Schnittpunkt S, mit £(0):

f0) = —e2%% 4 4e0=—14+4=3 > 5,(0]3)
Nullstellen mir f(x) =0

—e?* +4e* =0 | ceT%X
—1+4e™* =
4e ™ =1
e ¥ =1 | In
4
—x=n(3)=n® | .3

x=—zn(4) S N(n(®)[0) > N(n(4)0)

Bestimmung von f'(x):

f(x) = —e?* + 4e*

f(x) = —2e?* + 4e* | 2e* ausklammern
f'(x) =2e*(2—e%) q.e.d.

Extrempunkte mit f'(x) = 0:
2e*(2—e*)=0

2-e*=0 | Satz vom Nullprodukt
e* =2
x=1n(2)

F(In (2)) = — ()2 + 4. ¢In
fn(2)=—-4+8=4 =2 P(In(2)|4)

Art des Extremums mit " (x):

f(x) = —2e%* + 4e*

f'(x) = —4e?* + 4e* | 4e* ausklammern
f'(x) = 4e*(1 - e¥)

f'(In(2)) =4 - M@ (1 - e"@) =8(1 -2 =<0

Der Extrempunkt P(In(2) |4) ist ein Hochpunkt.

Zeichnung des Graphen von f(x):
Die Funktionsgleichung in den WTR eingeben, Wertetabelle anzeigen
lassen und Punkte in KO-System (bertragen.
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1.4

1.5.1

1.5.2

1.6

\ Ablturaufgaben Teil 2
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Ab/turaufgaben AnalySIS BG (7eil 2 mit H/lfsm/ttel) 2021-2022
Inhalt der Flache, die K mit den Koordinatenachsen im 1. Quadranten
einschlieBt:

A = fln(4)( 2X 4 4eX)dx = [__er + 4e ]
= —2eM®’ £ 4eM® — (=24 4) = -8+ 16— 3,5 =45
Mittelwert von f auf [0; In (4)]:

In (4)

— L . ln(4) 2
M= fo (—e* +4eM)dx = - (4) 4,5
Wegen — = ( 5 * 2 ist der Mittelwert nicht das Doppelte von A,.

Mégliche Werte fiir c:

Aus der Graphik von Aufgabenteil 1.3 ergibt sich, dass ¢ fir x < 0 nur Werte
0 < f(x) < 3 annehmen kann.

Somit kann ¢ fur x > auich nur Werte 0 < f(x) < 3 annehmen.

Strecke PQ fiir c = 1:

Wir bendtigen die Schnittpunkte von f mit y = 1:

flx) =1=—e?* + 4e*

e? —4e* = -1
—4e*+1=0
e¥1z =244 -1 | p/q-Formel

e¥1=2+4++3; e2=2-+/3

x; =1In (2 ++/3) = 1,317

X, = ln(2 —\/§) ~ —1,317

P(—1,317|1); Q(1,317]|1)

P und Q sind symmetrisch zur y-Achse, somit halbiert die y-Achse die
Strecke PQ.

g(x) = fx) + f(—x)

gx) = —e** + 4e* —e "2 4+ 4e7*

Prifung auf Achsensymmetrie mit g(x) = g(—x)

g(=x) = —e 2 + 4e™* — e?* + 4e* = g(x)

Der Graph der Funktion ist achsensymmetrisch zur y-Achse.
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Losung A1/2022

1.1

1.2.1

Bestimmung des Funktionsterms einer Polynomfunktion:
Allgemeine Form einer Polynomfunktion 4. Grades
symmetrisch zu y-Achse:

f(x) =ax*+bx?*+c

Zur Auflésung von a, b und ¢ bendtigen wir drei
Bedingungen:

(I  fO)=4

(1) f(@)=z2

(II1) f'(2)=0

f'(x) = 4ax® + 2bx

(I) a-0+b-0+c=4 = c=4

(II) 16a+4b+4=2 | —4

(IITI) 32a+4b=0

(II) 16a+4b = -2
(II1) 32a+4b=0
(III)-(1I)

16a = 2

1
a=-

8
a—- (1)
2+4+4b =-2
4h = —4
b=-1
f(x)=%x4—x2+4

Die Faktorisierung von f(x) = %x‘* —x%2 4+ 4 in die Form

f(x) =alx+b)*(x+c)*+2

Die Funktion f(x) — 2 hat bei x; = —b und x, = —a doppelte
Nullstellen. Doppelte Nullstellen berthren die x-Achse, sind
also Extremstellen. Die beiden Extremstellen von liegen bei

x;, =—2und x, = 2. Damitist b =2 und ¢ = —2. Wegen %x“ ist
a=-.
8

f) = (x4 2)2(x — 2)2 +2
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1.2.2 Begriindung eines x-Wertes x, < 2v2
Eine nach unten gedffnete Parabel p mit Scheitelpunkt H
hat die Funktionsgleichung. p(x) = ax? + 4 mit a < 0.
p(x) N f(x)
ax2+4=%x4—x2+4
%x‘*—xz—ax2 =0

x? - (%x2 —1- a) =0 | Satz vom Nullprodukt

x?> =8+ 8a

X34 = V8 + 8a

Damit es Uberhaupt eine Losung dieser Gleichung gibt,
muss —1 < a < 0 sein. a = —1 scheidet aus, da sonst x;, =

0. Wegen —1 <a <0 ist x; <8 =22

1.2.3 GroBter Wert der ersten Ableitung von f flir -3 < x < 3.
GroBte bzw. kleinste Steigungen treten stets in den
Wendepunkten des Graphen einer Funktion auf. Bei
Beschrankungen des Definitionsbereichs sind stets auch
Randbedingungen zu prifen.

fl(x) = %x3 — 2x

) =x% =2
32220
3
=x% =2
2
x2=2
3 2
1,2 — ig\/g

X12 =
F(-348) = 3(-248) -2 (-13) =15

Prifung der Randbedingung bei x = 3
f@)=§—6=75
Die starkste Steigung befindet sich in x = 3.
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Ab/turaufgaben Analysis BG ( Teil 2 mit H//fsm/ttel) 2021-heute
1.3.1 g mit g(x) = cos(u-x) +v; —3 < x <3 hat nur die drei
Extrempunkte T,, H und T,.
Bestimmung der Werte von u und v:

u= 27” mit p = 4 (Entfernung der beiden Tiefpunkte)

27'[_71
T4 2
=J/HP+3’TP=4+2= 3

2 2
g(x) = cos (gx) + 3.
1.3.2 Schaubild der Stammfunktion ¢ von g mit ¢(-3) = 0.
Wir bilden zunachst die Stammfunktion:

2 . T
G(x)—;-smz(;x)+3;c+C ZZ
G(—3)=0=;-sm(—5n)—9+c .
C=9—%'-58,36 )
G(x) = %-Sin (gx) + 3x + 8,36 :

Y I IET] B IR

Begriindung von Aussagen: P°’4 by CERpERRAro

(1) Jede Stammfunktion von g besitzt eine
Umkehrfunktion.
Funktionen besitzen Umkehrfunktionen, solange sie
entweder monoton wachsend oder monoton fallend
sind. G ist im gesamten Definitionsbereich monoton

wachsend. cos (gx) kann nur Werte zwischen —1

und 1 annehmen, sodass stets g(x) > 0 ist.
(2) Der Definitionsbereich ist ein Intervall der Lange

I7,9(x) dx.

Bei einer Umkehrfunktion wird der Wertebereich
der Ausgangsfunktion zum Definitionsbereich. Der
Wertebereich der Ausgangsfunktion bewegt sich
jedoch zwischen G(—3) und G(3).

2,900 dx =[G, = G(3) — G(=3). Somit stimmt
der Term mit der Lange des Intervalls Gberein.
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