\ Ab/turaufgaben Teil 1)
>Berufsgymna51en (Ag BTG, EG, SGG, TG>WG)

Ablturaufgaben Teil 1 BG (ohne Hilfsmittel) 2022
A .+r EI

Aufgabe A1/2022 Analysis

1.1 Die in R definierte Funktion f ist gegeben durch f(x) = 2-

e*.

Ordnen Sie die Werte £(0), f'(1) und folf(x) dx nach deren GroBe in
aufsteigender Reihenfolge. (4P)

1.2 Die Funktion g ist gegeben durch
g(x) =x-sin(x); -1 < x < 10.
Die Abbildung zeigt das Schaubild
K, von g.

1.2.1 Bestimmen Sie die gemeinsamen
Punkte von K, mit der ersten

a
Y
7
6
5
4
3
Winkelhalbierenden y = x. 1
Geben Sie die Anzahl der \‘/\
11
2
3
4
5

Berldhrpunkte an. (3P) T . . & U - ;Oi'g

1.2.2 Zeigen Sie, dass die Funktion ¢ mit
G(x) = —xcos(x) +sin(x); —1<x <10
eine Stammfunktion von g ist.
Geben Sie zudem die
Stammfunktion von g an, deren Powgred by GEOGEBRA.org
Schaubild den Punkt (0]7) enthalt.

(3P)
1.3 Ermitteln Sie eine Gleichung der quadratischen Funktion h, die die
beiden folgenden Eigenschaften hat:
. Der Graph von h schneidet die Gerade mit der Gleichung
y = %x + 1 im Punkt (0]|1) unter einem rechten Winkel

. Die x — und die y —Koordinate des Extrempunkts des Graphen
von h stimmen uberein. (5P)
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Aufgabe A2-1/2022 Stochastik

2

2.1

Eine ideale Minze zeigt nach jedem Wurf entweder Kopf oder Zahl

an.

Man wirft die Mlnze solange bis sie Zahl zeigt, jedoch héchstens

dreimal.

Zeichnen Sie ein Baumdiagramm, das dieses Zufallsexperiment

vollstandig beschreibt. (2P)

Bestimmen Sie, wie oft man die Mlnze im Mittel wirft. (2P)

Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind.

Begriinden Sie:

(1) Wird die Minze funfmal hintereinander geworfen, so ist die
Wahrscheinlichkeit flir das Ereignis ,,genau einmal Zahl" gréBer
als %

(2) Es gibt eine Anzahl von Wurfen fur die Folgendes gilt:

Die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis ,genau dreimal Zahl“ ist gleich
der Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis ,genau zweimal Zahl".
(4P)

Aufgabe A2-2/2022 Stochastik

2

2.1

2.2

Ein Stapel besteht aus sechs zufallig angeordneten Karten. Davon

zeigen zwei Karten das Bild ,Bube", zwei das Bild ,,Dame" und zwei

das Bild ,Ko6nig". Die oberste Karte des Stapels wird von einem

Spieler gezogen und deren Bild wird notiert. Vor dem nachsten Zug

wird die Karte wieder in den Stapel zurlickgelegt und dieser neu

gemischt.

Der Spieler zieht dreimal nacheinander die oberste Karte des

Stapels.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

E,: Der Spieler hat drei verschiedene Bilder gezogen.

E,: Der Spieler hat genau einmal einen Buben gezogen.

E3;: Der Spieler hat mindestens einmal einen Buben oder
mindestens zweimaleinen Konig gezogen. (5P)

Im Folgenden betragt der Einsatz 5 Euro.

Der Spieler enthalt nur dann eine Auszahlung, falls mindestens

zweimal das gleiche Bild gezogen wird. Die Auszahlung betragt 18

Euro, falls der Spieler dreimal das gleiche Bild zieht.

Ermitteln Sie die Auszahlung, die der Spieler im verbleibenden Fall

erhalten muss, damit es sich um ein faires Spiel handelt. (3P)
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Aufgabe A3.1/2022 Vektorgeometrie

3

3.1

3.2

3.3

Flr ein Viereck ABCD mit den Eckpunkten 4,B,¢ und D gilt:

AB=\| 2 |; BC=|0]|; CD=|-2|;
-2 1 2

Bestimmen Sie den Vektor DA.

Weisen Sie nach, dass dieses Viereck ein Rechteck ist. (3P)
Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes 4, sodass sich die
Diagonalen des Vierecks ABCD in (3,5|4|1,5) schneiden. (2P)

Durch Streckung des Vierecks ABCD wird dessen Flacheninhalt um
den Faktor 5 vergréBert. Die Seitenverhaltnisse bleiben dabei
unverandert. Berechnen Sie eine Seitenlange des entstehenden,
vergréBerten Vierecks. (2P)

Aufgabe A3.2/2022 Vektorgeometrie

3
3.1

3.2

3.3

Die Gerade g geht durch die Punkte A(2]|-2|2) und A(2]4|5).
Begriinden Sie, dass g parallel zur x,x;-Koordinatenebene ist, aber

nicht in dieser Ebene liegt. (2P)
Bestimmen Sie einen Punkt P auf g, sodass 2:1 das Verhaltnis der
Streckenlangen AP:BP ist. (2P)

C(4|2]1,5) ist ein weiterer Punkt und M(2|1]3,5) ein Punkt auf g.
Weisen Sie nach, dass die Vektoren 4B und MC zueinander
orthogonal sind.

Berechnen Sie den Abstand von ¢ zur Geraden g. (3P)
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Aufgabe A3.1/2022 Matrizen und Prozesse

3

w W
T
(-

w W
N =
N

Die Matrix § ist gegeben durch

=

E bezeichnet die Einheitsmatrix vom Format 2 x 2.

Im Folgenden ist ¥ mit X # ¢ ein Vektor, sodass § - x = X gilt.
Vereinfachen Sie den Ausdruck (§* + 83 +$%2+S—E) - X = ¥ so weit
wie madglich. (2P)
Bestimmen Sie einen solchen Vektor x (2P)
Eine quadratische Matrix heiBt stochastische Matrix, falls alle ihre
Elemente nicht negativ sind und flr jede Spalte die Summe der
Elemente den Wert 1 hat.

Somit ist § eine stochastische Matrix.

Beurteilen Sie, ob die folgende Aussage wahr oder falsch ist:

~Ist M eine beliebige stochastische Matrix vom Format 2 x 2, so ist
S - M eine stochastische Matrix." (3P)

Rl NN
NIRrN]|RP

Aufgabe A3.2/2022 Matrizen und Prozesse

3

w w
N =

3.3

Gegeben sind die Matrizen

4 2 3 5 7 6
A=|0 2 0)und B=(4 2 1
0 0 1 4 2 1

Berechnen Sie die Inverse von A. (2P)
Begriinden Sie, dass die Gleichung B - x = A - y fur jede Wahl von

Y1
V3

keine eindeutige Lésung x besitzt. (2P)
Untersuchen Sie, ob flir die Matrizengleichung

A’ - B>=(A+B)(A-B)

gilt, ohne eine der vier Matrizen A%, B A+ B und A— B dabei zu
berechnen.
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Lésung A1/2022 Analysis
1.1 fx)=2-¢e*
fl(x)=2-¢e*
f(0)=2; f'(1)=2e
f01 2e¥dx = [2e*}) = 2e — 2
Geordnete Werte: 2;2e — 2; 2¢e
1.2.1 gkx)=x-sin(x); -1 <x <10.
Gemeinsamen Punkte von K, mit
der ersten Winkelhalbierenden
Yy =X.
Gemeinsame Punkte durch
Gleichsetzung:
x-sin(x) =x
x-sin(x) —x=0
x(sin(x) —1)=0
Satz vom Nullprodukt:

x1 _ O / 111(00) 7 8 9 10i’J 12
sin(x)—1=0 :

sin(x) =1 4

Xy = %; X3 = Xo + 21 = 27'[ Powpred by GEOGEBRA.org

Berihrpunkte mussen gleich Steigung haben.
g'(0) =0 = Kkein BerlUhrpunkt

g(x) = x - sin(x)

g'(x) = sin (x) + xcos(x)

g'(5) =sin(5) +5-cos () =1
g’(gn) = sin (g ) +ETL’ © COS (gn) =1
Die Steigung von y = x ist ebenfalls 1. Die Punkte
P, (EE) und ist P; GnEn) sind Beriihrpunkte.
1.2.2 G(x) = —xcos(x) +sin(x); -1 <x <10
Wir bilden G'(x):
G'(x) = —cos(x) + xsin(x) + cos(x) = xsin(x) q.e.d.
Stammfunktion von g durch P(0|7) enthalt.
G(x) = —xcos(x) + sin(x) + C
7 =—0-cos(0) +sin(0) +C | Punktprobe mit P(0]7)
c=7
G(x) = —xcos(x) + sin(x) + 7
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1.3 Allgemeine Form einer quadratische Funktion:
p(x) =ax?+bx+c
Wir bendtigen 3 Bedingungen zum Ldsen der
Koeffizienten a, b und c.
(I) 1=a-0+b-04+c = c=1]| Punktprobe mit (0]|1)
(II) p'(0)=-4 |
Orthogonalitatsbedingung
p'(x) =2ax+b
—4=2-0+b
b=—4
(I1)  p(x) =p'(x) =0
2ax —4 =0

Lésung A2-1/2022 Stochastik
2.1.1 Baumdiagramm

Powered by GEOGEBRA.org
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2.1.2 Durchschnittliche Anzahl Wirfe.

2.2

Sei X die Anzahl der Wirfe mit dem Ereignisraums

O ={Z;KZ;KKZ,KKK} mit den Wahrscheinlichkeiten
P(Z) = %; P(KZ) = i; P(KKZ) = é und P(KKK) = é
Damit ergibt sich der Erwartungswert
EX)=1-2+2-2+3-2+3.2=12=175

Die durchschnittliche Anzahl der Wurfe betragt 1,75.

(1) Binomialverteilung mitn=5 und p = % far Zahl und
k=1.
oy (5 (1\' 1\ 1\° 5 _ 1
Buos =1 =(3)-G) -(G) =5-() =5>3
Die Aussage ist korrekt.

(2) Wegen der identischen Wahrscheinlichkeit p = % fur Kopf und

Zahl sind die Wahrscheinlichkeiten symmetrisch zum
Mittelwert.

Zwischen 3 und 4 liegt die Zahl 2,5. Somit gilt diese Aussage
fur 5 Wurfe.

Aufgabe A2-2/2022 Stochastik

2.1

E,: Der Spieler hat drei verschiedene Bilder gezogen.
2 2 2 8 2

P(E,) = P(BDK,BKD,DBK; DKB,KBD; KDB)6 - = - = 2 _2

6 6 6 369

E,: Der Spieler hat genau einmal einen Buben gezogen.
2 4 4 16 4

P(E;) = P(BBB,BBB,BBB) =3 —-—--=—=_
E;: Der Spieler hat mindestens einmal einen Buben oder
mindestens zweimal einen Kénig gezogen.
A: Mindestens einmal einen Buben gezogen
B: Mindestens zweimal einen Kbnig gezogen
R 3
P(4)=1-P({BBB}) =1-(3) =2

6 27
_ 2 5

P(B) = P(KKK,KKK,KKK; KKK) = 3 - (g) = (_) _7
Nach dem Additionssatz gilt:

P(E;) = P(A) + P(B) — P(ANB)

3
P(ANB) = P(KKB; KBK; BKK) = 3 - (g) = é
1 23

19 7
P(Es) = +5,-5=5
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2.2
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Aufgabe zum Erwartungswert

A: Zweimal das gleiche Bild
B: Dreimal das gleiche Bild
C: Alle anderen Kombinationen

P(A) = P(KKK,KKK,KKK; BBB, BBB, BBB; DDD,DDD,DDD)
2\? 4 2

P(A)—B-(B-(g) .g) -2

P(B) = P(KKK,BBB,DDD) =3 - (=

P(C)=1-P(A)—P(B)=1-— §
Auszahlungen:

P(A) =x; P(B)=18; P(C)=0
E(X)=x-2+18-2+0->
Wegen fairem Spiel muss E(X) = 0 sein, also
x-2418-240-2=5

) 3 9 9

-x =3

3

x =4,5

Die Auszahlung flr Zweimal das gleiche Bild muss 4,50 €
betragen, damit das Spiel fair ist.

3

N———"

\Olb—\
oin

Losung A3.1/2022 Vektorgeometrie

3

3.1

Viereck ABCD mit den Eckpunkten A,B,C und D.

AB=| 2 |; BC={0]|; CD=|-2];
—2 1 2

DA =—CD — BC — AB

. -1\ /2 1 —2
oi=—(2)-(0)-(2)-(5)

2 1 —2 -1
Nachweis, das Viereck ein Rechteck ist:
Es muss gelten |AB| = [CD| A 4B o BC = 0 A |AB| # |BC|
|AB|=V1+4+4=3; [(D|=VvIi+4+4=3;

C|=vAT0+1=15

|BC|

1y 2

ABoBC=<2>°<O>=2+O—2=O
—2/ \1

Die genannten Bedingungen sind erflllt, das Viereck
ABCD ist ein Rechteck.
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3.2

3.3

\ Ab/turaufgaben Teil 1,
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Koordinaten des Punktes A, flr Schnittpunkt Diagonalen
gleich M(3,5|4|1,5).
OM = 04 + > 4B +~BC

0A=0M—§AB—§‘B—C’

3,5 0,5 1
=) (2)-(2)

1,5 -1 0,5
. 2
OA=<3)

2

Der Punkt hat die Koordinaten A(2]3|2).

Streckung des Vierecks ABCD mit VergroBerung der
Fldche mit dem Faktor 5:

Bei VergrdéBerung einer Flache andern sich die
Seitenlangen mit dem Faktor der Wurzel der
FlachenvergréBerung.

Beispiel Strecke BC = |[BC| =

VergréBerung der Strecke mit Faktor v/5 ergibt:

BC =+/5-4/5=5.

Lésung A3.2/2022

3
3.1

Gerade g geht durch die Punkte A(2|-2|2) und B(2]4]5).
Begriindung, dass g parallel zur x,x;-Koordinatenebene
ist:

Geradenglelchung aufstellen:

g: X = OA+t-AB

2 2—2
g: 5&=<—2>+t-<4—(—2)>
2 5—-2
2 0
g: 55=<—2>+t-<6>
2 3

Alle Koordinaten von g haben als x;-Koordinate die
Konstante 2. Die Gerade verlauft parallel zur x,x;-
Koordinatenebene. Da die x,-Koordinate nicht Null ist,
verlauft die Gerade g nicht in der x,x;-Koordinatenebene.
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3.2

3.3
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Punkt P auf g, sodass 2:1 das Verhaltnis der
Streckenldngen AP: BP ist:

Die Strecke AB wird damit in 3 gleiche Teile geteilt. Damit
ist:

OP = 0A +=- 4B

/2 0 2
7 (2) 3 (e)- ()

2 3 4
Der Punkt hat die Koordinaten P(2|2|4).

Nachweis, dass die Vektoren AB und MC zueinander
orthogonal sind mit €(4|2]|1,5) und M(2]1|3,5) auf g.

0 42 2
E=<6);Wf=< 2—1 >=(1>
3 1,5—3,5 —2
0 2
<6>o(1):o+6_6=0
3/ \-2

AB 1 MC

Abstand von C zur Geraden g:

DaMeg AAB L MC ist |MC| Abstand des Punktes ¢ von
g-

|IMC|=v4+1+4=3

Der Abstand des Punktes C von g betragt 3 LE.
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Losung A3.1/2022 Matrizen und Prozesse

3

3.1.1

3.1.2

3.2

11
1 0

S={: 1 ;Ez(o 1)

4 2
Vereinfachung des Ausdruck (S* + S +S>+S—E) - X = X:
Esqgilts-x=x
§$2.x=85-S-Xx=8-%X=%
$3.¥X=8§-5-8SXx=8S-xXx=%
s*.¥x=5-5-§-SX=8S-%=%
E-x=

X
54-55 s3 x+S2 X+8* X—E-X=X+X+X+xX—Xx=3x.
S X!

1 1

s 1) ()= (o)

31 \x X2

4 2
1 1 3 1
-X1+-x,=%x; P —=X; = —=X
§1 %2 1 4§1 122
-X41++-x,=x e 4 -X1 ==X
2 X1 T 5X2 = X2 2 X1 = 5 X2

Die Addition der beiden Gleichungen fihrt zu 0 =0
Das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen.
Laut Aufgabenstellung ist nur eine Losung gefragt.

Wir wéhlen x, frei mit z. B. x, = und erhalten dadurch

4
X, = 2. x—<2>

Beurteilung der Aussage:
st M eine beliebige stochastische Matrix vom Format
2x2, so ist S- M eine stochastische Matrix."
M sei eine stochastische Matrix.
. a b
Es g”tM_(l—a 1—b)
wobei 0 <a<1und0<bh<1 gelten muss, damit alle
Elemente der Matrix nicht negativ sind.

11 , 1ol 1, 1p41 1,
sm=(1 1), -l
B —a — = - S
4 2 4 +2 Za 4b 2 Zb
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—ia+% —ib+%
S'M=

Za+:  ch+-

4" 2 a4 2

Kontrolle, ob §-M eine stochastische Matrix ist:

1) Die Summe der Spalten ergibt jeweils 1.

2) Dao0<a<1und0<bh<1ist, sind alle Elemente
der Matrix S - M nicht negativ, damit ist auch diese
Bedingung erfllit.

S - M ist eine stochastische Matrix.

Losung A3.2/2022 Matrizen und Prozesse

4 2 3 5 7 6
3 A=<0 2 0) und B=(4 2 1)
0 0 1 4 2 1

3.1 Inverse von A.

I r4 2 3]1 0 O «— 311+
11 <O 2 00 1 0)
r\xo o0 110 0 1
I r14 2 0j1 0 -3 — /I -]
11 <O 2 00 1 O)
r\xo o 110 0 1
I /—4 0 0]-1 1 3\ «— :—4
II(O 2 00 1 O) «— :2
amrxo o0 110 0 1

1 1 3
I (1 0 Ol —% 2
i\o o 1%z °

0 O 1
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3.2

3.3

!
at=|
0
0
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0

1
2
0 1
V1
Begriindung, dass B-x = A - y flir jede Wahl von y = <y2>
V3
keine eindeutige Losung x besitzt.
B-x=A-y | -B~!von links
Xx=B1-A-y
Wegen Det(B) = 0 existiert keine B~1, die Gleichung ist flr
jeden Vektor y unlésbar.

Untersuchung der Matrizengleichung A% — B?:
Wir multiplizieren aus:
(A+B)(A-B)=A*-A-B+B-A— B?

Diese Gleichung gilt nur, wenn AB = BA ist.
Wir prifen A - B:

4 2 3 5 7 6 40 ... ..
(o : 0)-(4 2 1)( )

0 0 1 4 2 1
Wir prifen B - A:

5 7 6 4 2 3 20 ... ..
<4 2 1).(0 : o)( )
4 2 1 0 0 1

Und sehen bereits in der 1. Zeile, 1. Spalte, dass das nicht
stimmt. Somit ist (4 + B)(4 — B) # A?> — B?
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