Ab/turaufgaben Teil 4\
>Berufsgymna51en (Ag BTG, EG, SGG, TG>WG)

Abitur Vektorgeometrie BG (Teil 4 mit Hilfsmittel) Musteraufgaben

Aufgabe Al
1. Gegeben sind die Punkte A(2]0]1), B(—1]2|1), €(1]5]4) und D(3]0]5).

1.1 Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC rechtwinklig ist.

1.2 Die Punkte 4, B, C und D sind die Eckpunkte einer Pyramide. 4P
Zeichnen Sie die Pyramide in ein raumliches Koordinatensystem.
Beschreiben Sie die besondere Lage der Punkte A4 und D im
Koodinatensystem.

1.3 Die Punkte 4, B und C liegen in der Ebene E. 8P
Geben Sie die Koordinatenform von E an.
Prifen Sie, ob der Punkt P'(-5,5|-8|14) der Spiegelpunkt von
P(6,5/10] — 12) bezuglich der Ebene E ist.

Aufgabe A2

1. Gegeben sind die Gerade g sowie die Ebene E durch
1 0 0 3
g:f=<—3>+t-<1);t€]}@ und E: f—<0>]°<—2>=0
2 -1 -1 1

1.1 Bestimmen Sie den Abstand, den E zum Ursprung hat. 3P

1.2 Zeigen Sie, dass sich die Gerade g und die Ebene E in einem Punkt 6P
schneiden.
Bestimmen Sie die Koordinaten des DurchstoBpunktes und berechnen
Sie den Schnittwinkel.

1.3 Die Ebene F verlauft durch den Punkt A(—5|0|1) und ist orthogonal zur 6P
Geraden g. Welche Lage hat F im Koordinatensystem?
Begriinden Sie, dass sich die beiden Ebenen E und F in einer Geraden
schneiden.

Aufgabe A3

1.1  Gegeben sind die Punkte A(0]4|0), B(0]0|2) und C(4|0]0). 5P
Zeige, dass das Dreieck ABC gleichschenklig ist.
Erganze das Dreieck ABC zu durch einen Punkt D zu einer Raute.
Berechne die Innenwinkel der Raute.
Zeige, dass die Raute in der Ebene E: x; + x, + 2x; = 4 liegt.

1.2 Gegeben sind die beiden Ebenen 5P

7 1 1
El: 2x1—2x2+x3=—1 Und E2£=<7>+S'<1>+t'(3>; s;t € R.
5 0 4

Zeige, dass die beiden Ebenen parallel zueinander sind.

Die Ebene E; ist parallel zu E; und E, und hat von beiden Ebenen
denselben Abstand.

Bestimme eine Gleichung der Ebene Ej;.
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\ Ab/turaufgaben Teil 4
>Berufsgymna5|en (Ag BTG, EG, SGG, TG>WG)

Abitur Vektorgeometrie BG (Teil 4 mit Hilfsmittel) Musteraufgaben
1.3  Ein Wirfel besitzt die Eckpunkte 0(0]0]0), P(6]0]0) und 5P
Q(0]|6|0). Gegeben ist auBerdem die Ebene E: 3x, + x3 = 8.
1.3.1 Stelle den Wiirfel und die Ebene E in einem Koordinatensystem dar.

1.3.2 Berechne den Winkel, den die Ebene E mit der x;x,-Ebene
einschlieBt.
Bestimme den Abstand von E zur x;-Achse.

Aufgabe A4
1. Die Punkte A(1|2|4), B(1|2|1) und C(5|2]|4) sind die Eckpunkte eines
Dreiecks.

1.1 Zeichne das Dreieck ABC in ein dreidimensionales Koordinaten- 3P
system. Welche besondere Lage hat das Dreieck ABC?

1.2 Untersuche, ob das Dreieck ABC gleichschenklig ist. 4P
Zeige, dass das Dreieck ABC rechtwinklig ist.

1.3 Betrachte nun Pyramiden ABCD mit der Grundflache ABC. Das
Volumen dieser Pyramiden soll 4 Volumeneinheiten betragen.

1.3.1 Bestimme einen geeignete Punkt D. 4P
Beschreibe die Lage von allen mdéglichen Punkten D.
7
1.3.2 Untersuche, ob die Gerade g: x =s - <6>; s € R 4P
9

jede dieser Pyramiden schneidet.

Aufgabe A5
1. Die Ebene E enthalt die Punkte A(6]1]0), B(2|3]|0) und P(3|0]2,5).

1.1 Bestimme eine Koordinatengleichung von E. 5P
Stelle die Ebene E in einem Koordinatensystem dar.
Unter welchem Winkel schneidet E die x;-Achse?
(Teilergebnis: E: x; + 2x, + 2x3 = 8)

1.2 Zeige, dass das Dreieck ABP gleichschenklig ist. 7P
Das Viereck ABCD ist ein Rechteck mit Diagonalschnittpunkt P.
Bestimme die Koordinaten der Punkte C und D.
Es gibt senkrechte Pyramiden mit der Grundflache ABCD und der Hohe
12. Berechne die Koordinaten einer Spitze dieser Pyramiden.

1.3 Welche Punkte der x,-Achse bilden jeweils mit A und B ein 3P
rechtwinkliges Dreieck mit der Hypothenuse AB?
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Abitur Vektorgeometrie BG (Teil 4 mit Hilfsmittel) Musteraufgaben

Aufgabe A6

1.

1.

1

1

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(4|1]|2),
B(3]0]6) und C(11|8]|10) gegeben.

1 Die Punkte 4, B und C sind die Eckpunkte eines Dreiecks. 3P
Zeige, dass dieses Dreieck einen rechten Winkel im Punkt B aufweist.

.2 Ein StBwarenhersteller beauftragt eine Werbefirma, eine neue Form 6P

Flr eine Verpackung zu kreieren. Die Werbefirma schlagt ein gerades
Prisma mit dreieckiger Grundflache vor.

Berechne das Volumen der Verpackung flr den Fall, dass A, B und C
Eckpunkte der Grundflache sind und die Deckflache in der Ebene
H: —x; +x, =17 liegt.

6 1
.3 Gegeben ist die Gerade g: ¥ = (3) +t ( 1 >; t € R. 6P

3 —4
Die Gerade h verlauft durch die Punkte 4 und B.
Bestimme den Abstand der beiden Geraden.

Aufgabe A7

1.

1

1

1 Ermittle die Lagebeziehung der Ebene E und der Geraden g: 5P

3 1 1 -1 -1
E:x=(-3|+r-|-2]|+s-|-5);rns€ER;, gix=(5|+t-|1];tR.
8 2 8 0 0

.2 Die Punkte A(4]0]0), B(0]4]0) und €(0]0|8) sind die Eck- 5P

punkte eines Dreiecks.
Zeige, dass es sich um ein gleichschenkliges Dreieck handelt und
berechne die GréoBe des Winkels ACB.

.3 Ermittle die Koordinaten eines Punktes D, der das Dreieck zu 5P

einer Raute erganzt.
In die Raute soll ein méglichst groBer Kreis einbeschrieben werden.
Ermittle den Radius des Kreises.
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. Losungen
Abitur Vektorgeometrie BG (Teil 4 mit Hilfsmittel) Musteraufgaben

Losung Al

1.1

1.2

1.3

Das Dreieck ABC ist rechtwinklig, wenn das Skalarprodukt zweier
Seitenvektoren den Wert Null hat. Hierzu bendétigen wir zunachst alle

Seitenvektoren.

. [-1=2 -3 4 -2 2 . [1-(-D 2

AB=<2—0>=<2> =<5—0>=<5> BC=< 5-2 >=<3>
1-1 0 1-1 0 4—-1 3

. -3 2
ABoBC=| 2 |o|3]=-6+6+0=0
0 3

Wegen 4B o BC = 0 ist das Dreieck bei Punkt B rechtwinklig.

Zeichnung siehe Grafik links.

Besondere Lage von 4 und D: 13
Die x,-Koordinate der beiden .
Punkte ist 0, also liegen beide

Punkte in der x;x;-Ebene. a

L2

I

Powered by GEQGEBRA.org

Koordinatenform der Ebene E:

o -3\ /2 6
k-ABxAC=k-| 2 |x[5|=1-( 9
o/ \o -13

6x1 +9x, —13x3=d
6-2+9-0—-13-1=d
12-13=-1

E: 6x1 +9x, —13x3 = —1
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\ Ablturaufgaben Tell 4

Losungen

Abitur Vektorgeometrie BG (Teil 4 mit Hilfsmittel) Musteraufgaben
Spiegelpunkt P':
P’ ist Spiegelpunkt von P sofern gilt:
1. PP =k-m
2. 0¢ mit5-(0P+0P")€ E

- 55-6,5 12
PP’ = ( -8-10 ) = (—18) =-2'n; | Die erste Bedingung ist erfullt.

14 — (-12) 26

N

6:05+9-1—-13-1<-1 Punktprobe von Q in E
-1=-1 | Die zweite Bedingung ist erfullt.
P’ ist Spiegelpunkt zu P beziiglich der Ebene E.

Losung A2

1.1

1.2

Abstand von E zum Ursprung:

=L . 1~
d—m 1= 0,267

E hat etwa 0,3 LE Abstand zum Ursprung.

gnE
Aus g folgt:

x1=1, x==-3+¢ x3=2-—1t
eingesetzt in E:

)
-

3+6—-2t+3—-t=0

12-3t=0= t=4
DurchstoBpunkt P:

=)o ()= (2)

Die Koordinaten des DurchstoBpunktes sind P(1|1| — 2).
Schnittwinkel zwischen g und E:

LG

sin(@) = [Tvgong| |-2-1]
$) = grmel VZia

=7i/0 3
)
-1 1
@ = arcsin (\/%) ~ 34,5376

Der Schnittwinkel zwischen g und E ist etwa 34,54 ° groB.
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b Ab/turaufgaben Teil 4

> Berufsgymnasien- (>AG BTG, EG,SGG, TS WLG) |
osungen

Abitur Vektorgeometrie BG (Teil 4 mit Hilfsmittel) Musteraufgaben
Ebene F:
Wegen g orthogonal zu F ist der Richtungsvektor von g gleich dem
Normalenvektor von F.

-5 0
T
1 -1

F: xz_xg_(_1)=0

F: xz - x3 = _1
Wegen der fehlenden x;-Koordinate verlauft die Ebene F parallel zur x,-Achse.

F:

Losung A3

1.1

Das Dreieck ABC ist gleichschenklig, wenn es in zwei Seiten Gbereinstimmt:

. 0 . 4 . 4
AB=|-4]; AC=|—-4|; BC=1| 0
2 2 -2

Wegen |AB| = |BC| A |AB| # |AC| ist das Dreieck gleichschenklig.
Punkt D:

I 0+4 4
OD=0A+BC=|4+0]|=| 4
0-2 -2

Koordinaten von D(4|4| — 2).
Innenwinkel der Raute: Schnittwinkel zwischen Vektoren. Es genugt, z.B.
den Winkel zwischen 4B und BC zu berechnen, da der Winkel zwischen AD
und DC genauso groB ist und die anderen beiden Winkel jeweils die
Erganzung 180° sind.

) _ -4 _ 4 _1

<4Bc: .

mw _

cos(%anc) = GFiae — (‘i)( ) = oV 20 s
2 I\

Lppc = Arccos (5) =101,53°

qADC == qABC - 101,53 °

Lpap = 180° — L5, = 180°— 101,53 ° = 78,47 °
Lpcp = ¥pap = 78,47°

Raute in Ebene E:

o al, o

0+4+0=4 wahre Aussage | Punktprobe mit 4
0+0+2-2=4 wahre Aussage | Punktprobe mit B
4+0+0=4 wahre Aussage | Punktprobe mit C
4+4+2-(-2)=4

wahre Aussage | Punktprobe mit D

(Hinweis: Die Punktprobe mit Punkt ist nicht notwendig, da Punkt aus einer
Linearkombination von 04 und BC errechnet wurde.)
Die Raute liegt in der Ebene E.

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir schule und Studium

—www.fittin-mathe-online.de

Dr.-Ing. Me}nulf Maller [ webm aster@fit- lrumathe -online.de \)



{ =
L

1.2

1.3.1

1.3.2

Losungen

Abitur Vektorgeometrie BG (Teil 4 mit Hilfsmittel) Musteraufgaben
Bestimmung der Koordinatengleichung von E,:

SRR

1
Ey: 2% —2x,+x3=d
2:7—-2-7+5=d
d=5
Ey: 2x —2x,+x3=5
Wegen ng, = ng, NE, # E, sind die beiden Ebenen echt parallel.

Da der Parameter d MaBzahI des Abstands einer Ebene zum Ursprung ist,

berechnet sich d; aus =4 dl = %‘D =3

E3: 2x1 2x2 + X3 = 3

Wirfel und Ebene E: ‘ N
Fir die Ebene werden die Spur- R
punkte benétigt:

Da in der Ebenengleichung die

x,-Koordinate  nicht vorkommt, |/ g | 18
verlauft die Ebene parallel zur . L2
x1-Achse. ; N | 5
8 e ;
Sk, (0[5]0); S, (0l018) NN B
i i i i -2 i
Berechnung des Winkels: . o

Schnittwinkel von Ebene/Ebene ,,,';2737?7'_1Q§9179|0 ¢ /g
uber cos. NRZul 7

pel_.

1 8

_ Ingjong,|

€os(@) = syl (0) (0) = V1o Y
KEIRINY s
1 1 ZE.
a = arccos (\/%) = 71,6 o Powered by GEOGEBRA.org ’
Abstand von E zur x,-Achse:
. 3xZ—X3—8 _
E: = 0 | HNF
E: d(AE) = F = 2,53 | Abstand z.B. Uber Punkt A(0]/0]0)

Die Ebene E hat von der x,-Achse den Abstand 2,53 LE.
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Abitur Vektorgeometrie BG (Teil 4 mit Hilfsmittel) M&steraufgaben
Losung A4

1.1

1.2

1.3.1

Das Dreieck ABC liegt in einer Ebene,
die parallel zur x;x;-Ebene verlauft,
da alle x,-Koordinaten denselben
Wert aufweisen.

AB=<O>; AC=<O>; BC =
-3 0

|4B| = |BC| # |AC]|
Dreieck ABC nicht gleichschenklig.

)

Wegen |4B| o |AC| = 0 ist das Dreieck

Wegen
—_ —_— O
ABoAC=| 0

-3

4
0]=0
0

ABC bei A rechtwinklig.
Ebenengleichung der Grundflache:

)

0
ene=( 0 )x(
-3

E: x2=d
2=d
E: x2=2

Sei D(1|x,|4), dann gilt: 4D = (

@)

(2

VPyr

(3

| — 12x, + 24| = 24

le

=0; x2,=4_

4
0
0

-3

=24

Beispiel fir mogliche D:
D, = (1]0]4); D, = (1]4]4)
Alle mdglichen Punkte D liegen in einer der parallelen Ebenen, die von der

Ebene durch 4, B und C den Abstand 2 haben, also:
x2=0; Ez: x2=4

El:

0
-2
0

g

ist das

X2

)=

¢A(1]2]4),

K B(1|2[1)

5]
3]

0
_2)
0

Powered by GEOGF]

BRA.org

2 3 :I:é
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J Losungen
Abitur Vektorgeometrie BG (Teil 4 mit Hilfsmittel) Musteraufgaben

1
1.3.2 E: x,=2; g:X=s-(3 D
4 ° 9
Eng : £
X, =35 = s =§ A(1|21/€;)-7
7 3 1 o
= (31213) /| i
Da 4, B, € und S dieselbe x,-Koordinaten IR ‘<7 : )
roo . - C(5]2]4 3 VS| 1218
haben und auBerdem 0<s<1, ist S ein (51214) ’< 7
gemeinsamer Schnittpunkt von g mit allen B(1[2[1)
Pyramiden, die ABC als Grundflaiche ———— °/o T 3 3 ¢
besitzen. Bl
3 /-1 4
z —
g))g=s-| 6
S7C5 K <9>
Y powered by GEQGEBRA.org

Losung A5

1.1

1.2

—4 -3 1
ﬂa’=<2>; ﬁ’:(—l); ﬁ=<—3>
0 2,5 2,5

—4 -3 5 1

k-n—EZ’=<2>x(—1>=<1O>=5-<2>
0 2,5 10 2

E: x1+2x2+2x3=d
6+2+0=d= d=8
E: x1+2xZ+ZX3=8 3= C_

87
Spurpunkte: ‘ 3

g
Sx1(8|0|0); Sx2(0|4|0); Sx3(0|0|4) aml B
Schnittwinkel mit x;-Achse Uber sin: Powered by GEOGEBRAlorg

)

a = arcsin (3) =19,47°

sin(a) =

Wegen |AP| = |BP| A |AP| # |AB| ist das Dreieck ABP gleichschenklig.

L (6 -3 0

0C=0A+2-AP=(1)+2-<—1)=<—1>
0 2,5 5
6 -2 4

0D = 04 + BC <1>+<—4>=<—3>
0 5 5

Die Koordinaten sind C(0|-1|5) und C(4|-3]5).
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Losungen

Abitur Vektorgeometrie BG (Teil 4 mit Hilfsmittel) Musteraufgaben
Die Spitzen der Pyramiden liegen auf der Geraden durch P mit dem
Normalenvektor von E als Richtungsvektor.

1
n—E»=<2>; gl = VAT A+ T =3
2

3 1
051,2=W5J_r4-n—e’=<0>i4-<2>
2,5 2
. 7\ . (-1
10,5 -5,5

(Hinweis: Die Spitze einer senkrechte Pyramide muss nicht unbedingt durch
den gegebenen Punkt P gehen. Senkrechte Pyramiden sind alle
Pyramiden, deren Spitze in den parallelen Ebenen zu E im Abstand
von jeweils 12 LE liegen. Somit unendlich viele andere Losungen
denkbar.)

1.3 Der Punkt auf der x;-Achse sei Q(q,]0]0). Die g,-Koordinate von Q lasst sich
aus AQ o BQ = 0 errechnen.
‘h 6 ‘h - 2
AQ = ; BQ =
0 O
g1 —6 q1 — 2
-1 o -3 =0
0 0
qi —8q1+12+3=0
q?—8q; +15=0
G, =41V16-15=4+1
q1, = 5; q1, =3
Die Punkte Q,(5/0]0) und Q,(3]0]0) bilden mit A und B ein rechtwinkliges
Dreieck mit dem rechten Winkel bei Q.
Losung A6
. -1 . AN 8 b
1.1 AB= (—1); AC = (7); BC = (8) B(3(0/6) 5 C(11|8]1_08)-9
_ _\4 8 4 ‘ .
ABoBC £ 0 | -6

-1 8
(=1)+(5) -85+ 160
4 4

Wegen AB o BC = 0, ist das Dreieck ABC
bei rechtwinklig. R T ipyt

A(4[12)

7 VL1 -3
a Patvered by GEOGEBR{.org
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; . Losungen'
Abitur Vektorgeometrie BG (Teil 4 mit Hilfsmittel) Musteraufgaben

1.2 Wir bestimmen den Flacheninhalt des Dreiecks ABC. Wegen Rechtwinkligkeit
bei B ist dies - - [4B| - [BC| = - V18- V144 = 6 - VI8.
Nun bestimmen wir noch den Abstand z. B. des Punktes A von der Ebene H
Uber die HNF.
] _l=xatxp-17]  |-441-17) o0 _
d(4;H) = ——="—7—=6"20 V9 =360
Das Volumen der Verpackung betragt 360 VE.
1.3 Gerade durch A und B:
4 -1
h: x = <1>+S-<—1>
2 4
Wegen der Gleichheit der Richtungsvektoren von g und h sind die beiden
Geraden parallel.
Abstand zweier Geraden:
d(g;h) = W mit P, P, als Vektor zwischen den beiden Aufpunkten und 7, T4
g
als Richtungsvektor einer Geraden.
6—4 2
PP, = <3 - 1) = (2)
3-2 1
2 -1 9
<2> (‘l> (‘9> T _ VT _
. — I\l 4 — 0 —
4
Der Abstand der beiden Geraden betrégt 3 LE.
Losung A7

1.1 Koordinatengleichung von E:

ENORURE G
()

E: le+2xZ+x3=d
2:3+2-(-3)+8=d= d=8
E: 2x1+2x2+X3=8

2 1
@’o?@=(2>o(1)=2+2—4=0
1/ \-4

E und g sind parallel.

Punktprobe mit Aufpunkt von g in Ebene E:
2:(-1D)4+2-5+0%8

8=8

Die Gerade g verlauftin E.
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Abitur Vektorgeometrie BG (Teil 4 mit Hilfsmittel) Mdsteraufgaben

[ (=4 . /0
1.2 AB=<4>; AC=<0>; BC=<—4>
0 8 8
Wegen |AC| = [BC| A|AB| # |AC| ist das Dreieck ABC gleichschenklig.
<AcB’
-4 0
e, _|3H5)
({ ) _ |ACeBC| __ 8 8 _ 64 _ ﬁ
cos(acp) = [AC[BC| <—04> ' <_04> T Vi6+64/16+64 80
8 8
L cp = arccos G) = 36,87°
1.3 Punkt D fur Raute:
o 4 0 4 o
OD=0A+CB=<O>+<4>=<4> ‘3.4 C(0]0]8/)
o/ \-8 -8 B \ N
Wegen der Raute, ist der Mittelpunkt des . . . @ @ JL N @ 0o 0
Kreises identisch mit dem Mittelpunkt der . . Lifs ,,L,,.,,_;,,_,s,.g'” ,,,,,,,
Raute. Dieser liegt in der Mitte der Strecke . . . . L SR, At
AB. - 5| - - 4 77777777777
- 1 — — 2 3 ‘ : 21~ ‘ -
0M=—(OA+OB)=<2> ‘ 3 /1 -------- 3
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