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> Zu besondéren Pyramiden > =

Themenerlauterung

Ahnlich dem Kapitel ,Quadratische Pyramiden" geht es in diesem
Kapitel um regelmaBige Pyramiden mit anderen Grundflachen als

einem Quadrat. Es kommen dreiseitige, flnfseitige, sechsseitige und
achtseitige Pyramiden vor. Die Aufgabenstellung entspricht der aus
Kapitel ,Quadratische Pyramiden®.

Die wichtigsten bendtigten Formeln

1.

Satz des Pythagoras
Ist im rechtwinkligen Dreieck ¢ die Hypothenuse (= langste Seite) und a
und b die beiden Katheten, so gilt:

c?=a?+b? bzw. c =+Va? + b2

a’? =c?—b? bzw. a =+Vc? — b2

b? =c?—a? bzw. b =+c?2—qa?

Die trigonometrischen Formeln

. Gegenkathete
sin(la) = ———
Hypothenuse
Ankathete

cos(@q) = ———
Hypothenuse
Gegenkathete

tan(a) = Jegentarnere

Ankathete
Die Hypothenuse ist immer die

langste Seite im rechtwinkligen
Dreieck und liegt dem rechten
Winkel gegeniiber. Hypotenuse c

Die Gegenkathete ist die Kathete, die dem Winkel, um den es geht,
gegeniiber liegt.

Die Ankathete ist die Kathete, die an dem Winkel, um den es geht, anliegt.

RegelméBige Dreieckpyramide

3.1 Volumen, Oberflache und Mantel
Das Volumen einer gleichmaBigen
Dreieckspyramide errechnet sich aus

|4 =§G -h mit G =“Tz~x/§ (Flache eines
gleichseitigen Dreiecks), a ist
Seitenkante der Grundflache, h ist die
Hbéhe der Pyramide.

Der Mantel der Pyramide errechnet
sich aus M =§a-hs, a ist Seitenkante

der Grundflache, h, ist die H6he eines
Seitendreiecks.

Die Oberflache der Pyramide
errechnet sich aus 0 =G+ M mit G =
2

a:~ 3 und M=§a~hs, a st
Seitenkante der Grundflache, h, ist  Powered by GEOGEBRA.0rg

die Hohe eines Seitendreiecks.
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3.2 Héhe der Pyramide
Je nachdem, welche Werte vorgegeben sind,
lasst sich die H6he h ermitteln:
12V

a) aus dem Volumen lUber h = 275

Seitenkante der Grundflache.
b) Uber die Seitenkante s und der Hohe h,

a ist

. . 2, \2
der Grundflache mit h = [s? — (;ha)

mit h, = - V3, a ist Seitenkante der

Grundflache.
c) Uber die Hohe hg eines Seitendreicks
und der der H6he h, der Grundflache

2 3
mit h = hg — (% ha) mit ha = %- \/§, a ist Powered by GEOGEBRA.org B
Seitenkante der Grundflache.

3.3 Hobhe der Seitendreiecke der Pyramide
Je nachdem, welche Werte
vorgegeben sind, 1asst sich die Hohe hg
der Seitendreiecke ermitteln:

a) aus dem Mantel Uber hg = %, a ist

Seitenkante der Grundflache.
b) Uber die Seitenkante s der Pyramide
und der Seitenkante a der

a 2
Grundflache mit hs = |s2 - (5)

c) Uber die H6he h der Pyramide und
der Hohe h, der Grundflache mit

2 N
hS = hz - (% ha) mlt ha = %' \/§, a ISt Powered by GEOGEBRA.com B
Seitenkante der Grundflache.

3.4 Léange der Seitenkante der Seitendreiecke
Je nachdem, welche Werte vorgegeben
sind, lasst sich die Lange s der Seitenkante
der Seitendreiecke ermitteln:

a) Uber die H6he h der Pyramide und der
Hoéhe h, der Grundflache mit

2
h2+ (2h,) mit by =23, aist
Seitenkante der Grundflache.

b) Uber die H6he hg der Seitendreiecke
und der Seitenkante a der

2
Grundflache mit s = |hZ + (g) :

Powered by GEOGEBRA.org B
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4. Rege/maB/ge Sechseckpyramide ‘
4.1 Volumen, Oberflache und Mantel
Das Volumen einer gleichmaBigen
Sechseckpyramide errechnet sich aus
V=:G-h mit G=-a?-v3 (Flache
eines regelmaBigen Sechsecks), somit
2
V==h-v3. a ist Seitenkante der

Grundflache, h ist die Hohe der
Pyramide.

Der Mantel der Pyramide errechnet
sich aus M =3a-h,, a ist Seitenkante
der Grundflache, h, ist die H6he eines
Seitendreiecks.

Die Oberflache der Pyramide
errechnet sich aus 0 =G+ M mit G =

%az-\/g und M=3a-hy, a Iist
Seitenkante der Grundflache, h; ist
die Hohe eines Seitendreiecks.

(1}
Powered by GEOGEBRA.crg

4.2 HObhe der Pyramide
Je nachdem, welche Werte vorgegeben
sind, lasst sich die Hohe h ermitteln

a) aus dem Volumen tber h = 2\/_, a

ist Seitenkante der Grundflache.
b) Uber die Seitenkante s eines
Seitendreiecks und der Lange a
der Grundflache mit h = Vs2 — a?2.
c) Uber die Hohe hg eines Seiten-
dreicks und der Hohe r eines
Teildreieckes der Grundflache h =

hi—r2 mitr =23, aist
Seitenkante der Grundflache.

a
Powered by GEQOGEBRA.org

4.3 Hbhe der Seitendreiecke der Pyramide
Je nachdem, welche Werte vorgegeben
sind, lasst sich die Hohe hg der
Seitendreiecke ermitteln:

a) aus dem Mantel iiber hs =, a ist
Seitenkante der Grundflache.

b) Uber die Seitenkante s der
Pyramide und der Seitenkante a
der Grundflache mit hg = Vs?2 — a?

c) Uber die H6he h der Pyramide und
der H6he r eines Teildreiecks der
Grundflache mit hg = Vh? — r? mit

=~-v3, a ist Seitenkante der Powered by GEOGEBRA.org

Grundflache.
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4.4 Lange der Seitenkante der Seitendreiecke
Je nachdem, welche Werte vorgegeben
sind, lasst sich die Lange s der
Seitenkante der Seitendreiecke
ermitteln:

a) Uber die H6he h der Pyramide und
der Lange a mit
s =vVh? + a?, a ist Seitenkante der
Grundflache.

b) Uber die H6he hg der
Seitendreiecke und der halben

2
Ldnge a mit s = |hZ+ (g) , aist
Seitenkante der Grundflache.

Powered by GEOGEBRA.org

RegelméBige n-Eckpyramide

Die nachfolgenden Regeln und Formeln
werden beispielhaft an einer 5-Eck-
pyramide erlautert. Grundlage der
Betrachtung ist dabei die Grundflache,
die ja aus einem regelmaBigen n-Eck
besteht.

Wie du aus der Grafik erkennst, ist die
Grundflache des n-Ecks in n kongruente
Dreiecke unterteilt. Diese Dreiecke sind
gleichschenklig, das heiBt, a ist die
Grundeite und r sind die beiden gleich
langen Schenkel jeden Dreiecks. h, ist
die H6he dieser n Dreiecke. y ist der
Spitzenwinkel und « ist der Basiswinkel.
Wenn du nun die n Spitzenwinkel Powered by GEOGEBRA.0rg
zusammenzahlst, mussen ja  360°

herauskommen, denn einmal um die

Mittelpunkt herum entspricht ja 360°.

Aus dieser GesetzmaBigkeit heraus kannst du in jeder n-Eckaufgabe sofort

die GroBe der Winkel a und y bestimmen, denn es gilt:
360° o = 180°—y

n 2
Hast du die Winkel bestimmt, steht der Berechnung der Seitenlange r sowie

der Grundflachendreieckshohe h, nichts mehr im Wege.
Berechnung von r:

|2

(a]

r a a-sina .
=" = === | Sinussatz
sina siny siny
oder
2
a
hZ + (E) | Satz des Pythagoras

Flr letzteres bendtigst du jedoch zuerst die Berechnung von h,.
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Berechnung von hy:
2tana

hg
=z tana=>h— "

2

Weiterhin ermdglicht dir dies jetzt auch die Berechnung der Flache des
regelmaBigen n—Ecks.

Die Flache eines einzelnen Teildreiecks ist:

Apreicck =%-r2 - siny | trigonometrischer Flacheninhalt
oder

Apreieck = % “a-hy

Und hieraus dann die Flache des n—Ecks:

An—ger = 1" Apreieck = g -2 - siny bzW. Ay pex =1 Apreieck = % a- hy

5.1 Volumen, Oberflache und Mantel
Das Volumen einer regelmaBigen
Finfeckpyramide errechnet sich aus
4 =§G -h mit G =§-r2 -siny  (Flache
eines regelmaBigen n-Ecks), somit:
V=%-r2-siny-h.
Alternativ G =§- a - hy somit:
V==-a-hy-h. a ist Seitenkante der
Grundflache, h ist die Hohe der
Pyramide.
Der Mantel der Pyramide errechnet
sich aus M =§-a - hg, a ist Seitenkante
der Grundflache, h, ist die Hohe eines
Seitendreiecks.
Die Oberflache der Pyramide errech-
net sich aus 0 = G + M somit:
G =§-r2 -siny und M =§-a-hs.
Alternativ: G =Z-a-hyund M =>-a-h.
a ist Seitenkante der Grundflache, h, ist die Hohe eines Seitendreiecks.

Powered by GEOGEBRA.org

4.2 Hbhe der Pyramide
Je nachdem, welche Werte vorgegeben
sind, lasst sich die Hohe h ermitteln:
a) aus dem Volumen Uber

6V 6V
= — . alternativ h = .
n-re-siny n-a-hg

b) Uber die Seitenkante s eines
Seitendreiecks und der Lange a
der Grundflache mit h = Vs? —r2,

c) Uber die Hohe hg eines Seiten-
dreicks und der HOohe h, eines
Teildreieckes der Grundflache h =

2-tana

h2 — hZ mit hy = 2225 g st

. [}
Seitenkante der Grundflache. Powered by GEOGEBRA.org
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4.3 Hohe der Seitendreiecke der Pyramide
Je nachdem, welche Werte vorgegeben
sind, lasst sich die Hohe hg der
Seitendreiecke ermitteln:

a) aus dem Mantel Uber hg = %, a ist
Seitenkante der Grundflache.

b) Uber die Seitenkante s der
Pyramide und der Seitenkante a

2

des n-Ecks mit hg = [s? — (3)

c) Uber die Hohe h der Pyramide und
der H6he h, eines Teildreiecks der

Grundflache mit hg = [h? — hZ mit

2-tana

hgy = , a ist Seitenkante der
Grundflache.

4.4
Je nachdem, welche Werte vorgegeben
sind, lasst sich die Lange s der
Seitenkante der Seitendreiecke
ermitteln:

a) Uber die H6he h der Pyramide und
der Lange r der Seitenkante eines
Teildreiecks der Grundflache mit

= VRT 12, = Lsine,
siny
b) Uber die H6he hg der
Seitendreiecke und der halben

2
Lédnge a mit s = [hZ + () , aist
Seitenkante der Grundflache.

Ldnge der Seitenkante der Seitendreiecke

RS-Abschluss Ubungsaufgaben
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a
Powered by GEOGEBRA.org

a
Powered by GEQGEBRA.crg
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Ubungsaufgaben im Stil der Abschlusspriifung
Aufgabe Al
Von einer regelmaBigen flinfseitigen Pyramide sind gegeben:

s=14,8cm (Seitenkante)

h=12,3cm (H6he)

Berechnen Sie die Oberflache 0 der Pyramide.
Lésung: 0 = 499,5 cm?

Aufgabe A2

Gegeben ist eine regelmaBige dreiseitige Pyramide mit
s=78cm (Seitenkante)
he =7,1cm (H6he der Seitenflache)

Berechnen Sie das Volumen V der Pyramide.
Losung: V = 41,1 cm?3

Aufgabe A3

Das Volumen einer regelmaBigen sechsseitigen Pyramide ist 133,8 cm3 groB. Die
Kérperhdhe h ist 7,3 cm lang.
Berechnen Sie die GroBe der Mantelflache M der Pyramide.

Losung: M = 114,8 cm?

Aufgabe A4
Die Zeichnung zeigt einen zu
einem Parallelogramm
umgelegten Mantel einer
regelmaBigen achtseitigen
Pyramide. Es gilt:
M = 267,8 cm?
e=21,6cm

Berechnen Sie den Neigungswinkel e der Seitenkanten s zur Grundflache der
Pyramide.
Fir das Volumen einer zweiten Pyramide mit derselben Grundflache gilt:
V =2216,0 cm3.
Berechnen Sie die Kérperhdhe dieser Pyramide.
Lésung: € = 56,2 °
h=472cm
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Hinweis zu den Losungen
In den Graphiken stellen griine Linien, Werte und Flachen vorgegebene Werte,
rote Linien, Werte und Flachen gesuchte Werte und blaue Linien, Werte und
Flachen zu ermittelnde Zwischenwerte zur Erreichung der Endergebnisse dar.

Losung Al
Detaillierte Lésung:
Fir die Oberflaiche der Pyramide benétigen wir den Flacheninhalt der
Grundflache, diese ist ein regelmaBiges Flnfeck, sowie den Flacheninhalt einer
Seitenflache, jede Seitenflache ist ein gleichschenkliges Dreieck.
Lésungsschritte:
1. Berechnung des Flacheninhalts der s
Grundflache G. Hierzu bendtigen wir '
den Winkel y und die Strecke r.
Die Strecke r ermitteln wir Uber den Satz
des Pythagoras aus den gegebenen
Seiten h und s.
r2 =52 —h?=14,8% - 12,32

= 67,75 |V
r = 8,23
Der Winkel y errechnet sich aus:

=3 _ 720

. 5
Uber die trigonometrische Flachenformel

des Dreiecks erhalten wir den
Flacheninhalt der Grundflache Uber: h
G = % .r. siny = % 8,232 -sin72° = 161,0 Powered by GEOGEBRA.org

2. Berechnung des Flacheninhalts des Mantels der Pyramide aus funfmal dem
Flacheninhalt eines Seitendreiecks. Hierzu bendtigen wir die Strecke a sowie
die Seitenhdhe h;.
Die Strecke a ermitteln wir Gber den sin%, denn im Teildreieck der
Grundflache gilt:
sint =2 | Ty -2

2 r

a=2-r-sinl=2-823"sin36° = 9,67
Die Hohe hg des Seitendreicks berechnen wir nun Uber den Satz des
Pythagoras aus der bekannten Strecken h und der noch unbekannten

Strecke h,. FUr h, gilt:
Y hq

cos— =" | T
hy=1" cosg = 8,23 - c0s36° = 6,66
hs = /h? + hZ = /12,32 + 6,662 |  Satz des Pythagoras

hs = /195,65 = 14,0

Der Flacheninhalt eines Seitendreiecks ist nun:
Apcs =§- a- hg =§-9,67- 14 = 67,69.

Die Mantelflache der Pyramide ist also
M=5-Ag;s =5-67,69 = 338,45
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3. Addition von Grundfliche und Mantelflache ergibt Oberflache der Pyramide.
0=G+ M =161,0+ 338,45 = 499,45
Die Oberfldche der Pyramide betrdgt 499,5 cm?.

Losung A2
Lésungslogik
Mit Vp,, = ;- G - h bendtigen wir bei gegebener Hohe

h den Flacheninhalt ¢ der Grundflache. Bei einer
dreiseitigen Pyramide ist die Grundflache ein
gleichseitiges Dreieck mit der Kantenléange a. Die
Strecke h, halbiert den Dreieckswinkel y = 60°.
Berechnung der Strecke a Uber den Satz des
Pythagoras mit gegebenem s und hg.

Berechnung der Strecke h, Uber die H6henformel
eines gleichseitigen Dreiecks.

Berechnung von ¢ Uber die Flachenformel eines
Dreiecks.

Berechnung von h, Uber den tan30°.

Berechnung der Hohe der Pyramide Uber den Satz \
des Pythagoras. Powered by GEOGEBRA.org B
Berechnung des Volumens der Pyramide. ‘

Klausuraufschrieb

% =% _ 600 |  gleichseitiges Dreieck

a: % / =./7,82 —7,12 | Satz des Pythagoras
% V10,43 =323 = a = 6,46
ha he =>V3=323-V3 =560
G=5-a-hy=5646-56=1801
hq a
he,: tana = —*- | 2

2
hy. == tana = 3,23 - tan30° = 1,86
12

h: h= /h§ —h%=,/7,1%2 — 1,862 | Satz des Pythagoras
h =,/46,95 = 6,85

Veyri  Veyr =3°G-h=7-18,01-6,85 = 41,12

Die Pyramide hat ein Volumen von 41,1 cm3,
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Losung A3
Lésungslogik

Losungen

Kérper Grundflache

Powered by GECGEBRA.org

Mit Vpy, =§- G - h und der gegebenen Hdhe h der Pyramide kann der Flacheninhalt

G der Grundflache berechnet werden. Bei einer sechsseitigen regelmaBigen
Pyramide ist die Grundfldche ein Sechseck, welches in sechs gleichseitige

Dreiecke aufgeteilt werden kann. Jedes dieser sechs Dreiecke hat % der

Grundflache als Flacheninhalt.

Uber die Flacheninhaltsformel fiir ein gleichseitiges Dreieck kann somit a als auch
h, berechnet werden.

Damit ist es mdoglich, die Seitenhdhe hg Uber den Satz des Pythagoras zu
berechnen.

Hieraus wiederum ergibt sich der Fldcheninhalt eines Seitendreiecks.

Der Mantel der Pyramide ist dann 6—-mal der Flacheninhalt eines Seitendreiecks.

Klausuraufschrieb

G: Veyr =3°G+h | -3; :h
G = 3Veyr _ 31338 _ 55,0
h 73
AABM: AABM =% =_ 550—916
a: Aupm = aT-\/§ | Flache gleichseitiges Dreieck
2 4Aspm _ 4916
a* =M ="2—=2116 | v
a=4,6
hy: he =33 | Hohe gleichseitiges Dreieck
he ==-+/3 =398
hg: hs = \/h% + h2 = /7,32 + 3,982 | Satz des Pythagoras

hs = /69,16 = 8,32
Agps: Aaps =7@-hy =7-4,6-832 =19,136
Mpyr:  Mpy, =6 Agps = 619,136 = 114,816
Die Pyramide hat eine Mantelflache von 114,8 cm?.
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Losung A4
Lésungslogik

umgelegter Mantel

/&

4]

le sl

‘Powered by GEOGEBRA.org

1]

Grundflache &

Powered by GEQOGEBRA.org

Eine achtseitige Pyramide hat 8 Seitenfldchen als gleichschenklige Dreiecke. Uber
die gegebene Mantelflache M und die Lange e lasst sich hg ermitteln. Aus der
gegebenen Lange e errechnet sich a.

Berechnung des Innenwinkels « und %

Berechnung der Hohe h, Gber den tan%.

Berechnung von h Uber den Satz des Pythagoras.
Berechnung der Strecke r Uber den Satz des Pythagoras.
Berechnung des Winkels ¢ Uber den Tangens aus h und r.
Berechnung der Grundflache G des Achtecks.

Berechnung der Hoéhe h, der zweiten Pyramide.
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Klausuraufschrieb

hS:

hz:

AParallelogramm =e-hg

M 2678
he =2 =278 _ 1240
e 216
e 216
aQa=—-=—= 5’4
4 4
360° a
a==== 45°; 5= 22,5°
a
« 2
tan—- = 2%
hq
a
__2 27

h =\ hZ — h% = /12,402 — 6,522

h = /111,25 = 10,55
2 a\? — 2 2
n+(5) =V6522+27

49,80 = 7,06
tane = & =123 _ 1 4943
T 706
€ = tan~1(1,4943) = 56,2°
G=8-2-a-h,
G=8 % 54-652 = 140,832
1
prr == E . G . h
hy = 2Py — 32216 _ 479051
G 140,832

=~

Losungen
| e
| Achteck
| ~hg; : tan%

| Satz des Pythagoras

| Satz des Pythagoras

| acht Einzeldreiecke

| -3 : G

Der Neigungswinkel € der Seitenkante s zur Grundflache betragt 56,2°.
Die zweite Pyramide hat eine Héhe von 47,2 cm.

\
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