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Themenerlauterung

Im Kapitel Zusammengesetzte Korper geht es um die Berechnung
von Volumen und Oberfladche von zusammengesetzten Kérpern aus z.B.
Wirfeln, Quadern, Pyramiden, Kegeln, Halbkugeln usw. Es kommen
auch Aufgaben vor, bei denen ein Koérper aus einem anderen Koérper
»ausgebohrt®, ,ausgearbeitet™ wurde.

Bei diesen Aufgaben ist es wichtig zu erkennen, ob die Volumen der einzelnen
Kdrper addiert oder subtrahiert werden miussen, bzw. welche Oberflachen
J.verdeckt" sind bzw. ,nicht vorhanden™ und damit nicht mehr zur gesamten
Oberflache gehoren.

Einige Aufgaben sind auch mit der sogenannten ,Formvariablen e" gestellt.

Die wichtigsten bendétigten Formeln

1. Satz des Pythagoras
Ist im rechtwinkligen Dreieck ¢ die Hypothenuse (= langste Seite) und a
und b die beiden Katheten, so gilt:
c?=a?+b? bzw. c=+Va? + b2
a’? =c?>—b? bzw. a =+Vc?2 - b2

b?> =c?—a? bzw. b=+c? —qa?

2. Die trigonometrischen Formeln

, Gegenkathete
sin(a) = ——M——
Hypothenuse
Ankathete

cos(a) = ——
Hypothenuse
Gegenkathete

tan(a) — Zegenrainere

Ankathete
Die Hypothenuse ist immer die

langste Seite im rechtwinkligen
Dreieck und liegt dem rechten
Winkel gegentber.

Die Gegenkathete ist die Kathete, die dem Winkel, um den es geht,
gegeniiber liegt.

Die Ankathete ist die Kathete, die an dem Winkel, um den es geht, anliegt.

Hypotenuse ¢ B

3. Quadrat und Wiirfel
Sei a die Seitenkante, dann gilt:
Flache des Quadrates: :
A=a% a=+JA |
|

Volumen des Wirfels:

V=a’% a=3V :V:GS
Oberflache des Wirfels: A= a2 @ :o = 6a? |,

0=6"a% a= 9 Pl il el

6 s
7 a
s
a a
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4. Rechteck und Quader
Seien a und b die Seitenkante der rechteckigen Grundflache und ¢ die H6he
des Quaders, dann gilt:

Grundflache des Quaders: g_gai My
G=a-b :IVI— e
Volumen des Quaders: G=a-b : (
V=G-c=a-'b-c w=2-(a+b) b e c_
Oberflache des Quaders: i 4
0=2-G+M ‘ _
a

Mantelflache des Quaders:
M=u-cmitu=2-(a+b)
(u = Umfang der Grundflache)

Powered by GEOGEBRA.org

5.  Prisma
Sei G die Grundflache eines Prismas und h dessen Hohe, so gilt:
Volumen des Prismas:
V=G h h=%; G=% :
Oberflache des Prismas: :
|

|

0=2-G+M I

Mantelflache des Prismas: V=G-n |
M=u-h 0=2G1M |

(u = Umfang der Grundflache) M=u-hl !

u=a;+mHag+...+dn
I I

P oo e (15
Ja’ \3
| -~ G
.
22 23]

ay
Powered by GEOGEBRA.crg

6. RegelméaBige n-Eckpyramide
Sei G die Grundflache einer Pyramide h deren
Ho6he und n die Anzahl der Ecken der
Grundflache, so gilt:
Fir die Grundflache:

G =n"Apreieck = g r? - siny bzw.
G=n- ADreLeck —g a- hg
mit :
y =22 und 1802 !
r= und h, =— - tana . s
2-cosa Powered by GEOGEBRA.org
Volumen der Pyramlde
v=2.6-h h=2; ¢=%
3 G h
Oberflache der Pyramide:
0O=G+M
Mantelflache der Pyramide:
M= % “a- hg
(hy = HOhe eines Seitendreiecks)
Hinweis:

Diese Formeln gelten auch flr Dreieck-,
quadratische und Sechseck-Pyramiden.
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7. Kreis und Kugel
Kreis:
Flr die Flache A eines Kreises mit
Radius r und Durchmesser d gilt:

dZ
A = nr? =m_

T
r= |-
A

d=2-r=2-\/E
A

Fir den Umfang u eines Kreises mit
Radius r und Durchmesser d gilt:
u=2m-r=d-m

r=—: d==2
277.’ T
Kugel:
Flr eine Kugel mit Radius r bzw. \ )
Durchmesser d gilt: vegrt =g d
Volumen: r= \zi -
v=1pg.r3=1p.q2 d=ar—n. 3V _ o3
3 3 Viz =V =
Oberflache:
0 = 4nr? = nd? O-dmriomd
Radius bzw. Durchmesser: "‘\fii
Bei gegebenem Volumen V gilt: [o  [o

2 =2. -
3 ,3V 3 ,3V TRV
r= E; d=2r=2- E Powered by GEOGEBRA.org

Bei gegebener Oberflache 0 gilt:
r=\/z; d=2r=2-\/z=\/E
an 41 T

8. Kreiskegel
Sei G die Grundflache eines Kreiskegels und h dessen Hohe, so gilt:
Volumen des Kegels:

1 1 ;
1 1 — -G -h=—m-r%.
V__G h=—T['T2'h V_BG h_3ﬂ' . h
3
P M=m-r-s
h— —5, G=m-r
T _ 0=G+M
Mantelflache des Kreiskegels: —mer L mer.s
M=m-r-s =m-r(r+s)

(s = Lange der Seitenkante)
Oberflache des Kreiskegels:
O=G+M=n-r’+m-7"5
O=m-r-(r+5s)
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9. Besondere Werte fiir sin, cos und tan
Einige Aufgaben sind in Abhangigkeit einer sogenannten ,Formvariablen"
gestellt. Diese Formvariable wird mit dem Buchstaben "e" bezeichnet. In
diesen Aufgaben wird verlangt, dass du den Nachweis ohne gerundete
Werte flhren sollst. Dies bedeutet fir dich, dass du keinen Taschenrechner
verwenden kannst und die Aufgabe manuell I6sen musst.
In diesen Aufgaben handelt es sich stets nur um Winkel der GréBe 30°, 45°,
60° bzw. 90°. Fir diese WinkelgréBen gibt es besondere Werte, die in
nachstehender Tabelle aufgefiihrt sind. Diese Tabelle findest du auch in
deiner Formelsammlung.

a 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
1 1 1 1
sina 0 0,5 E\/E E\/§ 1 E\/§ E\/E 0,5 0
1 1 1 1
cosa 1 E\/§ E\/f 0,5 0 -0,5 —E\/E —5\/§ -1
1 1
tana 0 §\/§ 1 V3 - -3 -1 _5\/§ 0
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Aufgabe Al

Aus einem Zylinder wird konzentrisch zur Drehachse ein Kegel
herausgearbeitet.
Es gilt:

Vzyiinger = 326,6 cm?

Tzylinder = 3,8cm
Das Volumen des Kegels betragt ein Achtel des
Zylindervolumens. Die Hbhe ist zwei Zentimeter
klrzer als die des Zylinders.
Berechnen Sie den Winkel €.

Lésung: € = 152,2°

Aufgabe A2 Powered by GEOGEBRA‘org
Die Abbildung zelgt einen Drehkoérper. Flr den zylinderférmigen Te|I gilt:
M = 73,9 cm?

h=42cm
Die GroBe der Mantelflache des oberen Kegels entspricht
funf Achtel der Mantelflache des Zylinders. Fur Winkel ¢
gilt:
¢ = 163,1°
Berechnen Sie das Volumen des Drehkérpers.
Wie groB ist die Oberflache eines Zylinders, flir den gilt:

VZylinder = VDrehkbrper
Yzylinder = VDrenkorper
Losung: V = 216 cm?
Ozy1 = 204 cm?

Aufgabe A3 Powered bY GEOGEBRA.0
Von einem regelmaBigen sechsseitigen Prisma sind

bekannt: ! N
0 =3084cm?  (Oberflache) /_y
a=42cm (Grundkante) N ‘ N

Aus dem Prisma werden - wie abgebildet - zwei | | } -

Teile ausgebohrt. Bohrachsen sind die senkrechten : I l 'l

Kanten des Prismas. Die beiden Teile haben die | | I

Form von Zylinderausschnitten. Fur den Radius der ! ! ; L

Bohrung gilt: : I ] x

a I il nlale el RNy
T'=E :’/”’ S X

Ermitteln Sie die prozentuale Veranderung des AN H

Volumens. a .g_;jL____‘ !

Berechnen Sie die Mantelflache des neuen Kdérpers. BEEE i

Lésung: Prozentuale Abnahme des Volumens: Pt b GEOLIRA

p% = 20,2%
Mpyey = 220,2 cm?
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Aufgabe A4

Eine quadratische Pyramide wird im Abstand von 6,2 cm parallel zur Grundflache
zerschnitten.
Die HOhe hg, auf der Seite der Restpyramide ist 13,6 cm
lang. Sie ist damit doppelt so lang, wie die Hohe hg auf
der Seite des entstandenen Pyramidenstumpfes.
Berechnen Sie den Neigungswinkel a der Seitenkante s.
Lésung:a = 57,5°

Powered by GEOGEBRA.org

' 4
Aufgabe A5

Die Abbildung zeigt das Netz eines quadratischen Quaders mit ausgefraster
Pyramide. Der Flacheninhalt des Netzes betragt 230,5 cm?.

Es gilt:

€ = 55,6° (Winkel)

s=60cm  (Seitenkante) =
Berechnen Sie die Entfernung
zwischen den Punkten S und M im
Korper.

Loésung: SM = 3,3¢cm
!
. <3x5
L
\,'
Powered by GEOGEBRA.org

Aufgabe A6
Ein Kbrper besteht aus einem Wirfel mit aufgesetzter Pyramide.
Es gilt:

a=4e (Wirfelkante) /

a = 60° (Winkel) ¥
Zeigen Sie ohne Verwendung gerundeter /L’ _________
Werte, dass flr die Oberflache des Korpers /
gilt: A

0 = 16e%(5 +V7)

Powered by GEOGEBRA.org
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: Losungen

Hinweis zu den Losungen

In den Graphiken stellen griine Linien, Werte und Flachen vorgegebene Werte,

rote Linien, Werte und Flachen gesuchte Werte und blaue Linien, Werte und

Flachen zu ermittelnde Zwischenwerte zur Erreichung der Endergebnisse dar.

Losung Al

Detaillierte Lésung

Lésungsschritte:

1. Uber das gegebene Volumen des Zylinders
und dessen Radius berechnen wir die
Zylinderhdhe.

VZyllnder =m-r®-h | : (nrz)
h = VZyanZder — 326.2 =72
T 3,8
2. Der Kegel hat % des Volumens des
Zylinders.

1 1
Vikeget = 5 Vzyiinaer = 5+ 326,6 = 40,825
3. Die Hohe des Kegels ist zwei Zentimeter

i
kirzer. !
hKegel =h—-2=72—-2=52 Powered by GEOGEB}hA .org

4.  Wir berechnen den Radius des Kegels lber
die Volumenformel des Kegels.
1.2 e (- .\
VKegel = 57-[ 7"Kegel ’ hKegel | - 3; (7T hKegel);

3Vkegel 3-40,825
T = = = 2,74
Kegel \/ K 5,2 )

T hgegel
5. Wir berechnen «a Uber den tan.

tanq = _Kegel _ 2 724 = 0,526923

hKegel 5,
a = tan~1(0,93269) = 27,8°
6. Wir berechnen € als Erganzungswinkel zu 180° von «a.
€ =180° — a = 180° — 27,8° = 152,2°

Losung A2

Lésungslogik

Mit der gegebenen Mantelflache und der H6he des
Zylinders lasst sich der Radius r errechnen.

Mit % der Mantelflache des Zylinders des oberen

Kegels ermitteln wir die Seitenkante s.

Mit dem Satz des Pythagoras errechnet wir hy .
Wir berechnen «a.

h, errechnet sich Uber den tana.

Wir berechnen das Volumen des Drehkérpers.
Uber das Volumen des Drehkérpers berechnen wir
die Hohe des zweiten Zylinders und daraus
wiederum seine Oberflache.

Powered by GEbGEBRA.org
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Klausuraufschrieb
T Mgy =2-m-r-h | : (2mh)
r= 1\;17213};1 = 213-;32 =280
s: MK1=§-MZyl=rr-r-s | s ()
hg,:  hg, =Vs?—12=,/5252 - 2,82 | Satz des Pythagoras
hi, = /19,7225 = 4,44
a: a=¢—90°=163,1°—-90° =73,1°
hg,: tana = hrﬁ | T
hg, = r-tana = 2,8 - tan73,1° = 9,22
V: V = Vi, + Vg + Vi,

= ércrz “hyg, +mr? - h +§rcr2 “hy,
= %n 282444 +1-2,8% 4,2 +§n .2,82-9,22

= 36,45+ 103,45 + 75,70 = 215,6
Das Volumen des Drehkérpers betrdgt 216 cm3.

. — — 2 . .
h2- V2 - VDrehkérper =nr-: h2 | . (T[ T')
hz — Vprenkorper — 216 - 877
nr? 2,82

Ozyi: Ogy = 2mr? +2mr-hy = 2m-2,8% 4 21+ 2,8 8,77 = 203,55
Die Oberfldache des Zylinders betrdgt 204 cm?.

L6ésung Aufgabe A3

Lésungslogik

Die Abbildung zeigt die Draufsicht auf das Prisma.
Mit der gegebenen Oberflache 0 des unaus-
gebohrten Prismas und der Seitenkante a lasst sich
die H6he des Prismas ermitteln.

Hierzu bendétigen wir zunachst die Flache des
Sechsecks.

Der Mantel des Prismas errechnet sich dann aus der
Differenz der Oberflache 0 plus 2mal der Flache des
Sechsecks. Uber den Umfang des Sechsecks und
der Mantelflache ergibt sich dann die H6he des
Prismas. 3
Jetzt kann das Volumen de Prismas ermittelt Powered by GEOGEBRA.0rg

werden.

Vom Gesamtvolumen muss nun das Volumen abgezogen werden, welches durch
die beiden Bohrungen wegfallt. Wegen des Sechsecks mit seinen AuBenwinkeln
von 120° fallen % des Volumens eines Zylinders mit dem Radius % weg.

Zur Ermittlung der prozentualen Abnahme werden die beiden Volumina ins
Verhaltnis gesetzt.

Fur die Mantelflache des neuen Kdrpers mussen wir den Umfang des Sechsecks
mit den Bohrungen ermitteln. Zum einen fallen vom Umfang viermal % weg,

hinzu kommt aber % des Kreisumfangs der Bohrungen mit Radius %
Uber Umfang mal Héhe errechnet sich dann die neue Mantelflache.
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Losungen
Klausuraufschrieb
Ag—ger @ Ag_pex = 6-a%-sina | trigonometrischer Flacheninhalt
= 624,22 5in60° = 45,83

Mppis: Mppis =0 — 2 Ag_pe = 308,4 — 24583 = 216,74
Ug—Eck * Ug—Eck — 6:a=6" 4,2 = 25,2
h: Mpyis = Ug_pck " h | ' Ug—Eck

= Mpris _ 21674 _ 8,6

Ue—Eck 25,2
VPTiS . VPris = A6—ECk . h = 45,83 . 8,6 = 394’,2
2

Vionr: Voorr =mr?-h=m-(5) -h=m-2,12-86 = 119,15
Vyeu: Vnew = Veris — = Vaonr = 3942 —=- 119,15 = 314,77
p%: p% = 100% — Z:u 100 = 100% — 2277 100 = 20,15 %
Die prozentuale Abnahme des Volumens betragt 20,2 %.
Uyey: Uyey = 6-a—4-%+§-2n-%=4a+§na =4-472 +§'TL"4—,2 = 25,6
MNeu: MNeu = Uney * h = 25,6 . 8,6 = 220,16

Die Mantelflache des neuen Kérpers betrédgt 220,2 cm?.

L6ésung Aufgabe A4
Lésungslogik

Mit der gegebenen SeitenhOhe hg, errechnet sich s
die Seitenhdhe kg, .

Die Strecke h, ist der Abstand 6,2 cm des /
Parallelschnitts. /
Uber den 1. Strahlensatz kann damit h, errechnet !
werden und daraus die Gesamthdhe h der
Pyramide.

Berechnung von = mit dem Satz des Pythagoras
und daraus a.

Berechnung von d Uber die Diagonale der
quadratischen Grundflache und daraus %.

Berechnung von «a Uber den tan.

Klausuraufschrieb

Powered by GEOGEBRA.org

hSl: hSl =% hSZ =% 13,6 = 6,8
: B _ )
hy: hs, ~ hs, | hs,
2
h, = hs hs, = 22-13,6 = 12,4

h: h=h, +hy, =62+124 =186

%: S = \/(hs1 + hsz)2 — h?=,/20,42-18,62 | Satz des Pythagoras
~=V702=838 = a=1676

d: d=aV2=16,76-V2 = 23,7 | Diagonale im Quadrat

2 S=2-d=5-237=1185
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T h 186
tana = 7 = —— =1,5696
47 1185

2
a = tan~1(1,5696) = 57,4989°

Lésungen

Der Neigungswinkel a der Seitenkante s betrdagt 57,5°.

Loésung Aufgabe A5
Lésungslogik

Die Skizze zeigt das Schragbild des Korpers.
Der Basiswinkel a der gleichschenkligen
Seitendreiecke der Pyramide errechnet sich
Uber den Erganzungswinkel zum gegebenen
Winkel e.

Mit der gegebenen Seitenkante s und dem

Winkel a lasst sich % Uber den cosa bestimmen

und daraus a, sowie hy Uber den Satz des
Pythagoras.

Jetzt lasst sich h, Uber den Satz des Pythagoras

bestimmen.

Berechnung der Mantelflache der Pyramide.
Mit dem gegebenen Flacheninhalt des Netzes
abzlglich der Mantelflache der Pyramide
erhalten wir die Restflache der vier
Seitenrechtecke und der Grundflache.
Hieraus lasst sich jetzt die Gesamthdéhe h des Kérpers bestimmen.
Berechnung von h; Uber die Differenz von h und h,.

Berechnung von SM (iber den Satz des Pythagoras.

Klausuraufschrieb

a.

au
>

SM:

180°—€ 180°-55,6°

a = = — = 62,2°

2 2
cosa=%
%=s-cosa=6-cos62,2°=2,8
a=2-2=556

2

2

hy = s2—(§) =w/62—2,82 |

h, = hz—(%) 5,32 — 2,82 |
h, = /20,25 = 4,5

Mpy. =2-a-hy=2-56"53 = 59,36

Ogest = 0 — Mp,,, = 230,5 —59,36 = 171,14
Opest =4-a-h+a? |
h= ORest—a? _ 171,14-5,62 = 6,24

4a 456
hy=h—hy,=624—45=174

SM = () = 1,742 + 2,82 |
= \/710,8676 = 3,297

Die Strecke SM ist 3,3 cm lang.

J

F —_ — —
n

¢ — — —

>

I
=
=

AN
-
=
ro| el
<

Lo_ e/
< 2 >

Powered by GEOGEBRA.org

Satz des Pythagoras

Satz des Pythagoras

—a?; : (4a)

Satz des Pythagoras
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Losung Aufgabe A6

Lésungslogik

Berechnung der Diagonalen d der quadratischen /
Grundflache und daraus %. s/ | n)

Berechnung von h Uber den tan60°. £
Berechnung von s Uber den Satz des Pythagoras. a Z£60°\
Berechnung von h, Uber den Satz des Pythagoras. :
Berechnung der Oberflache des Wirfels ohne die
Deckflache (die ist verdeckt)

Berechnung der Gesamtoberflache. a

AN

Klausuraufschrieb 0 = 16¢2(5 + v/7)

dd: g = 1(1 ' \/E T 4e - \/E Powered by GEOGEBRA.org
EZ E=E'dh=5'4e'\/§=2€\/§ .
h: tana = ¢ | "3
2
h =§- tana = 2eV2 - tan60° = 2ev2 - /3
h =2eV6
s th \/(Ze\/_)z + (2ev2)" |  Satz des Pythagoras
s =V4e?- 6 +4e2 2=132e2=v2-16-€2 = 4e\2
hs: hs = \/hz + \/(Ze\/—)z + (2e)? | Satz des Pythagoras
hy = V4e? -6 +4—€2 =282 =47 e2 = 2e\7
Mpyr: Mpyr=2-a-hs=2-4e-2e\7 = 16e2V7
Owirfet:  Owirfer = 6-a* —a*> =5-a® =5 (4e)? = 5- 16e? = 80e?
Oges: Oges = Mpyy + Opirrer = 16€2V7 + 80e2 = 16e2(5 +V7)
Ges* Ges Pyr Wiirfel
q.e.d.
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