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EinfUhrung

Grafisches Differenzieren (auch grafische Ableitung genannt) gibt uns
zum einen die Méglichkeit, die Steigung des Graphen einer Funktion
f in einem bestimmten Punkt P(x,|y,) zu ermitteln, ohne dass wir die E -'
Funktionsgleichung f(x) des Graphen von f kennen, zum anderen

konnen wir damit auch den Verlauf des Graphen der Ableitung f’ skizzieren.
Umgekehrt gilt dies auch fur das Skizzieren des Graphen einer Funktion f aus dem
Verlauf des Ableitungsgraphen f’. Letzteres wird dann nicht mehr ,Grafisches
Differenzieren™ genannt, sondern ,Grafisches Integrieren®.

Steigung in einem bestimmten Punkt
Hierzu mussen wir in dem bestimmten Punkt zeichnerisch eine Tangente an die zu
untersuchende Kurve legen, wie in der nachfolgenden Graflk dargestellt.

Wir wollen die Steigung der o Fo ‘ T !
Kurve, deren Funktions-
gleichung wir nicht kennen, an
der Stelle x, = —3 bestimmen.
Wir tragen den Punkt P ein und
stellen fest, dass der zugehdérige
y-Wert gleich —4 ist.

Jetzt zeichnen wir eine
Tangente an die Kurve im Punkt : :
P(—3| —4). Als néachstes suchen ————————
wir auf der eingezeichneten : '
Tangente einen weiteren, gut
ablesbaren Punkt und stellen ‘ ‘
fest, dass dieser Punkt bei - P(+3|—4)
Q(—2]2) liegt.
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Powered ‘by GEOGEBRA org
Wir tragen an die Tangente ein Steigungsdreieck ein (in oblger Grafik grun
gezeichnet) und erhalten damit die Differenz Ax der x-Koordinaten und Ay der
y-Koordinaten von P und Q.

-3

Zum Schluss berechnen wir die Steigung, indem wir% bilden. Im Beispiel erhalten

wir den Wert 6. Also ist die Steigung m der Tangente gleich 6 und damit die
Steigung f'(—3) der Kurve ebenfalls 6.
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Die seltllche Graﬂk steIIt den
gleichen Zusammenhang fur den ... .. .. ... .
Ausgangspunkt P(2]|2) der Kurve .
dar.

Die Suche nach einem zweiten, gut ' ' ' | 1AyXuy
ablesbaren Punkt auf der Tangente = ' ' | ‘
durch den Punkt P(2|2) fihrt uns zu
bilden wieder die
Differenzen Ax und Ay, stellen den

Q(=3|7). Wir

Ay

Quotienten — auf und erhalten ‘

damit die Stelgung der Tangente -1/
mit m = —1 sowie die Steigung der
Kurve in P(2|2) ebenfalls mit ... .
f/(z) — _1 PoweredbyGEo BRAorg

Als letztes interessiert uns noch
ein besonderer Punkt, namlich
der Punkt der Kurve bei x, = 0.
Wie wir sehen, erhalten wir flr
die Differenz Ay der y-Werte den
Wert 0.

Dies bedeutet, dass dort die
Tangente an die Kurve als auch
die Kurve selbst keine Steigung
haben, bzw. f'(0) = m = 0 ist.

Solche Stellen, in denen offenbar
eine positive Steigung in eine
negative Steigung Ubergeht,
bezeichnen wir als Extremstellen
einer Kurve. Wechselt in einer
Extremstelle die Steigung von

i e g e e 1

,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

| _Powered by GEOGEBRA.org,

positiv nach negativ, sprechen wir von einem Hochpunkt. Wechselt die Steigung
hingegen von negativ nach positiv, so haben wir es mit einem Tiefpunkt zu tun.
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GraDhen der Ableltunqsfunktlon sk|22|eren

Da wir nun wissen, wie wir Steigungen in bestimmten
Punkten des Graphen einer Funktion f grafisch
feststellen kédnnen, kédnnen wir auch mithilfe dieses
Verfahrens den Verlauf des Ableitungsgraphen
naherungsweise bestimmen. Hierzu muissen wir
lediglich in mehreren Punkten des Ursprungsgraphen
die einzelnen Steigungen bestimmen, die dann als
Punkte in ein gesondertes Koordinatensystem
eingezeichnet werden und skizzenmaBig miteinander
verbunden werden. Das sieht dann wie folgt aus:

Wir beginnen am linken Rand unserer Grafik, z. B. bei
x, = —2,9. Uber das eingezeichnete Steigungs-dreieck
erhalten wir eine Steigung f'(—2,9)=5,63. Im
darunterliegenden Koordinatensystem zeichnen wir
den zugehdrigen Punkt der Ableitungskurve bei
P(—2,9]5,63) ein.

Nun wiederholen wir diesen Vorgang fur z.B. x, = —2.
Wie aus nebenstehender Grafik ersichtlich, erhalten
wir den neuen Punkt P(-2|3,38) im unteren
Koordinatensystem (Die Zwischenpunkte fur
—2,9 < xy < —2 wurden in der Grafik schon zu einer
Kurve verbunden).

Die unteren Grafiken zelgen zwei weltere P05|t|onen
e e B 1 Y e e e e

\ T

5] I

PoweredbyGEO(:AqBRA.org‘ A

In der oberen rechten Grafik haben wir einen interessanten Punkt erreicht. Unsere
Ausgangs-Kurve hat bei x, = 0 eine waagrechte Tangente. Die Ableitungskurve hat

dort eine Nullstelle.
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Nachfolgend sind weitere Grafiken mit fortschreitenden x,-Werten dargestellt.
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Um so etwas jedoch schneller
bedienen wir uns lediglich einiger markanter Punkte

Wie wir sehen, ein aufwandiges Verfahren

bewerkstelligen zu kénnen
unserer Ausgangskurve.
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Markante Punkte
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Betrachte dir hierzu die nebenstehende Grafik und die einzelnen Erlauterungen

hierzu.

Als markante Punkte wahlen wir
die folgenden Stellen:

1. Am linken und rechten Rand
des Systems die Stellen
xXo =—3 und x, = 6.

Die beiden Extremstellen,
den Hochpunkt bei x,=0
und den Tiefpunkt bei
xo = 4.

3. Die Wendestelle bei x, = 2.
Beginnen wir mit den beiden
Extremstellen. Dort hat unsere
Kurve ja die Steigung 0. Somit
muissen wir im Koordinaten-
System der Ableitungskurve die
Punkte  A(0/0) und  B(4|0)
markieren.

Als nachstes wahlen wir die Stelle
x, = 2. Uber die eingezeichnete
Tangente ermitteln wir eine
Steigung von etwa —1,1. Somit
mussen wir den Punkt C(2| —-1,1)
im Koordinatensystem fur die
Ableitungskurve markieren.

Zum Schluss bestimmen wir noch
die Steigung in x, 3undx, =6
mithilfe einer eingezeichneten
Tangente, erhalten fur x,=-3
eine Steigung von etwa 5,9 und
flr x, = 6 eine Steigung von etwa
3,4. Wir markieren im
Koordinatensystem der Ablei-
tungskurve noch die Punkte
D(-3|5,9) und E(6|3,4).

Damit haben wir genlgend
Punkte eingetragen, die wir dann
skizzenmaBig verbinden und
haben damit den Graphen der
Ableitung gezeichnet.
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GraDhen der Stammfunktlon sk|22|eren

Jetzt kommt es aber auch vor, dass wir den Graphen der Ableitungsfunktion
vorgegeben haben und wollen wissen, wie wohl der Graph der Ursprungsfunktion
aussieht. Fur diese Ursprungsfunktion hat der Mathematiker wieder einen neuen
Begriff geschaffen und nennt diese Funktion die ,Stammfunktion®.

Wir betrachten uns nun dasselbe Beispiel wie
zuvor, gehen dabei aber von der
(un)bekannten Ableitungsfunktion aus. Wir
verwenden wieder dieselben markanten
Punkte A bis E. Zum weiteren Verstandnis
muss uns bewusst sein, dass die
y-Koordinaten dieser Punkte der Steigung der i
Stammfunktion an der jeweiligen Stelle x,
entsprechen. \
Als erstes zeichnen wir nun ein paar
senkrechte Linien durch die Punkte. Irgendwo
auf diesen Linien muss der entsprechende
Punkt der Stammfunktion liegen und dort die
Steigung gemaB dem y-Wert der Punkte
haben.

J }

© 1 -4B(0[8)
Am einfachsten sind wohl die Punkte B und D,
denn dort ist die Steigung ja 0, die
Stammfunktion muss dort eine Extremstelle
besitzen. Betrachten wir zunachst die Stelle
xo=0. In dieser Nullstelle wechselt das
Vorzeichen der Ableitungsfunktion von ,+"
nach ,—". Dies bedeutet, dass in x, =0 die
Stammfunktion einen Hochpunkt besitzt. Da
wir aber nicht mehr genau wissen, in welcher
Hohe dieser Hochpunkt liegt, tragen wir die
waagrechte Tangente einfach auf der x-Achse
liegend ein.

Bezuglich der Nullstelle bei x, =4 liegt ein
Vorzwuchenwechsel von ,-" nach ,+" vor,
d.h., die Stammfunktion muss dort einen
Tiefpunkt haben. Da bei x, = 0 ein Hochpunkt
ist, muss der Kurvenpunkt bei x, = 4 unterhalb
der x-Achse liegen. Wir zeichnen also eine ° . B(or) Fore
waagrechte Tangente (bei etwa y = —3, siehe o G2 1)
Grafik) ein. Powered by GEOGE_E&FA.orgE E i

Powered by (_;JEBRA.qrgv

:

Nun betrachten wir die Stelle bei x, = 2. Uber die y-Koordiate des Punktes ¢ wissen
wir, dass die Stammfunktion bei x, = 2 eine Steigung von —1,1 haben muss. Wir
tragen eine Tangente mit der Steigung m = —1,1 etwa in halber y-Hdéhe zwischen
xo =0 und x, = 4 ein.

Jetzt kdnnen wir die Stammfunktion zwischen x, = 0 und x, = 4 schon skizzieren.
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Es verblelben Jetzt Iedlgllch noch die SteIIen
bei x, = -3 und x, = 6. Die y-Koordinate der
Punkte A und D sagt aus, dass die
Stammfunktion dort positive Steigung haben
muss, namlich m =59 bei x, = -3 und m = 3,4
bei x, = 6.

P

Wegen des Hochpunktes bei x, =0 und der

positiven  Steigung m =159 muss die \

y-Koordinate bei x, = —3 somit unterhalb der

x-Achse liegen.

Wegen des Tiefpunktes bei x, =4 und der

positiven  Steigung m=3,4 muss die

y-Koordinate bei x, =6 somit oberhalb der

y-Koordinate des Tiefpunktes bei x,=4

liegen. *"B(6f0)
: B -L @2 :—1,1)

Wir zeichnen die beiden Tangenten an den : 1= =ir =t

entsprechenden Stellen ein (siehe Grafik) und Fempepk b G EGCENR -5

verbinden dann lediglich das Dbereits

eingezeichnete Teilstlick zwischen x, =0 und

xo = 6 mit den seitlichen Punkten. Die Grafik

unserer Stammfunktion ist somit skizziert.

Wie wir nun aber erkennen kdénnen, liegt unsere Stammfunktion tiefer, als bei der
graphischen Ermittlung der Ableitungsfunktion im ersten Teil unserer Betrachtung.
Dies rihrt daher, als durch die Ableitung eine wesentliche Information der
Stammfunktion verloren geht, namlich die Information, um wie viele Einheiten die
Stammfunktion in y-Richtung verschoben ist.

Die ,N E W - Regel®

Die sogenannte ,NEW-Regel" ist eine der wichtigsten Regeln fur grafisches
differenzieren und integrieren. Die Abklrzung ,NEW" hat dabei nichts mit dem
englischen Wort ,new" = neu zu tun. In der Abkirzung ,NEW" bedeutet:

N = Nullstelle (mit Vorzeichenwechsel)
E = Extremstelle
W = Wendepunkt

Mit der NEW-Regel kannst du 90% und mehr solcher Aufgaben ohne grofBle
Schwierigkeiten I6sen.
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Merksatz
NEW-Regel
F(x)  Nyzw E w
Differenzieren f(x) Nyzw 2 w Integrieren
f'(x) Nyzw E w
f'(x) #0 Nyyy E

Nyzw = Nullstelle mit Vorzeichenwechsel, E = Extremstelle, W = Wendestelle

F(x)=Stammfunktion, f(x)=1. Ableitung von F, f'(x)=2. Ableitung von F,
f"(x)=3. Ableitung von F

Weiterhin gilt:

Verlauft f oberhalb der x—Achse, so ist F streng monoton steigend.

Verlauft f unterhalb der x—Achse, so ist F streng monoton fallend.

Ist f' negativ, so ist F rechtsgekrimmt.

Ist f' positiv, so ist F linksgekrimmt.

Ist f" im Wendepunkt > 0, so wechselt die Krimmung von rechts nach

links.

. Ist " im Wendepunkt < 0, so wechselt die Krimmung von links nach

rechts.

Die NEW-Regel liest sich wie folgt:

Beim grafischen Differenzieren:
Hat die Ausgangsfunktion F eine Nullstelle (mit VZW) kann bezuglich der
weiteren Ableitungen keine Aussage getroffen werden.
Hat die Ausgangsfunktion F eine Extremstelle (Hoch- bzw. Tiefpunkt),
so hat ihre erste Ableitung eine Nullstelle (mit Vorzeichenwechsel), Uber
weitere Ableitungen kann keine Aussage getroffen werden.
Hat die Ausgangsfunktion F eine Wendestelle, so hat ihre erste Ableitung
eine Extremstelle (Hoch- bzw. Tiefpunkt), die zweite Ableitung eine
Nullstelle (mit Vorzeichenwechsel) und die dritte Ableitung ist ungleich
0. Ist die dritte Ableitung > 0, so wechselt der Graph der Funktion F von
rechtsdrehend auf linksdrehend. Ist die dritte Ableitung < 0, so wechselt
der Graph der Funktion F von linksdrehend auf rechtsdrehend.

Beim grafischen Integrieren:
Hat die Ableitungsfunktion f einen Wendepunkt, kann bezlglich der
Stammfunktion F keine Aussage getroffen werden.
Hat die Ableitungsfunktion f eine Extremstelle (Hoch- bzw. Tiefpunkt),
so hat die Stammfunktion F eine Wendestelle.
Hat die Ableitungsfunktion f eine Nullstelle (mit Vorzeichenwechsel), so
hat die Stammfunktion F einen Extrempunkt. Wechselt das Vorzeichen

in der Nullstelle von "+" nach "—", so ist diese Extremstelle ein
Hochpunkt.
Wechselt das Vorzeichen in der Nullstelle von "—" nach "+ ", so ist diese

Extremstelle ein Tiefpunkt.
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Belsglel 1

Ordne den Graphen A), B), C) und D) die Graphen der dazugehdrigen
Ableitungsfunktionen 1), 2), 3) und 4) zu.

A) y° B) y° ) y° D) y°

4 4 4 4

3 3 3 3

o - N
o = N
o = [N)

0|
3 2 A o 1 2 ¢33 2 1 o 1 2 fa3s 2 1 0o 1 2 3
-1 1 1
-2 2 -2 2
3 3 -3 3
Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEGGEBRA:org Powered by GEO$EBRA.org Powered by GEGGEBRA:org
5 5 5 5
1) Y 2) Yy 3) Yy 4) Yy
. 4 4 4 4

3 3 3

2 2 2

3 2 1 0 1 2 t 3-3 -2 1 0 2 t 23 -2 -1 0 1 2 t 33 -2 -1 0 1 2 t 3

-2 -2 <D -2

-3 -3 3 -3

Powered by GEQGEBRA.org Poweredl by GEQGEBRA.org Powered by GEQQEBRA!org Powered by GEQGEBRA.org

LOosung 1:
Zum Graphen A) gehort Ableitungsgraph 3).

Graph A) hat weder Extremstellen noch Wendepunkte. Er ist in x € R streng monoton
steigend, deshalb muss sein Ableitungsgraph in x € R oberhalb der x-Achse verlaufen.

Zum Graphen B) gehort Ableitungsgraph 1)

Graph B) hat in x, = 0 eine Wendestelle, die im Ableitungsgraphen zu einer Extremstelle wird.
Graph B) ist in x € R streng monoton steigend, deshalb muss sein Ableitungsgraph in x € R
oberhalb der x -Achse verlaufen.

Zum Graphen C) gehort Ableitungsgraph 4).

Graph C) hat weder Extremstellen noch Wendepunkte. Seine Steigung ist in x € R gleich
(lineare Funktion) und m > 0, deshalb muss sein Ableitungsgraph parallel zur x-Achse im
Abstand der Steigung von C) verlaufen.

Zum Graphen D) gehdrt Ableitungsgraph 2).

Graph D) hat zwei Extremstellen, die im Ableitungsgraphen zu Nullstellen mit
Vorzeichenwechsel flihre. Graph D) hat einen Wendepunkt, der im Ableitungsgraph zu einer
Extremstelle flihrt.
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Belsglel 2: |

h ist eine fir x € R differenzierbare Funktion. - op o
Nebenstehend ist flir —1,5 < x <3 das Schaubild ‘ | ‘
ihrer Ableitungsfunktion h’ dargestellt.
Entscheide, ob die folgenden Aussagen Uber die
Funktion h richtig, falsch oder unentscheidbar
sind.

Begriinde deine Entscheidung.

(1) An der Stelle x = —1 hat das Schaubild von
h einen Tiefpunkt.

(2) h(x)>0flro<x<3.

(3) An der Stelle x = 0 hat das Schaubild von h
eine Tangente, die parallel ist zur Geraden
mit der Gleichung y = 2x — 7.

(4) h ist streng monoton wachsend fir —1,5 <
x <0.

Lésung 2:
(1) Die Aussage ist wahr.

h' hat an der Stelle x = —1 eine Nullstelle mit VZW von — nach +.
(2) Die Aussage ist unentscheidbar,
da jede Funktion f mit f(x) = h(x) + C eine Stammfunktion von A’ ist.
(3) Die Aussage ist wahr.
h'(0) = 2 (siehe Grafik). Somit hat h an der Stelle x = 0 die Steigung 2.
(4) Die Aussage ist falsch.
h' verlauft im Intervall —1,5 < x < —1 unterhalb der x-Achse, somit ist h in
diesem Intervall monoton fallend.

Weiterfihrende Informationen zu diesem Thema findest du im Kapitel
~Analysis/Differenzialrechnung/Grafisches Differenzieren und Integrieren®.
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Leve/ 1 - Grundlagen - B/att 1

e)
Begriindung:
n gOr
Begriindung:
9 Q7
Begrindung:
hy ¢Of
Begrindung:
Aufgabe A2
Entscheide, zu welchem der Graphen A bis D die Ableitungen gehdren.
(1) fFfW=2 (2) ffW=-2 (3) f[(W)=05 (4) /(=0
A ly

3

- N
S~

1

0 Xr /

2 -\0 1/3 4 '2’/"
N 2

-3
Powerd by GEOGEBRA.org Powered
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Aufgabe A3

a)

Bestimme die Ableitungen f'(2),
f'(—=1) und f'(-2) grafisch mit Hilfe
des rechts abgebildeten Graphen.

b) Welche der Ableitungen f'(0),
£'(0,5), f'(2,25) und f'(-1,75) ist
positiv, null oder negativ?

c) Entnimm der Grafik ndherungs-
weise f'(0,5).

Aufgabe A4

a) Gib f'(2) und f'(—1) mit Hilfe der in
rechter Graphik eingezeichneten
Tangenten an.

b) Bestimme naherungsweise die
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Steigung der Tangente an den
Graphen von f in den Punkten
A(3]0) und B(1] — 2).
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Leve/ 1 - Grund/agen - Blatt 1

Seite 16

Losung Al
a) g=f
Begrindung: Hochpunkt von f in x,=—1 fahrt zur Nullstelle von g mit
Vorzeichenwechsel von " +" nach " —
b) g=f
Begrindung: Hochpunkt von f in x, =—-2,5 fuhrt zur Nullstelle von g mit
Vorzeichenwechsel von "+ " nach " —". Tiefpunkt in x, = 1 fUhrt
zur Nullstelle von g mit Vorzeichenwechsel von " —" nach " +".
c) g=f
Begrindung: f hat in ganz x € R negative Steigung, also muss g in ganz
x € R unterhalb der x-Achse verlaufen.
d g=#f
Begrindung: Tiefpunkt von f in x, = 0 fihrt nicht zur Nullstelle von g.
e) g=f
Begrindung: Tiefpunkt von f in x,= -2 flihrt zur Nullstelle von g mit
Vorzeichenwechsel von " —" nach "+ ".
) g=f
Begrindung: Hochpunkt von f in x, = —3,5 sowie Tiefpunkt von f in x, = —0,5
fihren nicht zu Nullstellen von g.
g) g=f
Begriindung: f hat in ganz x € R konstante, negative Steigung, also muss g
in ganz x € R parallel zur x-Achse und unterhalb der x-Achse
verlaufen.
hy g=7
Begrindung: f hat flir x < 0 negative und flr x > 0 positive Steigung, also
muss g fur x < 0 unterhalb der x-Achse und fir x > 0 oberhalb
der x-Achse verlaufen.
Losung A2

(1) f'(1) = 2 gehért zur Grafik C)
(2) f'(1) = —2 gehort zur Grafik D)
(3) f'(1) =0,5 gehort zur Grafik B)
(1) f'(1) = 0 gehort zur Grafik A)
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Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 1

Losung A3

a) f'@=1
f'(=1)=-2
f'(=2)=-10

b) f(0), £(05 und f(225) sind
positiv.
f'(—1,75) ist negativ

c) f'(05) =3

Losung A4

a) f')=1
f'(=1) =-2

b) f'(3)=2
f'()=0

) | = S N .
Powered by GEOGEBRA o/ !
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Leve/ 1 - Grundlagen - B/att 2
Dokument mit 10 Aufaaben

Aufgabe Al
Ordne den Graphen A), B), C) und D) die Graphen der dazugehdrigen

Ableitungsfunktionen 1), 2), 3) und 4) zu.

2 S d====hd ! -2

R & Renn R SIEY TERLEEER] SRS

P’owerlj-ied ,b,y‘,,GEgr EBRA.org ' ' 'Powered by GEQE ;powe.;ed bvj,GEg;c EBRA.org ! Powered by GEQGEBRA.org | |

Tipp: NEW-Regel anwenden.

Aufgabe A2

Welche Angaben auf den Kartchen bezeichnen denselben Sachverhalt?

@) = 5 o\ Die Tangente in P(3]f(3) hat die Steigung 3 (ﬂ f(5) =3 0]

f hat an der Stelle 5 die Ableitung 3 @] £(5) = 3 9,

f® = 5a Die Tangente in P(31f(3) hat die Steigung 5 (4] ]

=
f hat an der Stelle 3 die Ableitung 5 @

f hat an der Stelle 3 den Funktionswert 5 (8] ]

Q(513) liegt auf dem Graphen von r ©
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Le\'/el:{1' - Grundlége; - Blatt 2

Aufgabe A3

Skizziere den Graphen der Ableitungsfunktion f’ des vorgegebenen Graphen in

dasselbe Koordinatensystem.
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Aufgabe A4

\Powjered by GE
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-a

Gib die x-Werte an, fur die f’ null, positiv bzw. negativ ist. Skizziere den Graphen

von f' in dein Heft.
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Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 2

Losung Al

Ableitung 3) ist f’ von A).
Ableitung 1) ist f’ von B).
Ableitung 4) ist f’ von C).
Ableitung 2) ist f’' von D).

Losung A2
Wir gehdren zusammen:

13 =5 0| f(3)=5€)|

f hat an der Stelle 3 die Ableitung 5 9] f hat an der Stelle 3 den Funktionswert 5 @]

A
Die Tangente in P(3|£(3) hat die Steigung 5 @

£(5) =3 el f(5) =3 0|

f hat an der Stelle 5 die Ableitung 3 @] Q(5|3) liegt auf dem Graphen von f 9]

Ich habe keinen Partner:

Die Tangente in P(3|f(3) hat die Steigung 3 @ ]

Losung A3

| 1T|efpunkt
Sp—! "
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Losung A4
a) f' positivinx € R.

b) f' positivin I =] —c;—1,8[ und I =]1,8; o[
f' negativin I =]-18;18]
f' nullin x, =-1,8 und x, = 1,8

c) f'positivin I =]-2,1;0[ und I =]2,9; [
f' negativ in I =] —c0; —2,1[ und I =]0; 2,9[
f' ' nullin x, =-2,1, x, = 0 und x, = 2,9

r==f-=-=1—---r Bt e L e e
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Dokument mit 8 Aufgaben

Aufgabe Al

Ordne den Graphen 1), 2), 3) und 4) die Graphen der dazugehdrigen

Ableitungsfunktionen a), b), c¢) und d) zu.
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NEW-Regel anwenden.

Tipp

Aufgabe A2

Skizziere den Graphen der Ableitungsfunktion des vorgegebenen Graphen in

dass

Koordinatensystem.
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Dokument mit 9 Aifaahen

Aufgabe Al

Skizziere den Graphen der Ableitungsfunktion des vorgegebenen Graphen

in dasselbe Koordinatensystem.
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Aufgabe A2

Ordne jedem Graphen von f die jeweils zutreffende Aussage Uber f bzw. f’ zu.

1) f'(x) ist uberall || 2) f(x) ist Giberall | 3) Nur furx>0 || 4) f'(x) ist Gberall
negativ negativ ist f'(x) >0 positiv

A . E
»Ye , 5) f' wechselt sein N\
: Y Vorzeichen genau !
einmal, und zwar \
. von "+ " nach "-". 0
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| A .

| ] | |
| | | |
n=-r-a--r-aTTr e

rec

!

renzia

|
|
r
|
[
|
|
i
|

g Sty

nd

g

e

ol

Sgp=q==
)

e

10

 furSch
2 ‘;‘ﬂe

vV

OGEBRA.or

¥

by GE
9 Autgpb
m

|
-
| 44

en
the=onfi

a

24

1o

Powered

500
fit-1

e

3
ihyh

S

/

Shline,
online . de ;-
ler / wél

a

"

5

NéE e
el

S §d

(

v.fit=in
o ipe-

©b

Losung Al




Seite 28

Losunq A2

-
Graph A): | 3) Nur firx>0 Graph A) hat in x, = 0 einen Tiefpunkt.
ist f'(x) >0
5) f’ wechselt sein
Graph B): \e/%rrf'\i\ll(:hf:dgzevzl]gg Graph B) hat in x, = 1 einen Hochpunkt.
von "+ " nach " -".
U
r )
Graph C): 2) r{é’;)aéls\t el Graph C) verlauft unterhalb der x-Achse.
\ J
r - .. ‘
Graph D): 4) jl;ggt:it Sl Graph D) ist streng monoton steigend.
. v
o N
Graph E): 1) ];é;;tlfvt uberall Graph E) ist streng monoton fallend.
\ J
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Dokument mit 13 Aufgaben

Aufgabe Al

Skizziere den Graphen der Ableitungsfunktion des vorgegebenen Graphen
in dasselbe Koordinatensystem.
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Aufgabe A2

Richtig oder falsch? Kreuze an.

wdm _draﬁ,séhen @lff renmefew

abenblatt "

gt 'w ,M.ff l“

Qﬂerenz/a/re@h’nung
Q R
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Leve/ 2 Fortgeschr/tten - B/att 2

"""" y
-3 richtig falsch
2 a) f(0)=0 O O
! b) f(0)=0 O O
T c) fi(-1)<0 O O
) d) £ >fO O O
B e) fx)>fir-3<x<0 O O
Ppwered by GEOGEBRA,pJg ) ! f) f,(Z) > f,(—Z) D D
g) f' wechselt im Intervall [-3;3] zweimal sein Vorzeichen O 0
h) f wechselt im Intervall [-2;3] zweimal sein Vorzeichen O 0
Aufgabe A3
Skizziere im Intervall [-3;5] den Graphen oy
einer Funktion f mit folgenden Eigen- y4
schaften: o A
- fO)=2 fA5 =17 f'(3)=0. A e T
- Im Intervall [-3;0] nimmt f" von 2,7 21 R Bttt SEtty
auf 0 ab. A R NS Y S NN SR S S SO
- Firo<x<15ist f' <0. ‘ . 3 | j
- Flir x > 1,5 nimmt f’ ZU. 4 32 1 o1 2 3 4 st
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Losung A2

f(0)=0

a)

Der Graph der Funktion f verlauft durch den Ursprung.

fl(©)=0

b)

Der Graph der Funktion f hat im Ursprung negative Steigung.

f'=1) <0

C)

Der Graph der Funktion f hat in x, = —1 negative Steigung.
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T ‘ Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 2
richtig falsch
d) £ >f Q)

Die Steigung in x, = 0 ist kleiner als in x, = 1.
e) fx)>fur-3<x<0

Der Graph von f verlauft im angegebenen Intervall oberhalb der x-Achse.

[X]

) F@>f(-2)
Die Steigung in x, = 2 ist gréBer als in x, = —2.

g) f'wechselt im Intervall [-3;3] zweimal sein Vorzeichen
Der Graph von f hat im angegebenen zwei Extrempunkte.

h) f wechselt im Intervall [-2;3] zweimal sein Vorzeichen

Der Graph von f hat im angegebenen zwei einfache Nullstellen.

Losung A3

Auswirkungen der Aufgabenstellung: T I ey F XYL OB
£(0) < 2: ergibt den Punkt A(0[2) et : s g e : s
f(1,5) = 1,7: ergibt den Punkt B(1,5|1,7) ' ey | f

f'(3) = 0: In C(3|f(3)) ist eine
waagrechte Tangente
[—3;0] f' nimmt von 2,7 auf 0 ab:
In x, = —3 ist die Steigung 2,7,
in x, = 0 ist die Steigung 0.
Letzteres bedeutet:
Im Punkt A(0]2) ist eine
waagrechte Tangente.
Firo<x<15ist f' <0:
Der Punkt A(0]2) ist ein Hoch-
punkt. Der Graph der Funktion
hat anschlieBend negative
Steigung bis x, = 1,5.
Fiar x > 1,5 nimmt f' zu:
Der Punkt B(1,5|1,7) ist ein Tief-
punkt.
Wegen f'(3) = 0 ist der Punkt
C(3|f(3) ein Sattelpunkt.
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Hinweis: Dieses Aufgabeblatt enthélt auch Teilaufgaben zum grafischen Jz&

Integrieren.
Tipp: NEW-Regel anwenden fiir alle Aufgaben.

Aufgabe A1l

Gegeben ist das Schaubild der Ableitungsfunktion f’

Nimm zu den folgenden Aussagen

gegriindet Stellung.

(1) f" besitzt im Intervall [ =[-2;2]
genau eine Nullstelle.

(2) f"istim Intervall I =[-2;2] monoton
fallend.

(3) f besitzt im Intervall [ =[-2;2]
genau drei Nullstellen.

(4) f ist im Intervall I =[-2;2] monoton

?} ( Aufgabfﬂbfﬁth P G B "; Pt

7 (i 2 gy va graﬂscheﬂ @lfférenzw o6l mﬂ w 2_ptolgpprny

Ql?ferenz/a/reeﬁnung

P o 2l

Leve/ 3 Expert - B/att 1

Dokument mit 33 Aufgaben

einer Funktion f.

U

fallend. b
(5) f besitzt im Intervall 1 =[-2;2]
Extremstellen. 4 -3 -2 1/ 2 émlx -
Powered by GEOGEBRA.org
Aufgabe A2
Gegeben ist das Schaubild der Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f.
Skizziere einen Graphen von f und f". -
Nimm zu den folgenden Aussagen
begriindet Stellung. 3; Py
(1) f” besitzt im Intervall I =[0;5] genau A f
eine Nullstelle.
(2) f ist im Intervall I =[2;4] monoton ok
fallend. i
(3) f besitzt im Intervall I =[0;5] genau
drei Nullstellen. 11
(4) f besitzt im Intervall I =][0;5] genau 2 0
Extremstellen. 2 -1 Jo 6 7

Pow ere,
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Aufgabe A3

Gegeben ist das Schaubild der Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f.

Skizziere einen Graphen von f und f".

Nimm zu den folgenden Aussagen

begriindet Stellung.

(1) f besitzt im Intervall I =[0;5] genau
drei Nullstelle.

(2) f ist im Intervall
fallend.

(3)

(4)

I =[2;4] monoton

f besitzt im Intervall I =[0;5] genau
zwei Extremstellen.
f'" ist im Intervall
fallend.

[ = [0; 5] monoton

Aufgabe A4

3 -2 -1

Powered Y GEOGEBRA.org

Gegeben ist das Schaubild der Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f.

Skizziere einen Graphen von f und f".

Nimm zu den folgenden Aussagen

begriindet Stellung.

(1) f besitzt im Intervall [ =[-5;5]
genau zwei Nullstellen.

(2) f ist im Intervall [=[-5;5] zwei

Extremstellen.

f ist symmetrisch zum Ursprung.
f""ist im Intervall I =[-5;5] monoton
fallend.

f"" ist symmetrisch zur y-Achse.

(3)
(4)

(5)

Aufgabe A5

4

Gegeben ist das Schaubild der Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f.

Skizziere einen Graphen von f und f".
Nimm zu den folgenden Aussagen
begriindet Stellung.

(1) Das Schaubild von f ist achsen-
symmetrisch.

(2) Das Schaubild von f hat zwei
Nullstellen.

(3) Das Schaubild von f hat bei x=0
einen Tiefpunkt.

(4) Das Schaubild von f hat zwei
Extrempunkte.

3 2 1 0o 1 2 3
11
2
31
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Gegeben ist das Schaubild der Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f.

Skizziere einen Graphen von f und f".

Nimm zu den folgenden Aussagen
begriindet Stellung. y :&
(1) f(x) > o0 fir x> —1. S 1
(2) Das Schaubild von f hat bei x = -1
eine waagreche Tangente. "
(3) Das Schaubild von f hat bei x=0
einen Tiefpunkt. ———— 0 ——— x
(4) Das Schaubild von f hat keine = \
Wendetangente. =
2
-3 4
Powered by GEOGEBRAlorg
Aufgabe A7

Gegeben ist das Schaubild der Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f.

Skizziere einen Graphen von f und f". ]

Nimm zu den folgenden Aussagen

begriindet Stellung. 3 1

(1) f" besitzt im Intervall [-2;4] genau y
eine Nullstelle. 21

(2) f ist im Intervall [0;2] monoton

fallend. 11
(3) f besitzt im Intervall [-2;4] genau drei

Extremstellen.
Hinweis: Es handelt sich nicht um eine
Parabel. 24

Nullstellen. n - -
(4) f besitzt im Intervall [-2; 4] genau zwei | | \

Powered by GEQGEBRA.org

Aufgabe A8
Gegeben ist das Schaubild der Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f.
Skizziere einen Graphen von f und f". a
Nimm zu den folgenden Aussagen \
begriindet Stellung. Yy
2

(1) f" ist achsensymmetrisch. [
(2) f ist im Intervall [-5;5] monoton ﬁ‘

steigend. 0
(3) f ist punktsymmetrisch. $ ¥ R 2N

Powered by GEOGEBRJ
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Losung Al

(1)

Richtig, da f' in x = 0 einen Tiefpunkt
hat.

(2) Falsch, die Steigung nimmt standig
zu, f" ist monoton steigend.

(3) Nicht entscheidbar, da jede Funktion
h mit h(x) = f(x)+C eine Stamm-
funktion von f’ ist.

(4) Falsch, da f' im Intervall I=[-2;2]
sowohl oberhalb als auch unterhalb
der x-Achse verlauft.

(5) Richtig, da f’ im Intervall I =[-2;2]
zwei Nullstellen mit VZW hat.

Losung A2

(1) Richtig, da f' bei x =3 einen
Tiefpunkt hat.

(2) Richtig, da f' ist im Intervall I =[2;4]
unterhalb der x-Achse verlauft.

(3) Nicht entscheidbar, da jede Funktion
h mit h(x) =f(x)+C eine Stamm-
funktion von f’ ist.

(4) Richtig, da f"im Intervall I =[0;5] zwei
Nullstellen mit VZW hat.

Losung A3

(1) Nicht entscheidbar, da jede Funktion
h mit h(x)=f(x)+C eine Stamm-
funktion von f’ ist.

(2) Falsch, da f' im Intervall I =[2;4]
sowohl oberhalb als auch unterhalb
der x-Achse verlauft.

(3) Richtig, da f’ im Intervall I =[0;5]
zwei Nullstellen mit VZW hat.

(4) Falsch, die Steigung nimmt standig ab,

f"" ist monoton fallend.

‘\ x’»'
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Aufgabe A4

(1) Falsch, da f' in ganz R oberhalb der | K
x-Achse verlauft. Somit ist f in ganz
R streng monton steigend, was y f
maximal zu einer Nullstelle fUhrt.

(2) Falsch, f'" hat keine Nullstellen mit
VZW, somit hat f auch keine Extrem- ‘ £
stellen.

(3) Richtig (falsch), f' ist achsen- =m—m——0u—2_ —t —
symmetrisch zur y-Achse, somit = ° * 7 y ” 2L
muss f punktsymmetrisch sein. Da “11 s
allerdings jede Funktion h mit h(x) =
f(x) + C eine Stammfunktion von f’ 2]
ist, ist f punktsymmetrisch zu
seinem Wendepunkt.

(4) Falsch, dir Steigung von f' nimmt bis powered by GEOGEBRAlorg
zum Wendepunkt bei x,=-1 zu,
danach wieder ab bis zum
Wendepunkt bei x,=1 und nimmt
dann wieder zu.

(5) Falsch, dies folgt aus (4), aber auch, da f' symmetrisch zur y-Achse ist, kann
seine Ableitung nicht auch symmetrisch zur y-Achse sein.

-3 4

Aufgabe A5

(1) Richtig, die Funktionswerte von f' im 3
gleichen Abstand rechts und links der Y
y-Achse unterscheiden sich nur durch
das Vorzeichen: f'(—x)=—-f'(x)=

£
Abnahme links = Zunahme rechts. ' S £
(2) Unentscheidbar, da jede Funktion h ——m———_ ¢ P —
4 -3 -2 - 1 2 3 <

mit h(x) =f(x)+C eine Stamm-
funktion von f’ ist. 1
(3) Falsch, f" hat bei x = 0 eine Nullstelle
mit VZW von + nach —, also hat f =
dort einen Hochpunkt.
(4) Falsch, f'" hat nur eine Nullstelle mit
VZW, somit hat f auch nur einen o
Extrempunkt.

-3
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Aufgabe A6

(1) Unentscheidbar, da jede Funktion h
mit h(x) =f(x)+C eine Stamm-
funktion von f’ ist.

(2) Richtig, f hat bei x=-1 eine
Nullstelle.

(3) Falsch, f" hat bei x=0 keine
Nullstelle mit VZW.

(4) Falsch, f'" hat bei x =0 eine Extrem-
stelle, also hat f bei x=0 eine
Wendestelle.

Powered py GEQGEBRAlorg

Aufgabe A7

(1) Richtig, f’ besitzt im Intervall [-2;4]
genau eine Extremstelle.

(2) Richtig, f' verlauft im Intervall [0;2]
unterhalb der x-Achse.

(3) Unentscheidbar, da jede Funktion h
mit h(x) =f(x)+C eine Stamm-
funktion von f’ ist.

(4) Richtig, f' besitzt im Intervall [-2;4]
genau zwei Nullstellen mit VZW.

d by GEOGEBRA.org

Aufgabe A8

(1) Richtig, denn die Steigungen von f" ,g
sind rechts und links im gleichen
Abstand von der y-Achse (gleich: )
(=) = £ (). f

(2) Falsch, f' verlauft im Intervall [-5;5]
sowohl unterhalb als auch oberhalb
der x-Achse. ot

(3) Falsch, f' ist punktsymmetrisch, dann
muss f achsensymmetrisch sein.

2 3
j} ” w

owered by GEOGEBRA.org
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Aufgabe Al

Die Abbildung zeigt das Schaubild der Ableitungsfunktion f’' einer

Funktion f.

Welche der folgenden Aussagen Uber die
Funktion f sind wahr, falsch oder
unentscheidbar?

(1) f ist streng monoton wachsend fur
-3 <x<3.

(2) Das Schaubild von f hat mindestens
einen Wendepunkt.

(3) Das Schaubild von f ist symmetrisch
zur y—-Achse.

(4) Esgqilt f(x) >0 furallex € [-3;3].

(Quelle Abitur BW 2004)

Aufgabe A2

Leve/ 3 Expert - B/att 2 '\

Dokument mit 20 Aufaaben

éohauﬁild voin f

I ' 3 I ' ' '
EWéfe’d'E\iGEOGEERA"”””’.‘ """""""" [ e

Die Abbildung zeigt das Schaubild der Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f.

Geben Sie flr jeden der folgenden Satze
an, ob er richtig, falsch oder nicht
entscheidbar ist.

(1) Das Schaubild von f hat bei x = -2
einen Tiefpunkt.

(2) Das Schaubild von f hat fir -3 < x <
6 genau zwei Wendepunkte.

(3) Das Schaubild von f verlauft im
Schnittpunkt mit der y—Achse steiler
als die erste Winkelhalbierende.

(4) f(0) > f(5).

(Quelle Abitur BW 2006)

Aufgabe A3

Eine Funktion f hat folgende Eigenschaften:

(1) f@=1
(2) f'@)=0
(3) f"(4)=0und f"(4) 0

(4) FUrx — 4o und x — —o gilt: f(x) — 5

_S,Qhat,l_bll_d_f _______________

_________________________________________

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

wered by GEOGEBRA.OrgL ____4

___________________________________________

Beschreiben Sie fir jede dieser vier Eigenschaften, welche Bedeutung sie fur den

Graphen von f hat.

Skizzieren Sie einen modglichen Verlauf des Graphen.

(Quelle Abitur BW 2013)
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Aufgabe A4

Die Abbildung zeigt den Graphen der Ableitungsfunktion f' einer ganzrationalen

Funktion f.

Entscheiden Sie, ob die folgenden

Aussagen wahr oder falsch sind.

Bergriinden Sie jeweils Ihre Antwort.

(1) Der Graph von f hat bei x = -3 einen
Tiefpunkt.

(2) fC=2)<f(-D

(3) f"=2)+f'(-2)<1

(4) Der Grad der Funktion f st

mindestens 4.
(Quelle Abitur BW 2015)

Powdred by GEQGEBRA.org

Aufgabe A5
Die Abbildung zeigt den Graphen einer Stammfunktion F einer Funktion f.
Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder ‘
falsch sind. i ¥
Bergriinden Sie jeweils Ihre Entscheidung. ‘ ?
(1) f)=FQ)

(2) [y feodx=4

(3) f' besitzt im Bereich —1 < x < 1 eine Nullstelle.

(4) f(F(-2))>0

(Quelle Abitur BW 2016)

1
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Losung Al

(1) f ist streng monoton wachsend fir -3 < x < 3.
Die Aussage ist wahr. Das Schaubild der Ableitungsfunktion f' verlauft im
angegebenen Intervall oberhalb der x-Achse, somit ist f im Intervall streng
monoton wachsend.

(2) Das Schaubild von f hat mindestens einen Wendepunkt.
Die Aussage ist wahr. Der Wendepunkt einer Funktion flhrt zu einer
Extremstelle ihrer Ableitungsfunktion. Das Schaubild der Ableitungsfunktion
f' hat bei x, = 0 eine Extremstelle, somit hat f an der gleichen Stelle einen
Wendepunkt.

(3) Das Schaubild von f ist symmetrisch zur y-Achse.
Die Aussage ist falsch. Das achsensymmetrische Schaubild der
Ableitungsfunktion f’ hat nur geradzahlige Exponenten von x. Diese werden
durch das Integral zu ungeradzahligen Exponenten der Stammfunktion.
Funktionen mit nur ungeradzahligen Exponenten von x sind
punktsymmetrisch.

(4) Esgqilt f(x) >0 furallex € [-3;3].
Die Aussage ist unentscheidbar, da jede Funktion H mit H(x) = F(x) + C eine
Stammfunktion von f ist.

Losung A2

(1) Das Schaubild von f hat bei x = —2 einen Tiefpunkt.
Die Aussage ist falsch. Das Schaubild der Ableitungsfunktion f' hat an der
Stelle x = -2 einen Extrempunkt. Nur Wendestellen einer Stammfunktion
fuhren zu Extremstellen bei der Ableitungsfunktion. Wegen des Berihrpunkts
von f" mit der x—Achse liegt in f sogar ein Sattelpunkt vor.

(2) Das Schaubild von f hat fir —3 < x < 6 genau zwei Wendepunkte.
Die Aussage ist wahr. f' hat im angegebenen Intervall genau zwei
Extremstellen, die bei f zu Wendepunkten fihren.

(3) Das Schaubild von f verlduft im Schnittpunkt mit der y-Achse steiler als die
erste Winkelhalbierende.
Die Aussage ist wahr. Aus dem Schaubild von f' liest man fir x, =0 die
Steigung m = 4 von f ab. Die 1. Winkelhalbierende hat die Steigung m = 1.

(4) f(0) > f(5).
Die Aussage ist falsch. Die Ableitungskurve f’ verlauft im angegebenen
Intervall oberhalb der x-Achse, f ist in diesem Intervall somit streng monoton
steigend. f(0) muss somit kleiner als f(5) sein.

Losung A3
(1) f@)=1
Die Funktion hat an der Stelle x = 2 den Funktionswert 1.
(2) ff@=0
Die Funktion hat an der Stelle x = 2 eine waagrechte Tangente.
(3) f"@=0und f""4)+0
Die Funktion hat an der Stelle x = 4 einen Wendepunkt.
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(4) FUrx — 4o und x — —oo gilt: f(x) — 5

Die Funktion hat flr x — || die waagrechte Asymptote y = 5.
Hinweis zu (2):
Sie kénnen nur die Angabe einer
waagrechten Tangente machen,
keinesfalls die Aussage Uber einen
Extrempunkt treffen, da in der
Aufgabenstellung keine Aussage Uber
die hinreichende Bedingung f"(2) # 0

gemacht ist.

Mdglicher Verlauf des Graphen: A N

Hinweis: 2 T T R e S T TR B SR S 7

Dies ist nur ein méglicher Verlauf. Es =17

gibt hiervon noch viele andere. Powered By GEOGEBRA.0rg- - -~ 24—~~~ 1~ -~ - -t
Losung A4

(1) Der Graph von f hat bei x = —3 einen Tiefpunkt.
Die Aussage ist wahr. Das Schaubild der Ableitungsfunktion f' hat an der
Stelle x = —3 eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von — nach +.

(2) f(=2)<f(-1)
Die Aussage ist wahr. f' verlauft fir —3 < x < 0 oberhalb der x -Achse. f ist
somit in diesem Bereich monoton steigend, also ist f(—2) < f(-1).

(3) "2+ (-2 <1
Die Aussage ist falsch. Die Funktion f’ hat fur x = —2 einen Hochpunkt. Somit
ist f"(-2)=0. f'(-2)=2 (aus Grafik abgelesen). Somit st
f'"=2)+f'(-2)=2>1.

(4) Der Grad der Funktion f ist mindestens 4.
Die Aussage ist wahr. Der Grad der Funktion f’ ist mindestens 3. Durch die
Integration von f’ entsteht die Funktion f von damit mindestens dem Grad 4.

Losung A5
(1) f=FQ).
Die Aussage ist wahr. F(1) =0 wegen BerUhrpunkt mit x-Achse, der ein
Tiefpunkt ist. Somit ist f'(1) = 0.
(2) J; fGodx =4
Die Aussage falsch. Das Integral besagt, dass F(2) — F(0) gleich 4 sein soll.
Mit F(2) = 4 und F(0) = 2 ergibt sich F(2) — F(0) = 2.
(3) f' besitzt im Bereich —1 < x <1 eine Nullstelle.
Die Aussage ist wahr. F hat bei x = 0 einen Wendepunkt. Somit ist f”(0) = 0.
(4) f(F(-2))>o.
Die Aussage ist falsch. F(-2) =0; f(F(-2)) = f(0). Der Graph von F hat in
xo = 0 negative Steigung, somit ist f(0) < 0.
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