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Definition des Begriffs Ableitung

' Y

Merksatz

Die Ableitung einer Funktion f an der Stelle x, ist gleich der Steigung der
Tangente an die Kurve im Punkt (x|f(x)). Sie entsteht Uber den Grenzwert des

Differenzenquotienten % fir Ax — 0.

Einleitung

Bisher haben wir die einfachsten Ableitungsregeln kennengelernt. Jetzt gibt es
aber auch Funktionen, die aus unterschiedlichen Funktionstypen miteinander
verkettet sind. Bevor wir auf die Kettenregel eingehen, befassen wir uns deshalb
zunachst einmal mit dem Begriff Verkettung.

Verkettung

Zum einen kennen wir bereits die unterschiedlichen Funktionsarten wie:

. Lineare Funktionen

. Potenzfunktionen

o Ganzrationale Funktionen / gebrochen rationale Funktionen

o Trigonometrische Funktionen

. Exponentialfunktionen

Zum anderen haben wir bestimmt schon einmal eine Funktion f mit der
Funktionsgleichung f(x) = (2x + 1) gesehen. Eine solche Funktion bezeichnet man
als eine Verkettungsfunktion.

Verkettungsfunktionen bestehen aus einer duBeren und einer inneren Funktion.

Das Beispiel f(x) = (2x + 1)3 ist wie folgt zu verstehen:

Wir haben eine Funktion u(x) = x3 und eine weitere Funktion v(x) = 2x + 1.
Unschwer erkennen wir, dass f(x) = (2x+1)® wohl aus u(x) und wv(x)
zusammengesetzt wurde. u ist eine Potenzfunktion dritten Grades. Die
Variable x dieser Potenzfunktion wurde durch die Funktion v, die eine lineare
Funktion ist, ersetzt. Somit ist u mit v verkettet und wir schreiben die
Funktion f als f(u(v)). Die Funktionsgleichung der Funktion f hat die Form
fx) = u(v(x)).

Hinweis: Flr die Kennzeichnung einer Verkettung gibt es eine zweite Notation,
namlich f(x) = u(x) o v(x) (lies u(x) verkettet mit v(x)), wobei u(x) fur die
auBere Funktionsgleichung und v(x) flr die innere Funktionsgleichung
steht.

In diesem Portal verwenden wir die Schreibweise u(v(x)), da hier
wesentlich einfacher die duBere und innere Funktionsgleichung kenntlich
gemacht werden kann.
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Weltere Belspléle o h i
f(x) = sin(x?) ist eine verkettete Funktion mit u(x) = sin(x) und v(x) = x2.
f(x)=cos (% (x — 2)) ist eine verkettete Funktion mit u(x) = cos(x) und
v(x) =7 (x - 2).
f(x) = e™2**5 jst eine verkettete Funktion mit u(x) = e¢* und v(x) = —2x + 5.

Aus den Beispielen heraus erkennen wir, dass die Variable x der duBeren Funktion
durch die komplette Funktionsgleichung der inneren Funktion ersetzt wird.

{ N

Merksatz

Bei einer Verkettung wird jede Variable x der duBeren Funktion durch die
komplette Funktionsgleichung der inneren Funktion ersetzt.
Wir schreiben:

f) =u(v(®)

Beispiel 1:

Gegeben sind die Funktionsgleichungen s(x) =x?; t(x) =x3+x% u(x) =3x—2;
v(x) =sin(x) + 1; w(x) = e* — 5x.

Bilde die Funktionsgleichungen der Funktionen f(s(t)), f(t(s)), f(u(®)), f(v(w)),

f(w(v)), f(v(w)) und f(s(u(v)).

L6ésung 1:

f(s(®): Wir ersetzen jedes x von s(x) durch das komplette t(x).
f) = (¢ +x?)?

f(t(s): Wir ersetzen jedes x von t(x) durch das komplette s(x).

f) = (x?)° + (x?)?
f(u(w)):  Wir ersetzen jedes x von u(x) durch das komplette v(x).
f(x) =3sin(x) — 2
f(v(w):  Wir ersetzen jedes x von v(x) durch das komplette u(x).
f(x) =sin(3x—2)+1
f(w(¥)):  Wir ersetzen jedes x von w(x) durch das komplette v(x).
f(x) = eSO+ _ 5(5in(x) + 1)
f(v(w)):  Wir ersetzen jedes x von v(x) durch das komplette w(x).
f(x) =sin(e* —=5x) + 1
f(s(u(v))): Wir ersetzen zunachst jedes x von u(x) durch das komplette v(x).
flu(v(x)) = 3sin(x) — 2
Danach ersetzen wir jedes x von s(x) durch das komplette f(u(v(x)).

f (s(u(v(x))) = (3sin(x) — 2)?

Beispiel 2:
Gegeben sind die Funktionsgleichungen u(x) = x? und v(x) = sin(x).
Bilde die Funktionsgleichungen der Funktionen f(u(v)) sowie f(v(w)).
Lésung 2:
f(u(w)):  Wir ersetzen jedes x von u(x) durch das komplette v(x).
f(x) = sin®*(x)
f(u(w)):  Wir ersetzen jedes x von v(x) durch das komplette u(x).
f(x) = sin(x?)
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D|e Kettenreqel

Zwei Funktionen u und v kdonnen verkettet werden. Mit u(x) = x? und v(x) = 2x + 1
erhalten wir f mit f(u(v(x))) = (2x + 1)

Wahrend Summen von Funktionen gliedweise abgeleitet werden, gilt das flr
verkettete Funktionen nicht. So hat unser Beispiel f(x) = (2x + 1)? = 4x? + 4x + 1 die
Ableitung f'(x) = 8x + 4.

Wirden wir nun f(u(v(x))) nur nach der Potenzregel ableiten, erhielten wir

f' (u(v(x))) =2(2x + 1) = 4x + 2 ein ganz anderes (falsches) Ergebnis.

Wollen wir die Ableitung von f bestimmen, so missen wir den
Differenzenquotienten von f untersuchen.

()Ay fo+h) —f(xo) _ RCro+h)+ 1) — 2xo+1)°
h h
Zunachst kennen W|r die Differenzenquotienten der auBeren Funktion u mit
u(x) = x? und der inneren Funktion v mit v(x) = 2x + 1.

u(o+k)—u(vo) _ (vo+k)?-v3 bzw v(xo+h)—v(xg) _ 2(xo+h)+1-(2xo+1) _ 2h _ 2

Es ist: k k h - h h

Wenn wir diese beiden Differenzenquotienten bei der Untersuchung von (%)
verwenden wollen, missen wir den Differenzenquotienten f in (x) geschickt
umformen, um ihn auf die Differenzenquotienten der &auBeren und inneren
Funktion zurtckzufihren. In unserem Falle gelingt dies, wenn wir (x) mit 2
erweitern und anschlieBend geeigenet umformen.

flxo+h)—f(xo) _ (2(xg+h)+1)?—(2x0+1)?

h h
_ (2xp+2h+1)2-(2x0+1)2 2 _ (2x9+2h+1)%—(2x¢+1)? 2
- h 2 2h

+k)%-vd
=%-2 mit v, = 2x, + 1 und k = 2k

Nun geht fir h — 0 auch k — 0 und wir erhalten:

(2(xg+h)+1)2—(2x9+1)% _

f'(xo) = Al_)mo n

= lim W 2 =2v, 2

k—0
= u'(vo) - v' (o)
Die Ableitung der Verkettung f ist also gleich der Ableitung der duBeren Funktion
u an der Stelle v,, multipliziert mit der Ableitung der inneren Funktion v an der
Stelle x,.

Dieser Zusammenhang gilt allgemein, auch wenn die innere Funktion keine lineare
Funktion ist.

Merksatz Kettenregel

Die Kettenregel lautet:
Ist f(u(v)) eine Verkettung zweier differenzierbarer Funktionen u und v mit
f(x) =u(v(x)), so ist auch f differenzierbar und es gilt:

f'x) =u'(w(x) v'(x)
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Dlese doch WohI sehr theoretischen Betrachtungen soIIen d|ch aber nlcht '
erschrecken. Es gibt eine sehr sehr einfache Lésungsmoglichkeit flur Ableitungen
mit der Kettenregel, wie du in nachfolgenden Beispielen erfahrst.

Beispiel 3:
Leite ab und vereinfache das Ergebnis.

a)

£ = (5= 30" b) (=335 O fG0)=3sin(3x?)

L6sung 3:
Detaillierte Losung flr a)

b)

f(x) = (5-3x0)*
In diesem Beispiel ist die dauBere Funktion eine Potenzfunktion, erkenntlich
an )%. Also leitest du erst einmal ganz einfach nach der Potenzregel ab und
schreibst f'(x) = 4(5 — 3x)3.

Jetzt kommt wegen der Kettenregel die innere Funktion dran, das ist der
Ausdruck in der Klammer mit 5— 3x. Dieser Ausdruck abgeleitet ergibt —3.
Nun musst du die abgeleitete Potenzfunktion nur noch mit der Ableitung -3
der inneren Funktion multiplizieren und hast das endglltige Ergebnis:
f'(x) = 4(5 3x)% - (-3) = —12(5 — 3x)3

f) =5==3- @ -1

In diesem Beispiel ist die 3 ein Faktor, der nach der Faktorregel erhalten
bleibt.

Der Ausdruck (2x? — 1)~1 ist die Verkettung einer Potenzfunktion als duBerer
Funktion mit einer quadratischen Funktion als innerer Funktion. Gemaf
Kettenregel gilt:

fl)=3-(-1)- 2x*—1)"2-4x=—-12x- 2x* —1)"2 = —

f(x) = 3sin(3x?)

In diesem Beispiel ist die dauBere und innere 3 ein Faktor, der nach der

Faktorregel erhalten bleibt.

Der Ausdruck sin(3x?) ist die Verkettung einer Sinusfunktion als &uBerer

Funktion mit einer quadratischen Funktion als innerer Funktion. Gemaf

Kettenregel gilt:

f'(x) =3 cos(3x?) - 2 - 3x = 18xcos(3x?)

Hinweis: Bei den trigonometrischen Funktionen sin, cos und tan andert sich
beim Ableiten das Argument der Funktion (das Argument ist der

Ausdruck, der bei sin, cos und tan in der Klammer steht) NIE !!]
Bei Exponentialfunktionen (z. B. f(x) = a3*72) &ndert sich beim
Ableiten der Exponent NIE !!!

12x
(2x2-1)2
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Dokument mit 26 Aufgaben
Aufgabe A1 M od
Bilde die verkettete Funktionsgleichung f(x) = u(v(x)) sowie g(x) = v(u(x)) )
aus den gegebenen Funktionsgleichungen u(x) und v(x).

u(x) = x? _ _
U(X)ng—z f(x)_ g(x)_
u(x) = x3

v(x) =3 — x2 f(x) = g(x) =
u(x) = x?

v(x) =x—1 f(x): g(x):
u(x) = x3 _ _
U(X) — 2x3 — 2x f(x) - g(x) -
u(x) = x3 B B
v(x) = 5x2 —3 fx) = gx) =
u(x) = x?

v(x) = x2 — 3x f(x) = g(x) =
u(x) = x°

v(x) = x2 — 2y f(x) = g(x) =
u(x) = x8

v(x)=x2—x+2 fx) = gx) =
u(x) = x° B B
U(X) — 3x3 + 4 f(x) - g(x) -
Aufgabe A2

Gib zur gegebenen verketteten Funktionsgleichung f(x) = u(v(x)) die &uBere und
innere Funktionsgleichung u(x) und v(x) an.

f(x) = (4x* = 3x)° u(x) = v(x) =
fx) = (x? — 2x)* u(x) = v(x) =
f(x) = (5x% + x% — 4x)3 u(x) = v(x) =
f(x) = (5x* —4x3 = 2x + 5)* |u(x) = v(x) =
f(x)=-2Q2x3+3x2+x)° |u®)= v(x) =
fO)=@-x7)° u(x) = v(x) =
fx) = ncos(Z(x -3 +1 u(x) = v(x) =
fl) = Sm(o — u(x) = v(x) =
f(x) = 0,53 (4x2 — 3x)2 u(x) = v(x) =
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Aufgabe A3
Bilde die verkettete Funktionsgleichung f(x) = g(h(x)) bzw. k(x) = h(g(x)).
a) gx)=x?% h(x)=x+3

f(x) = k(x) =
b) g(x)=x+1; h(x) = 7x?

fx) = k(x) =
c) g =+Vx; h(x)=4x+3

flx) = k(x) =
d) gx =@Qx+1)?% h(x)=3x

f(x) = k(x) =
e) gx)=4x"1 h(x)=3x-2

fx) = k(x) =
f)  g(x) =sin(3x); h(x) = 2x?

flx) = k(x) =
g) g =e*; h(x) =(1-x)?

flx) = k(x) =
h) g(x) =x-cos(x); h(x) =§

flx) = k(x) =

©. by F_‘&"ﬂ't&!ﬂf’".’. rguh.ra{g EDQ DQI} Aufg;ghun fir; Sr.hulqlund Etudll..lm
m fit=in- rrﬂlihu-nnline L g e o 3 (s

Seite 8 t N
! . DI' -Inq Ht‘l’nn]f HilllEr‘ j' ‘mhmaﬂerﬂ:ﬂ‘tﬂ‘h" h'lnthu-fm‘rﬂﬂ!! ;Ie ‘“I- “_.; '_ -1



IV e,
G S FererS3T

,»-

:f gep “‘ff Losu‘h@"enJ

535

Leve/ 1 - Grund/agen - Blatt 1

Losung Al

:83 _ ;Ci _p  |[JOI=Gx-2 g(x) = 3x% —2
Zgg : ;CS_ X2 f(x) =3 —-x2)3 g() = 3 — x6

I;gg : ;CZ_ 1 f(x) = (x —1)2 g(x) = x2—1

383 : ;iz _oy | =(2x% - 2x)° 9(x) = 2x6 — 23
O OB S0 — 5203
:;lgg : ;Ci 3y f(x) = (x* — 3x)? 9(x) = x* — 32
Zgg _ ij _oy | T@ =G -22)° 9(x) = 210 — 25
Zgg:’t:_x"‘z fO) =@ —x+2)° gx) =x16—x8+2
) i [Ty o) 3 1 4

Losung A2

f(x) = (4x? — 3x)3 u(x) = x3 v(x) = 4x? — 3x

flx) = (x% — 2x)¥ u(x) = x* v(x) = x% — 2x

f(x) = (5x2 + x? — 4x)3 u(x) = x° v(x) = 5x° + x% — 4x
f(x) = (5x* — 4x3 — 2x + 5)* | u(x) = x* v(x) =5x* +4x3 - 2x+5
f(x) = —2(2x3 + 3x% + x)° ulx) = — v(x) =2x3 +3x% +x
fO)=@-x)"° u(x) =x7° v(x) =4—x7

fx) = ncos(Z(x —-3)+1 u(x) = wcos(x) + 1 v(x) = 2(x - 3)

flx) = Sm(o D u(x) = sin™(x) v(x) =0,5x—1

F(x) = 0,53/ (4x2 — 3x)2 u(x) = 0,5Vx v(x) = (4x* — 3x)?
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Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 1

Losung A3
a) gx)=x% h(x)=x+3

fG) = (x+3)? k(x) =x*+3
b) gx)=x+1; h(x) =7x2

fl)=7x*+1 k(x) =7(x + 1)?
c) gx)=+x; h(x) =4x+3

f(x) =V4x +3 k(x) = 4Vx + 3
d) g =@Qx+1)?% h(x)=3x

f(x) = (6x + 1)? k(x) = 3- (2x + 1)2
e) gx)=4x"1; h(x)=3x-2

flx)=4@Bx—2)"" k(x) =12x"1 -2
f)  g(x) =sin(3x); h(x) = 2x?

f(x) = sin(6x?) k(x) = 2 - sin?(3x)
g) g =e*; h(x) =(1-x)?

flx) = e2(1-0)% — p4(1-x) k(x) = (1 — e?*)?
h) g(x) =x-cos(x); h(x)= %

f) = Zeos 5) K = o

©. by FJt-{n-Haltquﬂn.,mama{g an DQIJ Al.d’ngun flr; Schulqkund Studlum
mﬁtrm mnihu-nnllne.dt 354 s it Toreaakd (A v

F.

i /D, Ing: Melholf Midller: f"wéhmunerﬂ:ﬂtwih” h'lnthu-rm‘lﬂﬂé ﬂe ot S0 ;;



BifferenZIa/re@imung

Aufga*bentﬂatf Abjeitiiaen, << ()

,_-/

'._- —

*ﬁfﬁl“ ;; gblgp Vrﬁl“ 2t :EurfKél;temregeiwﬂIL 2 gty wﬂlv > oAy
' Level 1 - Grundlagen - Blatt 2
Dokument mit 34 Aufgaben
Aufgabe Al

Bilde die 1. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen f, (x).

fr(x) = 3x — 2)* ') =
f2(x) = (3 = x?)° f2'(x) =
f3(x) = (x — 1)? f'(0) =
falx) = (2x° = 2x)° fa'(x) =
fs(x) = (5x* = 3)° fs'(x) =
fo(x) = (x* = 3x)? fe' () =
f2() = (x? = 2x)° f7' () =
fo)=@?—x+2)°® | fe'(x)=
fox) = (3x® +4)° fo' () =

Aufgabe A2

Ordne den gegebenen Ableitungsfunktionen f,'(x)
funktion f,(x) zu.

ihre urspriingliche Ausgangs-

f’(x)—& ()_(4 2_3)3
1 _3-3’—4x2—3x fro(x) = (4x x
, _ 0,5-cos(0,5x—1) 2 k
f2(x0) = = sin?(0,5x — 1) fu() = (% = 2x)
f3(x) = =2m - cos(2(x — 3)) fi2(x) = (5% + x% — 4x)3
fa'(x) = 42x°%- (4 —x7)77 fiz(x) = (5x* — 4x® — 2x + 5)*

fe(x) = =10+ (2x3 +3x%2 + x)* - (6x% + 6x + 1)

fia(x) = =2(2x3 4+ 3x2 + x)°

fo'(x) =4 (5x* — 4x3 — 2x + 5)3 - (20x3 — 12x2 — 2)

fis() = (4 —x7)7°

f7'(x) =3-(5x3 + x% — 4x)? - (15x2 — 2x — 4)

fie(x) = rtcos(Z(x -3)+1

fa'(x) = 2k - (x* = 20" (x — 1)

f17( ) sm(O 5x—1)

fo'(x) =3+ (4x? —3x)% - (8x — 3)

fis(x) = 0,53/ (4x% — 3x)?
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Aufgabe A3

Bilde die 1. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen f, (x).
fi(x) = (4x* — 2x)° fi'(x) =
fa(x) = (x* = 2x)™ f'(x) =
fa(x) = (x° — x*)S f'(x) =
fa(x) = 3x® +5x)° fa'(x) =
fs() = 2x+1)7 fs' () =
fo(x) = (2x72 + 3x%)° fe'(x) =
f2(x) = (27x - 35)° f7' () =
fo(x) = (2x* = 4x)72 fe'(x) =
fox) = (sin(x))* fo'(x) =
fot) = (a2 +2x3) | ') =
fi1(x) = (7x + 5) 3 or
fi2(x) = (1,9x% + 0,9x)* Flp'(x) =
fis() = % fia () =
fra(x) = (xz e Fia () =
fis(x) = Va3 fis'(x) =
fie(x) = V3 —2x fie' () =
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Losung Al

filx) = (3x —2)2 filx)=2-3x—2)'3=6-3x—2)

f2(x) = 3 —x?)° f2' () =3B —-x*? (-2x) = —6x- (3 —x?)?

f3(x) = (x — 1)? ') =2-(x-1)

fr(x) = (2x3 — 2x)3 fi'(x) =3-(2x3—2x)?-(6x2—2)=6-(3x2 —1)(2x3 — 2x)?

fs(x) = (5x2% — 3)3 fs'(x) =3+ (5x% —3)% - 10x = 30x - (5x2 — 3)?

fo(x) = (x? = 3x)? fo'G) =2-(x*=3x)- (2x = 3)

fr(x) = (x? = 2x)° fF'(x)=5-(x2—x+2)*-2x—2)=10(x — D(x? — x + 2)*

fe) =2 —x+2)8 |fe'(X)=8-(x*—x+2)"-(2x—1)

folx) = 3x3 +4)° fo'(x) =5-(3x3+4)* - 9x2 = 45x% - (3x3 + 4)*

Losung A2

fi'(x) = 3_5% fis(x) = 0,53/ (4x2 — 3x)2
0,5-cos(0,5x—1)

f2(0) = - sin?(0,5x — 1) fir () = m

f3(x) = =2m - cos(2(x — 3)) fie(x) = mcos(2(x —3)) + 1

fi'(x) = 42x% - (4 —x7)7 fis(x) = (4—x7)"°

fe(x) = =10+ (2x3 +3x% + x)* - (6x% + 6x + 1)

fia(x) = =2(2x3 + 3x2 + x)°

fo'(x) =4 - (5x* — 4x3 — 2x + 5)3 - (20x3 — 12x% — 2)

fiz(x) = (5x* — 4x3 — 2x + 5)*

f7'(x) =3+ (5x3 +x2 — 4x)? - (15x2 — 2x — 4)

fia(x) = (5x3 + x2 — 4x)3

fo'(x) = 2k - (x* = 207" (x — 1)

fui(x) = (xz - Zx)k

fo'(x) =3 (4x? —3x)% - (8x — 3)

fio(x) = (4952 - 3x)3
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fi(x) = (4x? — 2x)°
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Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 2

fi'(x) =3 (4x* —2x)? - (8x —2) = 6 - (4x — 1)(4x?% — 2x)?

f2(x) = (x* = 2)™

f2'0) =m-(x* —2x)™" " (3x* - 2)

fa(x) = (x® —x*)>

fi'()=5-(x° -

x*)* - (5x*

— 4x3)

fa(x) = (3x® + 5x)°

fi/(x) =6-(3x3+5x)° (9x% + 5)

fs() = 2x+ 1)’

fs' ) =7-(2x +1)%-2 =14~ (2x + 1)

fo(x) = (2x72 + 3x2)8

fo'(x) =8-(2x72 +3x2)7 - (—4x73 + 6x)

f7(x) = (27x — 35)°

f,'(x) =9-(27x — 35)8-

27 = 243+ (27x — 35)8

fa(x) = (2x* — 4x)~?

fo'(x) = —2(2x% —4x)™3 - (4x—4)=-8-(x—1)- (2x% — 4x)73

fo(x) = (sin(x))?

fo'(x) = 3 (sin(x))? - cos(x)

f10(x)—(x +z x)

fio'(x) =2~ (%xz + §x3) - (2x + 3x2)

f11(x) = (7x +5)73

fii'(x) = =-3(7x + 5)*.7=-21(7x+5)"*

fi2(x) = (1,9x% + 0,9x)*

fiz'(x) =4-(1,9x%2 + 0,9x)% - (3,8x + 0,9)

f13( )__3

fis () =-(x-3)7? =~

1

(x-3)?
fra ) = (x231)2 fisd @) =3-(-2)- (x> =173 2x = - (x—fi);
fis@) =V fis'(0) = 222 = 2%
fie(x) = V3 —2x fie'(x) = % B3—-2x)3-—2=-— 3.3/(32—2x)z‘
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Dokument mit 20 Aufgaben

Aufgabe Al

Bilde die erste Ableitung f'(x) der nachfolgend gegebenen, verketteten
Funktionen und vereinfache soweit wie mdglich.

a) fe)=(a?+ix3) b)) = (6~ 5)~4

c)  f(x)=(09x3+1,7x%)3 d) fx)= —4

e) f=GE?-07? N f0=55

9)  flx)=Vx? h)  fG) =v5-3x

Aufgabe A2

Berechne die Steigung des Graphen der Funktionen f an der gegebenen Stelle x,.
a) f)=Vx xp=2 b) f(x)=mn(2x?); xo=4

c)  f(x)=sin(x?); xo=+m d) f(x)=sin*(x); x =0

e) f(x)=—cos(sin(x)); xog=-m f)  f(x)=3(0x—25x2)? x,=3

g) fx)= (XZZT)Q xo =1 h)  f(x) = (25x3+0,75)3 x,=—1
Aufgabe A3

An welchen Stellen verlaufen die Graphen der Funktionen f und g parallel?
a) f)=QQx+4)?% gk = %x3 + 25x

b)  fG)=— g) ==
c)  f(x)=sin*(x); g(x)

[ A

cos(x); 0<x<2m;

Aufgabe A4
Die Grafik zeigt die Graphen der Funktionen f mit f(x)=x?2—1 und g mit

gx) = %x3 —2x + 4.
Gib an, welcher der nachfolgend abgebildeten
Graphen der Graph der Funktion f(g(x)) ist.

a)

) 4 3 2 \% 2 3pa
R B
d by GEOGHBRA.org

Powere d by GEOGEBRA.or Power
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=2 (ix5 +3x% lx3)
3 6 8

b) f(x)=(6x-57*
f'(x) =—4-(6x—5)">-(6) = —24(6x — 5)~°
c)  f(x) =(09x3+1,7x%)3
f'(x) =3-(09x3 +1,7x%)? - (2,7x? + 3,4x) = 3 - (2,43x° + 3,06x* + 4,59x* + 5,78x3)
=3-(2,43x> + 7,65x* + 5,78x3)
d) f@=Z=G-49"
flo)=-x-D7?= -5
e) fl)=@&*-x)77?
@) =20 =073 @ - 1) = - 220
) @ =mgm=4 G -2
fi) = -8 —2)73 - (3x%) = — 22
9) fG)=V=x
fle) =3x7= 2=
h) G =VEBr= (5 3x)%
F)=26-307 (-3) = -2
Losung A2
a) f=Vx=x3
o=t =4
b) f(x) =mn(2x?)
[0 =g dx=1 f@=3
c)  f(x) =sin(x?)
f'(x) = 2x - cos(x?) f'(Vm) = 2vVm - cos(m) = —2Vm
d) f(x) = sin?(x)
f'(x) = 2sin(x) - cos(x) f'(0) = 2sin(0) - cos(0) = 0
e) f(x)=-—cos(sin(x))
f'(x) = sin(sin(x)) - cos(x) f'(—m) = sin(sin(—mn)) - cos(—m) = 0
f)  f(x) =3(x —2,5x2)?
F1lx) = 6(x —2,542) - (1 — 5x) £(3) = 6(3 —22,5)- (1 — 15) = 1638
9) f= (x2+1)4 =2-(*+ D7
f/G0) = —8(x* + 1)7° - 2x fay==-
h) f(x) =(2,5x3+0,75)3
F1(0) = 3(2,5%% +0,75)° - (7,5%2) F/(=1) = 22,5 - 3,0625 = 69,9065
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Leve/ 2- Fortgeschr/tten - Blatt 1

Losung A3

a)  f()=(2x+4) g(x) = ;x> + 25x
') =4Q2x+4) g'(x) =>x?+25
flng' ()
8x + 16 = Zx2 + 25 | —8x; —16
a2 —8x+9=0 | -3

b)

C)

x2—§x+12=0

12 144 108 12 , 6
X12=7% |55 =5%3 | p/q-Formel

X1 = 6, Xy = 2
An den Stellen x; = 6 und x, = 2 verlaufen die Graphen der Funktionen f und
g paraIIeI

f@) == g ==

I} _ 2
f (.X') - (x 1)2 g (.X') - (x_z)z

fl)ng'(x)
1 2

Tz w22

x—22-(x-1?%=0

x> —4x+4—x*>+2x—1=0

—2x+3=0

x =15

An der Stelle x; = 1,5 verlaufen die Graphen der Funktionen f und g parallel.
f(x) = sin?(x) 9(x) = cos(x)

f'(x) = 2cos(x) - sin(x) g'(x) = —sin(x)

f')ng'(x)

2cos(x) - sin(x) = —sin(x)

2cos(x) = -1

cos(x) = —%

X1 =§1‘[; Xy = 2T — X4 =§T[

An den Stellen x; =§n und x, =§1‘[ verlaufen die Graphen der Funktionen f
und g parallel.

L6ésung A4
Abbildung a) zeigt den Graphen der Funktion f mit f(g(x)), denn:

flg(x)) —( x —2x+4) — 1. Durch Ausnultiplizieren erhéalt man im letzten Glied
4? = 16. Wegen 16 — 1 = 15 muss der Graph die y-Achse bei y, = 15 schneiden, dies

ist nur in Abbildung a) der Fall.
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Dokument mit 20 Aufgaben

Aufgabe Al 1
Bilde die erste Ableitung f'(x) der nachfolgend gegebenen, verketteten .=11‘.!-'-.-
Funktionen und vereinfache soweit wie mdéglich. :

a) f(x) = sin(4x) b) f(x) = cos(x?)

c) f(x) =3sin(2x) d fx)= §(3x4 —x?%)3

e) fx)= %(2 —4x)73 f)  f(x) =cos(5x+2)

g) f(x) =cos?(x) h)  f(x) = 4sin(1 — 3x?)

Aufgabe A2 it

Berechne die Stellen x, des Graphen an der die Funktionen f die Steigung m haben.

a)  f(x)=+vx++x; m=%\/§ b) f(x)=sin(0,5x>+1); m=0;0<x<2m
c) fx)=sin(4x); xo =—4 d) f(x)=mx?; m=4

e) f(x)=—cos(sin(x)); m=0;,0<x<5
f)  f(x) =3(x—25x2)? m=1638 g) flx)= ﬁ; m= —%
h)  f(x) = (2,5%3 + 0,75)%; m = 69,9065

Aufgabe A3

An welchen Stellen verlaufen die Graphen der Funktionen f und g parallel?
a) fx)=sin(bx+1); gx)=5x; 0<x<2m

b) f(x) =e3*"712; g(x) =3x2+5

c) f(x) =cos?(x); g(x)=sin(x); 0<x < 2m;

Aufgabe A4
Die Grafik zeigt die Graphen der Funktionen f mit f(x)=e*—-1, und g mit
1
glx) = ~t 1.
Gib an, welcher der nachfolgend abgebildeten .
Graphen der Graph der Funktion f(g(x)) ist, welcher y®
die Ableitungsfunktion ist und welcher Graph zu 7
keinem von beiden passt. o ,
“ - " 5
a) y: b) yj g ys 4
5 ] o1 2 mz j . 2 g
: : 5 4 3 2, /0 1 2 3 4 \ -
% j """ p 4 -3 -2 - 1 o 1 2 3a’:4
: e 3\“0 BN o : ered by GEOG!; RA.org
Powered by GEOGEBRA.ofg Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org
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ﬁ-.

Losung Al
a) f(x) =sin(4x) b) f(x) = cos(x?)
f'(x) = 4cos(4x) f'(x) = —2xsin(x?)
c) f(x) =3sin(2x) d) f)= %(Bx‘L —x?)3
f'(x) = 6cos(2x) f'(x) = Bx* —x?)%- (12x3 — 2x)
e) fx)= %(2 —4x)73 f)  f(x) =cos(5x +2)
fl{(x)=6-(2—4x)"* f'(x) = =5sin(5x + 2)
g) f(x) = cos?(x) h)  f(x) = 4sin(1 — 3x?)
f'(x) = —2cos(x) - sin(x) f'(x) = —24xcos(1 — 3x?)
Losung A2
a) f(x)=\/x+\/§=(x+x%)z
1 1 2vx+1
_ 5 1 —% M E L o 2x+l  x+d
[ = (x T ) (1 X ) 2xtVx  2fxtVE  avExevx  2VEJaex

Verl 1 x-/ =

V2 x- /x/E-(x/E+1)=x/E+1
/2x-(ﬁ+1)=ﬁ+1 | 2

2x(Vx +1) = (Vx +1)° | (Wx+1)
2x =/x+1 | -1
Vx=2x—-1 | 2
x=4x*—4x+1

4x>—5x+1=0 | 4
x2—§x+%=

x1,2=§i §—g=gi%$ X =1; x2=%

Probe x; = 1: Probe x, = %:

Vi+1 élz \/W+1 2 \/—
2VI/14V1 2 zmm
;—ﬁ=% 2 %— ,5¢%\/_

f hat an der Stelle x, = 1 die Steigung f'(1) = %\/7

b) f(x) =sin(0,5x% + 1)
f'(x) = x* cos(0,5x2 + 1)

x-cos(0,5x2+1) =0 | Satz vom Nullprodukt
xo=0

05x2+1-2=0 05x2+1—=X=0

x’=m-2 x?=3m-2

x, =\m—2 x3 =+\3m—2

f hat an der Stelle x, =0, x, =vn — 2 und x, = V3 — 2 die Steigung m = 0.

©.by m—?;r-mthg_-oqﬂn-,mnmf an nqn Am'q,ghun mr Ec.hulgkund Studlum

wwwht—m rrmihu-nnline L e e e el i Selte 19

-~

“~/Dr.tIng: Melnolf Miller” /* wehmamrmm-m“ h'lnthu-roﬂﬂﬂéde L%



2 éifferenz/a/reehnun g

€ AT ;%Aﬁlyabenﬁﬁaft SABIIGGED (IS5 G

wf : |T'- gop wf |v 2 wzwxettenﬁegeif LH :'; oty wf Losu‘then 7
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Cc) f(x) =sin(4x)
f'(x) =4 cos(4x)
4-cos(4x) = —4
cos(4x) = —1
T=4x = x¢ = %
f hat an der Stelle x, = - die Steigung m = —4.
d)  f()=mhkx?
fe =%
% - 4 =4 xO - %
f hat an der Stelle x, = % die Steigung m = 4.

e) f(x)=—cos(sin(x))

f'(x) = sin(sin(x)) - cos(x)

sin(sin(x)) - cos(x) =0 | Satz vom Nullprodukt

cos(x) =0= x; =§; Xy =§TL’

sin(sin(x)) =0 = x3=0; x,=7

f hat an den Stellen x; =%, x, =, x; = 0 sowie x, = 7 die Steigung m = 0.
f)  f(x) =3(x—2,5x2)?

'@ = 6(x —2,5x2) - (1 — 5x) = 6x — 30x% — 15x2 4 75x3

75x3 — 45x% + 6x = 1638 = x, =3

f hat an der Stelle x, = 3 die Steigung m = 1638.

) f(x)=ﬁ=2-(x2+1)‘4
fl(x) =-8(x%+1)"°-2x = —

16x
(x2+1)5
16x 1

T (2+1)5 2
32x=(x24+1)° = x5=2
f hat an der Stelle x, = 2 die Steigung m = —=.
h)  f(x) =(2,5x%+0,75)3
f'(x) = 3(2,5x3 + 0,75)% - (7,5x2) = 17,5x% - (2,5x3 + 0,75)?
17,5%% - (2,53 + 0,75)2 = 69,9065 = x, = —1
f hat an der Stelle x, = —1 die Steigung m = 69,9065.

Losung A3

a) f(x)=sin(5x+1) g(x) =5x
f'(x) = 5cos(5x + 1) g (x)=5
f')ng'(x)

5cos(5x +1) =5
cos(bx+1)=1= 5x+1=0Vv5x+1=2m

o= L., 2t
1~ 5’ 2 = 5
1 2n—-1 . .
An den Stellen x; = - und x, = "T verlaufen die Graphen der Funktionen f

und g parallel.
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' Leve/ 2- Fortgeschr/tten - Blatt 1
b) f)=—= 9 ==
2

f(x)__(x 1)? 90 =—5op
f')ng'(x)
1 2

Tz @22

x—=22-(x-1?%=0

x> —4x+4—x*>+2x—1=0

—2x+3=0

x =15

An der Stelle x; = 1,5 verlaufen die Graphen der Funktionen f und g parallel.
c)  f(x) =sin®(x) g(x) = cos(x)

f'(x) = 2cos(x) - sin(x) g'(x) = —sin(x)

f')ng'(x)

2cos(x) - sin(x) = —sin(x)

2cos(x) = -1

cos(x) = —%

X1 =§1‘[; Xy = 2T — X4 =§T[

An den Stellen x; =§n und x, =§1‘[ verlaufen die Graphen der Funktionen f

und g parallel.

Losung A4
Abbildung b) zeigt den Graphen der Funktion f mit f(g(x)), denn:

flgx)) = e%ﬂ — 1. Fir x — 0 gilt e%ﬂ — oo und flr x — oo gilt e%“ — e, dies ist nur
in Abbildung b) der Fall.

Abbildung a) zeigt den Graphen der Ableitungsfunktion f’, denn:

f hat fir 0 < x < o negative Steigung, also muss f’ in diesem Bereich unterhalb
der x-Achse verlaufen.

Abbildung c) passt zu keinem der beiden Aussagen.
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Dokument mit 24 Aufgaben

Aufgabe Al

Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) = (x — 1)?, g mit g(x) = x> — 3 und
h mit h(x) = e*. Bilde die Verkettungen und berechne jeweils deren 1.
und 2. Ableitung. :
a) flg(x) b) g9(f(x) c)  f(h(x) d) h(f(x)
d)  g(h(x) e) h(g(x)

a) ist als Beispielaufgabe wie folgt vorgegeben:

flg()) = (x* — 4)?

f'(g() = 2x(x* — 4) f'(g(x)) =6x*-8
Tipp: In manchen Fallen bendtigst du flr die 2. Ableitung zusatzlich die
Produktregel.
Aufgabe A2

Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) =vx —1, g mit g(x) = (x?2 —3)? und h mit
h(x) = VYx. Bilde die Verkettungen und berechne jeweils deren 1. und 2. Ableitung.

a) flgx) b) g(f(x)) c)  f(h(x) d) h(f(x)
d) ghXx) e) h(gx))
Aufgabe A3

Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) = sin((x + 2)?), g mit g(x) =2(x — 1) und h
mit h(x) = % Bilde die Verkettungen und berechne jeweils deren 1. und 2.

Ableitung.

a) flg) b) g(f(x) c)  f(h(x) d) h(f(x)
d)  g(h(x) e) h(g(x)

Aufgabe A4

Gegeben sind die verketteten Funktionen f, g und h. Ordne den verschiedenen
Graphen jeweils ihre Funktionsgleichung zu und begriinde deine Entscheidung.

_1\2
a) f=@&-1*-3 b)  g(x) =e™ c) h(x)=vx*—6xZ+8
’ U
6
6 2) .
1) Yy Y 3) Yy
5 4
3
4
3 3
2 2
4 3 2 -1 o1 2 3 a4 5/
1 = 1
0 2 0
3y 2 A o 1 2 3 ap ¢ 5 3 2 1 0o 1 2 3 ap s
-1 -1
-4
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Aufgabe A5
Gegeben sind die verketteten Funktionen f, g und h. Ordne den verschiedenen
Graphen jeweils ihre Funktionsgleichung zu und begriinde deine Entscheidung.

a) f()= (W - 3)2 b) g(x)=2sin(m(x+2)>)—2 <¢c) hkx)= !

sin(m(x+2)2)
L Ly T
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ol e 4!
g Yy b !
ffffffffffffffffff e e e et A
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Losung Al
f) = (x—1)?, g(x) = x* =3 h(x) = e”.
b) g(f(x))=(x-1D*-

g'(F()) = 4x — 1)? g"(fF(x)) = 12(x — 1)?
c) f(h() = (e*—1)?

f'(h(x)) = 2e*(e* — 1) F"(h(x)) = 2e*(2e* — 1)
d)  A(f(x)) = e@D* = gx*~2x+1

W (f (X)) = (2x — 2)e¥ 241 W'(F(x)) = (2x — 2)%ex"~2x+1
e) g(h(x)) =e* —3=e>*-3

g'(h(x)) = 2e** g"(h(x)) = 4e?*

f)  hg@)=e¥ =1
R (g() =25

R'(g0) = 25

Losung A2
f) =vx—1, g(x) = (x* = 3)?, h(x) = Vx.
a) f(g(x))=vx*—6x*+8

o - 2 oy -
b) g(f(x) = (x —4)?
flgx) =2(x—-4) f'(g(x)) =2
c)  frx)=vix—-1
f/(h(x)) = — g = ———
6-3x2 |3x-1 36x-YxZ-(3x-1)- | ¥x-1
d) h(f(x)=Vx
n 5
R(f(x) = W h"(f(x)) = — 36 D) Vo r
e) ghw) = x2-3)
(VxZ- -(3/%2
g = L) g"(f() = HLEED
f)  h(g(x) =Y (x?-3)?
: _ ax " | 4(x2-9)
W(f(x)) = 3-5@ ' (f(x) = PYERNT
Losung A3

f(x) = sin(r(x + 2)), g(x) = 2(x — 1), h(x) = 1.
a)  f(gx) =sin(m@2(x — 1) + 2)?) = sin(m(2x)?) = sin(4mx?)
f'(g(x)) = 8mx - cos(4mx?) f"(g(x)) = —64m?x?%sin(4mx?)
b) g(f(x)) = 2(sin(m(x + 2)?) — 1) = 2sin(n(x + 2)?) — 2 = 2sin(wx? + 4nx + 47w — 2)
g'(f(x)) = 2(2nx + 4m) - cos(mx? + 4mx + 4w — 2)
= 4n(x + 2) - cos(nx? + 4nx + 41 — 2)
f"(g(x)) = —4n(x + 2) - 2nx + 4m) - sin(mx? + 4mx + 47 — 2)
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= —8n2(x + 2)2 sm(nx + 4mx + 41 — 2)
Level 3 - Expert - Blatt 1

Q) ) =sin(n(2+2) ) =sin(n (S +2+4))
Fhe)) = —2ms +2) - cos (m (S +2+4))
f"(h(x))=2n(x%+§)-zn(i3+iz)-sin( (% +§+4))

=4n2(i+§)2-sin( (+2+4))

d) h(f(x) = m = (sin(r(x + 2)?))~! = (sin(mx? + 4mx + 4m))~*
I 2m(x+2) _
R(f(x)) = — (cos(nxz+2nx+4n))2 = —2n(x + 2) - (cos(nx? + 4nx + 4m))~?
p _22m(x+2)2m(x+2) 8m? (x+2)?
h (f(x)) " (cos(mx?+amx+4m))3  (cos(mx2+4mx+4m))3
Losung A4

a) f(x)=(x—1)*—-3 gehort zur Grafik 2).
Es handelt sich um eine ganzrationale Funktion 4. Grades, die in x-Richtung
um eine Einheit nach rechts geschoben wurde und die y-Achse bei y, = -2
schneidet.

b) g(x) =e®*D* gehdrt zur Grafik 3).
Es handelt sich um eine Exponentialfunktion mit g(0) = e? und g(1) = 1.

c)  h(x) = Vx* — 6x2 + 8 gehort zur Grafik 1).
Es handelt sich um eine Wurzelfunktion mit verschiedenen Definitionslicken,
berechenbar lUber x* — 6x? + 8 < 0.

LOosung A5

a) f(x)=(Vx2- 3)2 gehort zur Grafik 3).
Die beiden anderen Funktionen sind periodische Funktionen, der Schnittpunkt
mit der y-Achse bei f(0) = 9.

b) g() = 2sin(n(x + 2)?) — 2 gehdrt zur Grafik 1).
Es handelt sich um eine periodische Funktion mit einer Amplitude von a = 2,
die um 2 Einheiten nach unten verschoben ist und deshalb die x-Achse in
ihren Hochpunkten von unten berihrt.

c) hx)= L B gehort zur Grafik 2).

sin(m(x+2
Es handelt sich um eine periodische gebrochene Funktion, die fur jedes
n(x +2)?2 =n-m; n Z Definitionsllicken aufweist.
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e) g =2(;-1)

g =-2 g"(h(x)) = =
k@)= ﬁ
W(g() = — 5 H'(9()) = 5
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