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Definition des Begriffs Ableitung

e 1

Merksatz

Die Ableitung einer Funktion f an der Stelle x, ist gleich der Steigung der
Tangente an die Kurve im Punkt (x|f(x)). Sie entsteht Uber den Grenzwert des

leferenzenquotlenten fur Ax — 0.

Einleitung

Bisher haben wir die einfachsten Ableitungsregeln kennengelernt. Jetzt gibt es
aber auch aus einzelnen Produkten bzw. Quotienten zusammengesetzte

Funktionsgleichung wie etwa f(x) = (2x + 3)*- (e~ + x) oder auch g(x) = i:i

Im ersteren Falle kénnten wir zwar durch Ausmultiplizieren einzelne
Funktionsglieder erhalten, die wir mit den bekannten Regeln ableiten kénnten,
allerdings ware dies eine sehr umstandliche Vorgehensweise. Im zweiten Fall ist
ein Ausmultiplizieren nicht mdglich.

Um derart gestaltete Funktionen ableiten zu kénnen, existieren zwei zusatzliche
Regeln, namlich die Produktregel und die Quotientenregel. Wie der Name schon
sagt, wird die Produktregel fir Produkte und die Quotientenregel flr eben

Quotienten eingesetzt.

Die Produktregel

Mit zwei Funktionen u und v kdénnen wir ein Produkt bilden. Mit u(x) = x? und
v(x) = x3 erhalten wir f mit f(x) = u(x) - v(x) = x% - x3 = x°.

Wahrend Summen von Funktionen gliedweise abgeleitet werden, gilt das flr
Produkte nicht. So hat unser Beispiel f(x) = x° die Ableitung f'(x) = 5x*.

Wirden wir nun u(x) und v(x) einzeln ableiten und dann erst multiplizieren,
erhielten wir mit u’(x) = 2x und v'(x) = 3x? aus f'(x) =u'(x) - v'(x) = 2x - 3x? = 6x*
ein ganz anderes (falsches) Ergebnis.

Wollen wir also die Ableitung eines Produkts f = u-v zweier Funktionen u und v
bestimmen, deren Ableitung wir kennen, so missen wir den Differenzenquotienten
von f auf die Differenzenquotienten von u und v zurickfihren. Es ist also

Ay _ o+ h) — flxo) _ ulxo +h)-vlxo +h) —ulxo) - v(x)

()3 A A

Wir deuten nun die beiden Produkte im Zahler «—u(@g+ h) ———
u(xg+h) -v(xg+h) und  u(xy) - -v(x,) als ! (i) S
Flacheninhalte von Rechtecken mit den - - -
Seitenlangen u(xy, + h) und v(x, + h) bzw. den
Seitenlangen u(x,) und v(xy). Wir erhalten [
dadurch eine 1Idee fir eine mogliche v (o)
Umformung der Differenz viwo-tii)

u(xg + h) - v(xg + h) —u(xg) - v(xg). -y

' _ -
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Die Subtraktlon der belden Rechteckflachen u(x0 + h) v(x0 + h) —u(xo) v(xo) Iasst
sich umformen zu:

u(xy +h) - vixg +h) —ulxy) - v(xg) = (u(xo +h)— u(xo)) “v(x9) +u(xg + h) - (v(xo +h) — v(xo))
FUr den Differenzenquotienten () gilt damit:

flxg +h) = flxg)  ulxg +h)— u(x) ( v(xg +h) — vixg)
= -v(xp) + ulxp + h) -

h ‘ h , ‘ h |
Far h — 0 ist p
() = tim (N0 ) vi) + uixe) - Vi)

Merksatz Produktregel

Die Produktregel lautet:
Sind zwei Funktionen u und v differenzierbar, so ist auch die Funktion f =u-v
mit f(x) = u(x) - v(x) differenzierbar und es gilt:

fil) = u'(x) - v(x) +ulx) - v'(x)

Ohne auf den mathematischen Beweis einzugehen, lasst sich die Produktregel auch
auf mehr als nur zwei Funktionen u und v erweitern. Fur drei Funktionen u, v und
w ergibt sich f zu f(x) = u(x) - v(x) -w(x). die Ableitung nach der Produktregel
lautet dann:

i) =u'(x) v(x) wx) +ulx) v'x) -wkx)+ulx) - vix) wi(x)
Diese Erweiterung lasst sich auf eine beliebige Anzahl von multiplikativ
verknipften Einzelfunktionen ausdehnen.

Beispiel 1:
Bestimme die Ableitungen der Funktionen f und g mit f(x) = (x> + 1) - cos(x)

und g(x) =2 -v/x - (1 —x).

Lésung 1.
f(x) = (x3+1) - cos(x)
u(x) =x3+1 u'(x) = 3x?
v(x) = cos(x) v'(x) = —sin(x)

f'(x) =u'v+uv =3x? - cos(x) — (x3+ 1) - sin(x)

g(x) =2-vx-(1—-x)

u(x) =2-Vx u'(x) = ——

v(x) =1-x v'(x) = -1

f(x)—uv+uv——7_ (1-x)—2Vx
Beispiel 2:

Bestimme die Ableitung der Funktion f mit f(x) = 5x - (1 — x)2.
Lésung 2:

f(x) =5x-(1—x)?

u(x) = 5x u'(x) =5

v(x) = (1 —x)? v(x) =-2(1-x)

ff)=vv+ur' =5-1-x)2+5x-(-2(1—-x))=5-(1—x) - (1 —x — 2x)
=5(1—-x)-(1-3x)
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Mit zwei Funktionen u und v kdnnen wir einen Quotienten bilden. Mit u(x) = x? und
— 3 i i _u@ _ a1
v(x) = x° erhalten wir f mit f(x) = e,

Wahrend Summen von Funktionen gliedweise abgeleitet werden, gilt das flr
Quotienten nicht. So hat unser Beispiel f(x) = % die Ableitung f'(x) = —=
Wiirden wir nun u(x) und v(x) einzeln ableiten und dann erst dividieren, erhielten

wir mit w'(x) =2x und v'(x) =3x? aus f(x)=LP =22 _ % ain ganz anderes

v'(x)  3x2 3x

(falsches) Ergebnis.

Um Quotienten von Funktionen ableiten zu kénnen, fassen wir f =% als Produkt
zweier Funktionen auf mit f(x) = u(x) ~L Auf diese Weise kdnnen wir f nach den

uns bislang bekannten Regeln ablelten D|e Funktion k mit k(x) = = v~ 1(x) hat

)

vr(x)
v2(x)’

nach der Kettenregel die Ableitung k'(x) = —v2(x) - v'(x) = —

Mithilfe der Produktregel ergibt sich dann flur f(x) = u(x) - @

oy ey V() W) v —ul) v
f(x) =u'(x) 0] + u(x) - <_ vz(x)> - v2(x)

4 N\

Merksatz Quotientenregel

Die Quotientenregel lautet:
Sind zwei Funktionen u und v differenzierbar, so ist auch die Funktion f = % mit

flx) = % differenzierbar und es gilt:
u'(x) - v(x) —u(x) - v'(x)

£ = e
Beispiel:
Bestimme die Ableitungen der Funktionen f
2 -1
2 fw== b) f) =k
LOésung:
2
a) f)=2
u(x) = 2x u'(x) =2
v(x)—l—x v'(x) =-1
P u' () v(x)-ulx)v' (x) 2(1 x)—2x-(-1) _ 2-2x+2x _ 2
fie) = 2(x) -0z a-0?  (-x?
x—1
b) [0 =2k
ulx)=x-1 u'(x) =1
v(x) = (3 —x)? v'(x) = —-2(3—x)
f’( )= w () v()-u@)v'(x) _ B-x)?-(x-1)(-2G6-x)) _ B-x)+2(x—-1) _ 1+x
X = v2(x) = G- T T G G-2?
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Level 1 - Grund/agen - B/att 1
Dokument mit 20 Aufgaben
Aufgabe Al Ly
Bilde die Ableitungen mit Hilfe der Produktregel und vereinfache so weit 1 %%
wie maoglich. Thy
file) =x%-(x—1) filx) =
f2(x) =x-(x—1)? f2'(x) =
f3(x) = (2x* = 5x) - (x — 6) fs(x) =
fa(x) = (x?=2x)-(x*+2x+1) | fi(x) =
fs)=2-x-(x*-1) fs(x) =
o= (362 +3)- ¢~ 1) £ =
f2(£) = t? - sin(t) f7(0) =
Aufgabe A2
Bilde die Ableitungen mit Hilfe der Produktregel und vereinfache so weit wie
moglich.
fi(x) = (4x = 3)(3x — 2) filx) =
fa(x) = (3 —4x)(6 — 5x) f2'(x) =
f3() = 3x* = 2)(x* — 1) fs(x) =
fa(0) = (—4x? + 3)(x* + 5) fiGo) =
fs(x) =3x%- (2 —x?) fs(x) =
fo(®) = (t +2t%) - ¢? fo@®) =
fr(®) = (1 -t*)(2t +3t* - 5) f7(0) =

Aufgabe A3

Drei der sechs Ableitungen wurden falsch abgeleitet. Suche den Fehler und

korrigiere.
fi(x) = (12x — 5)(1 — 3x?)

fi(x) = (12x — 5)(—6x) + 12 - (1 — 3x?)

folx) =2x+1)Bx+1)

fL'(x)=2-3+2x+1)-3

fs(x) = x*- (3x + 10) f1(x) =4x3-3
f2(x) = 0,5x° - (2 — 4x3) fi(x) =2,5x* (2 —4x3) — 6x7
fs(x) = 4x*- (12 + x?) fl(x) = 4x(12 + x2) + 4x*

fo(®) = (5x% —2x) - x

fo(t) = (5x3 — 2x) + x - (15x%2 — 2)
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Losung Al

i) =x%-(x—-1) fix) =2x-(x—1) +x%=3x%—-2x

fo(x) =x-(x —1)? £ = (x—1)2+2x- (x—1)=3x2 —4x +1

f3(x) = (2x%2 = 5x) - (x — 6) f3(x) = (4x —5) - (x — 6) + 2x% — 5x = 6x% — 34x + 30

i) =0Cx+2)(x?+2x+ 1)+ (x2 - 2x)(2x + 2)

fal) = (% = 22) - (" + 20 +1) =22x3+3x2 +x+1)

fs(x)=2-x)-(x*-1) fe)=—(2-1)+Q-x)-2x=-3x2+4x+1
fe(t)—< t2+3) t-1 ) =t-(t—1)+%t2+3=;t2—t+3

f7(t) = t? - sin(t) f7(©) = 2t - sin(t) + t2 - cos(t) = t - (2 sin(t) + tcos(t))
Losung A2

filx) = (4x—-3)(3x —2) filx)=4-Bx—2)+3-(4x —3) = 24x — 17

f2(x) = (3 — 4x)(6 — 5x) £% = —4.(6-5x)—5- (3 —4x) = 40x — 39

f3(x) = (Bx2—=2)(x3-1) ff(x) =6x-(x3—1)+3x%-(3x2—-2) =3x-(5x3 - 2(1 +x))

fa(x) = (—4x% + 3)(x2 +5) fi(x) = —8x-(x2+5) + 2x - (—4x% + 3) = —16x3 — 34x

fs(x) =3x%- (2 —x2) fe(x) =6x-(2—x2)—6x3=12x(—x%2 +1)

fo(t) = (t + 2t?) - t? fe@®) =2t-(t+2t))+ (1 +4t)-t>=t*- (8t +3)

f7(t) = =2t- (2t +3t> —5) + (2 + 6t) - (1 — t?)

t)=(1-t®)Qt+3t%2-5
f7(®) = ( )@+ ) =—12t3 —6t2 + 16t + 2

Losung A3
filx) = (12x — 5)(1 — 3x?) fi(x) = (12x — 5)(—6x) + 12 - (1 — 3x?)
() = (2x+ D(Ex +1) ) =2-Gx+1)+3-2x+1)

f_#(;) — 4;;3 3

f3(x) = x*- (3x +10) f3(x) = 4x3 - (3x + 10) + 3x*

fo(x) = 0,5x5 - (2 — 4x%) fi(x) = 2,5x% - (2 — 4x?) — 6x7
rl_#(;;) — 4;:(;2 ;;2) 4;;4

fs(x) = 4x* - (12 +x%) fe(x) = 8x(12 + x?) + 8x3

fo(t) = (5x3 —2x) - x fe@) = (5x3 —2x) + x - (15x% — 2)
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Dokument mit 24 Aufgaben
Aufgabe Al

LT
Bilde die 1. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen f,,(x) mit Hilfe =g
der Produktregel. i

i) =(Bx—2)- (x* - 1) fi'(x) =
f200 =@ =x* - (x*-2) f' () =
fa() = (x = 1D?- (x + 1)? f3'(x) =

fol) = 2x* = 2x) -3 fil' () =
fsG) =(6x2=3)-(—x?) | @)=
fo(x) = (x* = 3x) - 4x3 fo'(x) =

fr(0) = (x = 20)° - (x +10)72 | f5'(x) =
fo) = (2 —x+2)-sin(t) | fy'(0) =
fol0) = 3x° +4) - fo'x) =

Aufgabe A2
Ordne den gegebenen Ableitungsfunktionen f,'(x) ihre urspringliche Ausgangs-
funktion f,(x) zu.

£ = %(x 1)z (4 1)2 +%(x P —DF | fio() = (4x% —3x) - x

f5(x) = cos?(x) — sin?(x) fir(x) = (x? = 2x) - sin(x + 2)
Fi(x) = —msin(x — 3) - (x2 — 2) + 2mx - cos(x — 3) frz(0) = (523 +x2 = 4) -~
fi'(x)=3-(4—3x)"2+3-(4—-3x)"! fi3(x) = (5x* — 4x3) -xiz

fi(x) = =5x*+ (x +3)? = 2x°- (x + 3) fia(x) = —=x% - (x + 3)?

fi() = (0% = 12x%) - = 2(5x* — 4x%) - fis(r) = (4—3x)71- (3x — 4)
£7(x) = (15x2 + 2x) -%— (5x3 +x% — 4) x_12 fre(x) = mcos(x — 3) + (x2 — 2)
fa() = 2x — 2) - sin(x +2) + (x% — 2x) - cos(x +2) | f,,(x) = sin(x) - cos(x)

fo(x) = (8x —3) - x + (4x2 — 3x) fia(X) = 0,5 - (x — 15 - (x + 1)
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 2
Aufgabe A3
Bilde die 1. und 2. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen mit Hilfe der
Produktregel. Beachte, dass du in manchen Fallen auch die Kettenregel benétigst.
Vereinfache die 1. Ableitung bevor du die 2. Ableitung bildest.

a)  f(x)=2x3-4x? b) f(x)=x3-(2x2-4)
c)  fx)=2(x*—-x)(x*+x) d) f(x)=(x—1)(x—k)?
e) f(x)=2ax(x —a)? f) f(x)=2x-(x?+2)
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Leve/ 1 - Grund/agen - B/att 2
Losung Al

i) =0Bx—-2)-(x2-1) i) =x-(x?2-1)+2x-(3x—2)

fr(x)=B-x%-x%*-2) f2'(x) = =2x-(x* —2) + 2x- (3 — x?)

f3(0)=(x—1% (x +1)2 @=2x-1 -(x+1D+2(x+1)(x—1)?

fi) = (2x° —22) - fi'@) = (6x = 2) ;=5 (2° = 20)
fs(x) = (5x% —3) - (—x?) fs'(x) = 10x - (—x?) — 2x - (5x% — 3)
fo(x) = (x? — 3x) - 4x3 fo'(x) = (2x — 3) - 4x3 + 12x% - (x? — 3x)

f(0) = (x—20)5- (x +10)72 | f'(x) =5(x —20)* - (x + 10)"2 — 2(x + 10) 3 - (x — 20)°

fa(x) = (x? —x + 2) - sin(¢) fe'(x)=2x—-1

folx) = (3x3 +4) - fol) =9x% S —2(3x3+4)- 5 =9-6-—=3—=
Losung A2
1 1 1 1 1 1 1 1
A =70G6-D 2 +D2+(c+1D) 2-(x-DZ | fi5(x) =05 (x— 1z (x+1)2
f5(x) = cos?(x) — sin?(x) fi7(x) = sin(x) - cos(x)
f1(x) = —mwsin(x —3) - (x? — 2) + 2mx - cos(x — 3) fie(x) = mcos(x — 3) - (x2 — 2)
fi/(x)=3-(4-3x)"2+3-(4—3x)"1 fis(x) = (4 —3x)"1- (3x — 4)
fi(x) = =5x*- (x +3)%2 = 2x°- (x + 3) Fia() = —x5 - (x + 3)2
F1(x) = (20x° — 12x2) ;‘—2 —2(5x* — 4x%) ;‘—3 fis(@) = (5x* — 42%) - &
f7(x) = (15x2 + 2x) -%— (5x3 +x2 — 4) x—lz frz(0) = (523 +x2 = 4) -
fa(x) = (2x — 2) - sin(x + 2) + (x? — 2x) * cos(x + 2) fi1(x) = (x? = 2x) - sin(x + 2)
fo(x) = (8x —3) - x + (4x% — 3x) fio(x) = (4x% —3x) - x
Losung A3
a)  f(x)=2x34x? u=2x3 u' =6x> v=4x? v = 8x
f'(x) = 6x2 - 4x% + 2x3 - 8x = 24x* + 16x* = 30x*
f"(x) = 120x3
b) f(x)=x3-(2x*-4) u=x3 u'=3x? v=2x%2—-4 v =4x
f'(x) =3x%-2x% + x3 - 4x = 6x* + 4x* = 10x*
f"(x) = 40x3

) f)=2x>-x)x*+x) u=x>-x u=3x*-1 v=x+x v =2x+1
Fl)=2(Bx2-1)- (x> +x) + (x3 —x) - 2x + 1))
=2@x*+3x3 —x2 —x+2x*+x3 - 2x%2 —x)
= 2(5x* + 4x3 — 3x? — 2x)
f"(x) =2(20x3 + 12x% — 6x — 2)
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Leve/ 1 - Grundlagen - B/att 2
d) f(x)=x-1Dx-k)> u=x-1 u=1 wv=0x—-k)? v =2(x-k)
ffl)=x-k)?+2(x-1 (x—k)
=x—-k)-(x—k+2x-2)
—(x—k)-Bx—k—2)
f'x)=@Bx—k—-2)+3(x—k)=3x—k—2+3x—3k
=6x—4k — 2
e) f(x)=2ax(x — a)? u = 2ax u'=2a v=x—-a)® v =2(x-aq)
f'(x) =2a-(x—a)? +4ax - (x — a)
= 2ax? — 4a%x + 2a® + 4ax? — 4a’x
= 6ax? — 8a’x + 2a3
f"(x) = 12ax — 8a?

f)  fx)=2x-(x%+2) u=2x u=2 wv=x?+2 v =2
f'O = (x2+2)+2x-2x=x>+2+4x? =5x% +2
f"'(x) =10x
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Level 1 - Grund/agen - B/att 3

Dokument mit 20 Aufgaben

Aufgabe Al _
Bilde die Ableitungen mit Hilfe der Quotientenregel und vereinfache so g
weit wie méglich.
i) == fi@) =
EU—@W (o) =
fs(x) = fs(x) =
fo) = G fi(x) =
fs@) = 5 f200 =
fot) =2 fi( =
£® =0 fio =
Aufgabe A2
Bilde die Ableitungen mit Hilfe der Quotientenregel und vereinfache so weit wie
moglich.
i) =1— fle) =
folx) == o' () =
i) =22 f() =
i) === filx) =
fs(x) = 2 filx) =
fo®) =25 fo@® =
fr®) = s f() =
Aufgabe A3
Drei der sechs Ableitungen wurden falsch abgeleitet. Suche den Fehler und
korrigiere.
filo =223 ﬂ@=%§%ﬁ
falx) = ;ﬁ:i f2' () = _3x+1
. x* ’ _x -(9x+40)
[0 =55 fs() = (3x+10)2
filo) = 255 JHOERR
i) =i B = Gz
fot) == — 2 fL(t) = 10x
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Level 1 - Grund/agen - Blatt 3

Losung Al
_ xz , _2x(e-D-x* _ x®-1 _ (x+D)(x=1) _ x+1
LG == A == = = Gn? — 1
, _ (x-1)%-2x(x-1) _ x-1-2x _ _x+1
f2(x) = (x— 1)2 f'(x) = (x-1)* (=13 (x-1)3
, _ (4x-5)-(x—6)—(2x2-5x) _ 4x2—29x+30-2x%+5x
f0) = = [0 ="z o
3\X) = _ 4x%-24x+30
_ (x=6)?
'(x) = 2x=2  (¥*-2x)(x+2) _ 2(x-1)  2-(x*-2x)(x+1)
ﬁl x) = x242x+1 (x2+2x+1)2 (x+1)2 (x+1)*
f(6) = x2=2x _2(-1)  2x%—4x _ 2(x—1)(x+1D)-2x7+4x
4 x2+2x+1 T 0?2 (+DE (x+1)3
_ 4x-2 _ 2(x-1)
T (x+1)3 T (x+1)3
_ 2—x , _ —(x?-1)-2x(2-x) _ x%-4x+1
fs(x) ~ x2-—1 f5 (x) = (x2-1)? T (x2-1)?
lt2+3 te-1-(5t2+3)  t2-t-3 4254
— 2 ! — 2 — 2 —
fG(t) - f6(t) - (t—l)z - (t—l)z - 2({_-_1)2
' _2t-sin(t)—t%-cos(t) _ t-(2sin(t)—tcos(t)
f7( ) = sm(t) f7 = sin2(t) - sin2(t)
Losung A2
4x-3 ' _ 4(3x—2)—3-(4x-3) _ 1
fl( ) - fl (x) - (3X—2)2 - (3.76—2)2
_ 1(x) _ —4(6-50)+5@-4x) _ 9
f2(0) 6—5x = (6-5x)2 T (6-5x)?
_ 3x2-2 , _ 6x(x*-1)-3x*(3x*-2) _ -3x*+6x?-6x _  3x*+6x7+6x
f3(x) x3 1 f3 (x) - (x3-1)2 - (x3-1)2 (x3-1)2
_ —4x2+3 , _ —8x(x%45)—2x(—4x2+3) 46x
f4_(X) T X245 f4 (X) - (x2+5)2 - (x2+5)2
_ 3x , _ 6x(2—x?)+6x3 _ 12x
fs(x) T o x2 f5 (x) - (2—x2)2 - (x2-2)2
_t+2t? (1+4t)-t?-2t (t+2t2) —t? 1
fe(©) = fe(t) = =—5
t4 4 t2
() = —2t(2t+3t2-5)—-(6t+2)(1—-t%) _ —4t?+4t-2
g2 f7(8) = (2t+3t2-5)2 T (2t+3t2-5)2
f7(t) = Py SvYor _ 2(t2-2t+1) _ 2= 2
(2t+3t2-5)2 (t—1)2-(3t+5)2 (3t+5)2
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 3

,,,,,

Lésung A3
12x-5 , 6-(6x2—5x+2)
) =155 [ =—Cay
, ER
(x) = 2x+1 fre—= e
fa(x 3x+1 flx) = — _
2 (3x+1)2
pro _ XEHOXH40)
_ JZF\YJT 2
f00) = 2 o i)
3 ~ (3x-10)2
_05x° , _x4-(4x3—5)
f4(x) 2— 4-x3 f4(x) 4-(2x3-1)2
f( ) fg(x) = E ;‘89:23;
5 - 12+x2 ' __ 96x
fs(x) = (x2+12)2
5 !
fo®) == £(6) = 10x
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| Level 1 - Grund/agen - Blatt 4

Dokument mit 15 Aufgaben

Aufgabe Al

Bilde die 1. Ableitung der nachfolgend gegebenen Funktionsgleichungen
mit der Produktregel und der Quotientenregel. Forme flir die
Quotientenregel die negativen Hochzahlen in positive Hochzahlen um. Gib (=]
an, welche Berechnungsart du fur die jeweilige Lésung als geeignetste
betrachtest.

a) fix)=3x%-(x+3)? b) f(x)=@2x+3)-x7?

c)  fz(x) =4x-(x*+3xH)7! d) filx) = —4x)  (7xH)7!
e) fs(x)=@Bx*—x°) - (x+17? f)  folx)=(x*+x)(Tx>-x)7"
Aufgabe A2

Wandle die folgenden Terme in eine sinnvolle Bruchschreibweise, bestimme die
Definitionsmenge und berechne die 1. Ableitung mit Hilfe der Quotientenregel und
vereinfache soweit wie mdglich.

a) fi@=x-(x+3)7" b) ) =x"%-(x-3)

Q) f3(0) = Bx®+x%) - (5x)7° d)  fi(x) =073 3x*—x)

e) fs() =" —xH72x f) o) = @x*+1) (8 +x%)2
g) fr(x)=0Bx—x°)-(Gx)* h) fe=Cx-2)""(x-2)"
Aufgabe A3

Berechne die Funktionswerte und die Ableitung der Funktion f mit f(x) =‘2‘%§ an

den Stellen -2; 0; 1,5; 2,5; 6. Skizziere den Graphen von f mithilfe der
berechneten Punkte und den zugehdrigen Tangenten. Kontrolliere mit dem GTR.
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G a A&I/yapenblatt ‘V\bl'e/ﬁ g iy G
*’vf |“ f*”«v *zdf' Produkfvuﬁd Quoweﬂtéhregef '\v ‘*’*ff Losu‘n@*en 4
' Level 1 - Grund/agen - Blatt 4

Y 1‘—

Losung Al
a) Produktregel: fl(x) =3x2-(x+3)7!
fi'(x) =6x-(x+3)"1—3x%2 - (x+ 3)‘2
Quotientenregel: filx) = -
' _ 6x(x+3)-3x2 _ 3x2+18x
fl () = (x+3)2 T (x+3)2
b) Produktregel: fo(x) =(2x+3)-x72
fLx)=2-x"2-2-2x+3)-x73
Quotientenregel' £ (x) = 223
2x(2x+3) 2x24+6x 2x+6
fo = EREN | pter 2
c) Produktregel: fo(x) =4x - (x3+3x2)71
') =4-(x3+3x2)" T +4x- (x3 + 33(2)_2
Quotientenregel: fz(x) = x3+3x2
'(x) = 4-(x3+3x%)-4x(3x*+6x) _ 4x3+12x%-12x3-24x> _ —-8x3-12x* _  12+48x
f3(x) = x4 (x+3)2 - x4 (x+3)? Tox*(x+3)2  x2:(x+3)2
d) Produktregel: fa(x) = (x3 — 4x) - (7x?)71
fi/(x) = (Bx2—4)- (7x*)"1 + 14x - (x —4x) - (7x%)7?
Quotientenregel: fulx) =1 7x2
£ = (3x2-4)-7x%—14x(x3 —4x) 21x*—28x2-14x*+56x2 _ 7x%+28 _ x2+4
49x* 49x* T o492 T 7x2
e) Produktregel: fo(x) = (Bx%2 —x5) - (x + 1)t
f5'(x) =(6x—-5x") - (x+1)t+ (S;fzz_zsxs) (x+1)7?
Quotientenregel: fs(x) = T
£/ () = (6x—5x*)-(x+1)—(3x? —x5) 6x2+6x—5x5—5x*—3x2+x5  —4x5—5x*+3x2+6x
(x+1)2 (x+1)2 h (x+1)2
f)  Produktregel: fo(x) = (x?+x) (7x3 —x)71
f')=2x+1) - (7x3—x)"1+ (21x —1)-(x2+x) - (7x3 —x)72
Quotientenregel: fo(x) = 7’;:"
£/ () = 2x+1)-(7x3-x)—(21x2-1)-(x% +x) _ 14x*—2x2+7x3 —x—(21x*+21x3 —x%—x)
6 x2-(7x2—1)2 x2-(7x2—1)2
_ —7x*-14x3-x?  7xP+14x+1
x2-(7x2-1)2  (7x2-1)2
Losung A2
a) fi=—5; D=x€R\{-3}

x+3 -X 3

fi'(x) = (x+3)z = G132
b) f.(0)= xz ; D =xeR\{0}

x%2=2x(x-3) —x*+6x xX—6
f2'(x) = = =

x4 x* x3
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Level 1 - Grund/agen - Blatt 4

3x3+
0 )= D=xeR\(0)
"(x) = (9x2+2x)-(5x)°-25(3x3+x2)-(52)* (sx)4~((9x2+24x)45x—254(3x3+x2)) __ 5x?(6x+3)
f3' () = (5x)10 - (5x)10 - (5x)°
6x+3
T 625x*
3x2-
d) fald)==3 D=x€eR\(0}
'(x) = (6x-1)8x3-24x*(3x*-x) _ 48x*-8x3-72x*+24x3 _ 8x3(=3x+2) _  3x-2
fa(x) = 64x6 - 64x6 T e4xs 8x3
e) fs(x)= (xs x4)3 5 D =xeR\{0;1}
, _ 6x2(x5-x*%) —6x3~(x5—x4)24(5x4—4x3) _ (x5—x4)2-(6x2-(x5—x4)—6x3-(5x4—4x3))
f5 (x) - (x5-x1)6 - (x5-x4)6
_ 6x7-6x°-30x"+24x® _ -24x7+18x% _  24x-18
(x5—x%)4 T ox16(x—1)* ~ x10.(x-1)*
2 3
£ fe()= m'; D = x € R\{0; 1}
, 6x2‘(x5—x4)3—6x3~(x5—x4)2‘(5x4—4x3) (x5—x4)2-(6x2-(x5—x4)—6x3-(5x4—4x3))
fo'(x) = (x5—x4)6 = (x5—x4)6
_ 6x7-6x°-30x"+24x® _ -24x7+18x% _  24x-18
- (x5—x%)4 Tox16(x—1)* ~  x10.(x-1)%
3x— 5
9) f0="5r D=x€R\(0}
'(x) = (3-5x%)-(52)*=20-(5x)3-(3x—x%) _ (SX)3~(5x~(3—5x4)—20~(3x—x5))
fr () = (52)8 = (52)3(52)5
_ 15x-25x°-60x+20x> _ —5x°-45x _  5x(x*+9) _ x*49
B (52)° G S CP) LN €9 F
f,(x) -2 (x 2)_ 2
8 7 -2t T (-2
Losung A3
_ 4 , _ —-0+@-x) 2
f(x) - 2—x f (x) - (z_x)Z -
6 , 1
f(=2)=,=3 f1(=2) =3
, 1
£(0) = £l =3
f,5) = f'(15) =8
f(2,5) =-3 f'(2,5) =-8
f(6) == f1(6) =<

_Powered by GEOGE
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 5
Dokument mit 27 Aufgaben
Aufgabe Al
Leite nach der Produktregel ab und fasse zusammen.
a) fik=(01-2x)@Bx+1) b) fo(x)=(x*—4)-(x*+1)
Q) A =(Gx-1)-(4-08x? d) fi)=@2+6)-(1-1t?)
e) fs)=@E*+x%)-1-x) f)  fe(r)=Q+1?)?
Aufgabe A2
Leite nach der Produktregel ab und fasse zusammen.
a) fi(x)=xx b) fo(x)=x%Vx
c) fi(x)=(@2x—-1)-Vx d)  fu®) = @7t* - 1)+t
e) fsl)=2-(1-x% ) fol) =2
g) f7(x) =x-cos(x) h)  fe(x) = (x* +1)-sin(x)
i) folx) = Vx cos(x) ) fio(®) = sin(t) - cos(x)
K)  fu1(t) = sin®(t) 1) fi2() = cos?(t)
Aufgabe A3
Leite nach der Produktregel ab und fasse zusammen.
a) filx) =mx b) fo(x)=a-x?
Q) fi(t) =gt d)  falx) =t(x?—x)
e) fs(®) =t(x*—x) f)  fe(2) =t(x*—x)
g) fix)=x9x h)  fe(x) = (g(x)?

) fo)=g'(x) g
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Losung Al

a) fi't)=-2-CBx+1)+3-(1—-2x)
=1-12x

b) f'(x)=2x-(x3+1)+3x%-(x*—-4)
=x(5x3 —12x + 2)

Q) £'@)=3 (4—-08x})—16x-Gx—1)
=—1,2x*>+1,6x+2

d) fi’®=6t+1)-(1—-t?)—2t-3t2+1)
=—12t3 -3t> + 6t +1

e) fi'(x)=Bx?+2x)-(1—x)— (3x%+2x)
= 2x — 4x3

f)  fd@)=21+71%-2r
=4x(x? + 1)

Losung A2

a) fll(x)=\/;+%=§'\/§

b) fz'(x)=2x-\/_+i—; Vi3

o) fW=2-x+EFH =24

d)  £'(6) = 94t - \/—+47tt1_23;f/2?—1

&) W= S

N fw=-

g) fy'(x)=cos(x)—x- sin(x)

h) f5'(x) =2x-sin(x) + (x? + 1) - cos(x) _

I) f9 ( ) _ cos(x) \/— sm(x) _ cos(@;\z/;sm(x)

) fw'@®) = COSZ(t) — sin®(t)

K)  fi1'(®) = 2sin(t) - cos(t) = sin(2t)

) fio'(®) = =2sin(t) - cos(t) = —sin(2t)

Losung A3

a) fix)y=m b)

o =gt d)

e) fi'®=x>—x f)

9) fF)=gx)+x-g'x) , h)

) A =9"(x) g0+ (')

b nblatit We/v@éﬂ s

éﬁferenz/a/re@ﬁnung
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gy 7&# Wrodﬂktwuﬁd Quotventefnrege! ¥ “‘ff Losu‘h@"en Y

Level 1 - Grund/agen - Blatt 5

f2(x) = 2ax
fa)=t-(2x—-1)
fe(z) =0

fe(x) =2g9(x) - g'(x)
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Dokument mit 18 Aufqaben

Aufgabe Al ™
Bilde die 1. und 2. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen mit #&:
Hilfe der Produktregel. Beachte, dass du in manchen Fallen auch die &

Ableitung bildest.

a) fl)=+vx-(x-1D* b) f(x)=x*-(1-x)°
) fG0)=vx-(5+ ) d) fG)=(x"-202
e) f(x)=+x- (Sx +%) f)  f(x)=(5Vx+3x)-5x
Aufgabe A2

Bilde die 1. und 2. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen mit Hilfe der
Produktregel. Beachte, dass du in manchen Fallen auch die Kettenregel benétigst.
Vereinfache die 1. Ableitung bevor du die 2. Ableitung bildest.

a) f)=32x%(5x2-x+7) b) f()=(5-1)-(x+5)
C) f(x)=(5\/§+3x)-(5x+7) d) f(x)—(—— 1x)-\/§

10
e) f(x)=T7x5+x?>-2x)-(x"+3x) f) f,(t) = (sin(at) + at) - t?

Aufgabe A3

Berechne die Steigung der Funktionen f,, an der angegebenen Stelle x,.
1

a) A@=(3+1) Gr+5); x=-1 b) )= (5-5) x=2
c)  fz(x) =\/§~(5x2 +xiz); xo =1 d) filx)= (%x3 +§x) : (Ex—8); xo =0

5

Aufgabe A4

An welcher Stelle verlaufen die Graphen der der Funktionen f und g parallel?
Welche Steigung haben die Tangenten an dieser Stelle?

a) f)=x+3x3-2x-1) g(x) = 6x3

b) f(x)=(%x2+8x)-% g(x)=—$+2
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Leve/ 2 Fortgeschr/tten - B/att 1

Losung Al
a) f(x)=\/_-(x—1)4 u=+x u'—% v=>x-1D* v =4(kx-1)3
. 4 3 _ (- 1)4+8x(x 1)3 (x—1)3-(9x—1)
=E(x—1)3~(9x—1)-x2 u=%(x—1)3 u’=§(x—1)2
v = 9x%—x_% v =— L

=4 —
fu(x) = ( )2 (9x 1) +1 ( 1)3 . (9x+1) (x _ 1)2 (27x -3 +4E/;_ 1)\/—9x+1)
CVE 2xvx 2\/_

27x-3)-2x+(x—1)-(9x+1 x—1)%-(63x%-14x-1
=ﬁ(x—1)2-(( ) 25{ )-( )):( ) (4x& )
b) f(x)=x%-(1-x)° u = x? u' = 2x
v=_(1-x)° v’ =-5(1—x)*
fl)=2x-(1—-x)°-5x2-(1—-x)*=(1—x%-(2x (1 —x)—5x?)
=1 —-x)* (-7x% + 2x) u=(x—1)* u =4(x—-1)3
v=-7x%+2x v =—14x + 2

') =4(x—1)3 - (-7x*+2x) + (x — 1)*- (—14x + 2) =
=2(x—1)3-Q(-7x*4+2x)+ (x—1)- (-7x+ 1) =
=2(x—1)3 (—14x? +4x—7x* +x+7x—1) =2(x —1)3 - (-21x2 + 12x - 1)

c) f)=vx-(5+Vx)=5Vx+x

) = 5=t1
f”( )__4_x\/—
d) f(x)=(3x5—2x)-§ u=3x>—2x u =15x* -2
2 , 2
V== vV =—=

fle)=@5x*—2) 2 3x5 —20) - 5= 2. (x - (15x* — 2) — (3x° — 2x))
= XZ—Z (12x5) = 24x3
f'(x) = 72x?

e) f(x)=\/§-(5x+%)=5x%+il
fm=Ef—%

f'0) = 7k + 57

f) fl)= (5\/_ +3x)-5x = 25x7 + 152
fl(x) = \/_+ 30x
f'(x) = + 30
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Losung A2
a) f(x)=§x3'(5x2—X+7) u=§x3 u = 2x2
v=>5x>—x+7 v =10x—1
fl(x) =2x?-(5x2 —x+7) +§x3 <(10x — 1) = 10x* — 2x3 + 14x? +?x4 —§x3
_50 4 _8 3 2
=5 X" —3x + 14x
3
f'x) = ﬂx3—8x2+28x
2 2 , 4
b) f(x)=(;—1)-(x+5) u=2-1 w=—2
v=x+5 v =1
, 4 2 4 20 2 20 2
f(x):_60x_3.(x+5)+;_1:_X_Z_F-l_;_l:_x?_;_l
f”(x)=x—4
c)  f)=(5Vx+3x) (5x+7) u = 5vVx + 3x u’=%+3
v=>5x+7 v'=5
f’(x)=(%+3)(5x+7)+5~(5\/§+3x)_25‘F+T_+15 +21
meoN _ 25 35 _ 25x-35
f(x)_‘l-ﬁ 4X\/§+ — 4X\/§ +15
11 11 , 2 1
d) f(x)=(—x—2+ﬁx)'\/§ u=—;+5x u =x—i+E
1}2\/; U,=_
2vx
) = (2 1+ LY. Aoy r N2 1ty 1
f(x)_(xz+10)3 \/E-I_z\/? ( x2+10x)_x2\/§+10\/z 2x2\/E+20\/E
AT
M) = — 5 4 3
freo = 4x3\/§+40\/§
e) f(x)=\/§-(5x+§) u=+x u’=%
17=5.7C‘|‘l U’:S—x—lz
= (s )+ (5 2) =5t s
_1_5\/—_ 1
_zsx 2xVx
" _1_ 3
f)  f(x) = (5Vx +3x)-5x u = 5vVx + 3x u’::ﬁ+3
v = 5x v'=5
f'00 = 2E+5- (5vx +3x) = VX + 25Vx + 152

= 2\/_+15x
") = 75
f (x)—4\/§+15
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Y 1‘—

Losung A3
1 1 , 1
a) fl(x)=(;+1)~(3x+5) u=-+1 u'=—-—
v=3x+5 v'=3
Al =-Z243(3+1) fil(-1) = -2
b) fo(x)=2x® (——%) u = 2x° u' = 12x°
11 , 3, 4
VEw e V=e=mwmTs
£/ (x) = 12x5 (3 $)+2x6(—§+%) £'(2)=24—-8=16
Q) fi(0)=Vx- (522 +3) u=x w =
17=5x2+x—12 v’=10x—%
£i'Go) = %(5;& +5)+vx(100-2)  f()=3+8=11
d) filx)= (§x3 +§x) . (éx — 8) u = §x3 +§x u' = %xz +§
v=§x—8 v’=§
ven (3.2, 62 2(1 3,6 R
fi @) = (327 +3) (Gx - 8) +2(52° +2x) A/ O =-%
Losung A4
a) f(xX)=((x+3x%-2x-1) u=x+3x? u' =1+6x
v=2x—1 v =
fl)=1+6x)-2x—1)+2(x+3x?) =12x> —2x — 1
g(x) = 6x3
g'(x) = 12x?
f'&x)ng'(x)
12x2% = 2x — 1 = 12x?
—2x—1=0
2x = —
1
xX=-=
R
f’(_E) = 3 g’ (—E) = 3

An der Stelle x, = —% verlaufen die beiden Graphen mit einer Steigung von
m = 3 parallel.

b) f(x)=(5x%+8x) 3 w=1x? 4 8x W =x+8
v=% v'=_xi2
f(x)—(x+8)-——xi(;x2+8x)=1+§—%—g=%
g(x)——E+3
g ==
f(x)ﬂg(x)
2_x4
X1,2 =+V6

An den Stellen x, = V6 und x, = —3/6 verlaufen die beiden Graphen mit einer
Steigung von m = parallel.
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Dokument mit 19 Aufgaben

Aufgabe Al

Leite mit Hilfe der Produkt- und der Kettenregel ab.

a) f(x)=x-sin(3x) b) f(x)=Bx+4)?:sin(x)
c) fx)=x"1-(2x+3) d) f(x)=(G-4x)3%(1-4x)
e) f(x)=(G-4x)3-x72 f)  f(x) =3x-cos(2x)

g) f(x)=3x-(sin(x))? h) f(x)=05x*V4—x

Aufgabe AA2
a) Wo steckt der Fehler?

f(x) =(2x—8)-sin(x); f'(x) = 2cos(x)
b) Ergadnze: g(x)=(2x—-3)-8-x% g'(x)=0-8-x2+2x-3)-0J

Aufgabe A3

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (x — 1) - Vx.

a) Bestimme die Schnittpunkte des Graphen von f mit der x-Achse.

b) Welche Steigung hat die Tangente an den Graphen im Punkt P(1|f(1))?
c) In welchen Punkten hat der Graph von f waagrechte Tangenten?

d) Skizziere den Graphen von f und Uberprife ihn mit dem GTR.

Aufgabe A4

a) Bilde die erste Ableitung von
f(x)=02x—=3)-cos(x); gx)=x-(1-x)% h(x)=2x-3)3 3x;

i(x) = % - sin(x).

b) In welchen Punkten hat der Graph von g waagrechte Tangenten?

c) Bestimme die Schnittpunkte des Graphen von h mit der x-Achse.

d) Welche Steigungen haben die Tangenten an den Graphen von h in den
Schnittpunkten mit der x-Achse?

Aufgabe A5
Bestimme f'(x) und f(x) fur f(x) =x?-g(x); f(x) =x-g'(x) bzw. f(x) = g(x) - g'(x).
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Losung Al
a) f(x)=x-sin(3x) u=x u'=1
v = sin(3x) v’ = 3cos(3x)
f'(x) = sin(3x) + 3xcos(3x)
b) f(x) = (Bx+4)?:sin(x) u = (3x + 4)*? u' =6(3x+4)
v = sin(x) v’ = cos(x)

f'(x) = 6(3x + 4) - sin(x) + (3x + 4)? - cos(x)
=Bx+4)(6-sin(x)+ 3x-cos(x) + 4 cos(x))

c) fx)=x1-2x+3) u=x"1 u' =—x"?
v=_2x+3) v =2
fl(x)=—x2-2x+3)+2-x1=-2x"1—-3x"2+2x" 1 = —3x2
d) f(x)=0G-4x)3 (1 -4x) u=(5-4x)3 u' = —12(5 — 4x)?
v=1-4x v =—-4

fl(x)=-12-(4x —5)?- (1 —4x) —4- (5 — 4x)3
=—4-(4x—5)?-(3(1 — 4x) + (5 — 4x)) = —4- (4x — 5)? - (8 — 16%)

e) fl)=((-4x)3-x? u=(5-4x)3 u' = —12(5 — 4x)?
v=x"2 v =-2x73
fl(x)=—-12-(5—4x)?-x"2—-2x"3-(5—4x)3
=—12x-(5—4x)?-x73 - 2x73- (5 — 4x)3
=x3-(5-4x)?-(-12x—2- (5 —4x))
=x73-(5-4x)?  (—4x — 10)
=x73- (25 — 40x + 16x2) - (—4x — 10)
=x"3- (—64x3 + 300x — 250)

f)  f(x)=3x-cos(2x) u = 3x u' =3
v = cos(2x) v’ = —2sin(2x)
f'(x) =3-cos(2x) — 6x - sin(2x) = 3(cos(2x) — 2x - sin(2x))
g) f(x) =3x- (sin(x))? u=3x u' =3
v = (sin(x))? v' = 2-sin(x) - cos(x)
f'(x) =3 (sin(x))? + 6x - sin(x) - cos(x))
= 3-sin(x) - (sin(x) + 2x - cos(x))
h)  f(x)=0,5x? V4 —x u = 0,5x? u =x
v=+4—x v = —2\/%

f'(x) =x-v4—x—0,5x2 2\/_
_ 2x-(4-x)—0,5x% _ 8x—2,5x?

2v/4—x T 2A—x

Losung A2
a) Es wurde nur u’ - v gebildet und die Multiplikation v’ - u wurde vergessen.
b) g (x)=2-8—x)2+2x—-3)-(2x—16)
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Losung A3

fG) = (x—1)-Vx

éﬁferenz/a/re@ﬁnung
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Leve/ 2 Fortgeschr/tten - B/att 2

a) Schnittpunkte des Graphen mit der x-Achse mithilfe von f(x) = 0:
(x—1)-x | Satz vom Nullprodukt
X1 = O; Xy = 1
b) Steigung der Tangente in P(1|f(1)):
fl)=(x—-1)-x u=x-1 u' =1
p 1
1 v=+/x v =
fla)=va+;=(x-1
ff(H=1+0=1
Die Tangente in P(1|f(1)) hat die Steigung m = 1.
C) Waagrechte Tangenten mit f'(x) = 0:
i+ =1 =0 R
2x+x—1=0
3x=1
1
x ==
1 > 2 2
F(5)=-35=-5"3
Der Graph von f hat eine waagrechte Tangente in Q (§|—§\/§)
d) 51
Yy
4 4
3 4
2 4
"lP(Ljo
. (ll ) m =1 in P(1]0)
z R T
Lésung A4 waagre( hte Tangente in
a) f(0)=(2x—3)cos(x) ( -2 3)
f'(x) = 2cos(x) — (2x — 3) - sin(x) 3
g’(x) =x-(1-x)° Powered by] GEOGEBRA.org
gx)=x-1)-Bx—-1)
h(x) = (2x —3)3 - 3x
h'(x)=3-(2x—-3)%-(8x—3)
i(x) = l sin(x)
cos(x) sin(x)
i'(x) = -z
b) g'(x)= 0
x—1)-Bx—-1)=0 | Satz vom Nullprodukt
X1 = 1; Xy ==

3
g)=0; g (%) =

4
27

Der Graph von g hat in P(1]0) und Q (§|%) waagrechte Tangenten.
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\
o
? 0

v Uﬁﬂ:

c) hx)=0
(2x—3)3-3x=0 | Satz vom Nullprodukt
x =0; x, =15
Der Graph von h schneidet die x-Achse in x;, = 0 und x, = 1,5.
d) h'(0) bzw. h'(1,5)
R'(0) = —81; HR'(1,5) =0

Losung A5
fx) =x2-g(x)
fl(x) =2x-g(x)+x* g'(x)
f')=2-gx)+2x-g'(x) +2x-g'(x) +x* - g"(x)
=2-g(x) +4x-g'(x) +x*- g"(x)

fx)=x-g'(x)
ffx)=g'()+x-g"(x)
ffx)=9"0)+g"(x)+x-g"(x)
— 2 . g”(x) + x . glll(x)

f)=9gx) g'(x)
f'(x) =g'(x) -gz’(x) +g9()-g"(x)
=(g'™) +g9x) - g"x)
ffex)=2-(g'(x))-g"x)+g'(x) - g"(x) + g(x) - g"'(x)
=3-g9'(x)-g"(x) +g(x) - g"(x)
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Dokument mit 24 Aufgaben
Aufgabe Al ;
Bilde die 1. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen f,(x) mit
Hilfe der Quotientenregel und vereinfache soweit wie maéglich.

i) =2= Al =
0 =55 f'(0) =
fa@) = §§;3§ £ () =

f4_(X) — 2x3-2x ﬁl-,(x) —
folx) = 23 fs'(x) =
fo(x) = 2% fo'(x) =

Ax 3

(x—20)° () —
f7(x) = (xx+10)—2 f7 (x) -

2_x+2 ]
fe(x) = xsmy(ft) : fe'(x) =

fg( ) — 3x3+4 fgl(x) —

Aufgabe A2
Ordne den gegebenen Ableitungsfunktionen f,'(x) ihre urspringliche Ausgangs-
funktion f,(x) zu.

1
‘X)) =——— 4x2-3x
il 2-\/x—1~(x+1)% fio(x) =
’ _ 2 _ X 2_2x
f2(x) =1+ tan“(x) fii(x) = D)
' _ msin(x-3)  2nx-cos(x—3) Sx3 42—
f3(x) = — x2-2  (x2-2)2 fia(x) == +xx 2
/ —_ 6 s5x*—4ax3
fa'(x) = (3x—4)3 fiz(x) = ax?
' _ _ 3x*(x+5) x5
f5 (x) - (x+3)2 f14_(x) — m
10x—4 (4-3 )—1
fo(x) = fis(x) = ==
Fl(x) = 10x3+x%+4 fre(x) = ncisz(icz—?,)
_ (2x- 2) sm(x+2)+(Zx—xz)lcos(x+2) __sin(x)
fa(x) = sin2(x+2) fi7(x) = cos(x)
1
fo(x) =4 fig(x) = 222
(x+1)2
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Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 3
Aufgabe A3
Bilde die 1. und 2. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen mit Hilfe der
Quotientenregel. Beachte, dass du in manchen Fadllen auch die Kettenregel
bendtigst. Vereinfache die 1. Ableitung bevor du die 2. Ableitung bildest.

a) =2 b) f(x)—m
0 f=22 d) f® =550
&) f() = )=
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Losung Al
_ 3x-2 _ 3+(x%-1)-2x(3x-2) _ —3x%+4x—-3 _  3x%—4x+3
fl(x) - x2—-1 fll(x) - (x2-1)2 - (x2-1)2 - (x2-1)2
3—yx2 , —2x-(x2-2)-2x-(3-x2) 2x
folx) = x%-2 f' () = (x2-2)2 T
£ 00 = 2(x-1)(x+1)2-2(x+1)(x-1)? _ 2(x+1)(x2—1-x%+2x—1)
(x—1)2 3 - (x+1)* - (x+1)*
f3(x) = (x+1)? _2(x+D)2(x-1) _ 4(x-1)
(x+1)* T (x+1)3
i) =222 @ =4
5x%-3 ' —10x3+2x(5x%2-3 -6
fo) = 25 !y = 2 BE)
£,(x) = xz;ix £/ (x) = 4x3~(2x—3)1—6lxzﬁx2~(x2—3x) _ x(2x—3)4—x3;(x2—3x) _ —);2;;636 _ _ZT_S
' _ 5(x=20)*(x+10)"2+2(x+10)"3:(x—20)5
(x—20)5 frx) = (x+10)7*
f(0) = oo = 5(x — 20)* - (x + 10)% + 2(x — 20)5(x + 10)
= (x—20)*  (x+10) - (7x + 10)
fe(x )— Sm(t) : fs'(x )—Sm(t) (2x—1)
fg()—3x +4 f9,(x):3_x_3
Losung A2
1
f'(x)=— _05(x 1)2
! z-m-(xﬂ)% fis(0) (x+1)2
, _ 2 sm(x)
f2(x) =1+ tan®(x) fi7(x) = cos(x)
, _ msin(x-3)  2nx-cos(x—3) 3
filo) = - - T fro(x) = 252
"(y) — —© (4-30)7"
fa'(0) = (3x—4)3 fis(x) = ﬁ
, _ _ 3x*(x+5)
f5 (X) = (x+3)2 f14( ) (x+3)2
10x—4 4_
f6( ) - = f13(.x) = Sxax:x
10x3+x2+4 _
fr x )—L frala) = T2
(2x—2) -sin(x+2)+(2x—x2)-cos(x+2) _ x?-2x
fS( )= sin2(x+2) fll(x) T sin(x+2)
folx) =4 fio(x) = =
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Losung A3
Aa) f(x) = 4x2 u=2x3 u' =6x? v=4x? v =8x
' _ 24x*-1ex* 1
fix) = 16x* 2
f'x)=0
3
b) f(x) =2xxz_4 u=x3 u=3x*> v=2x*-4 v =4x
, _6x2(x%-2)—4x*  x*-6x? _ 4 o2 -
f'®) == a5 = 207-2 u=x*—6x u' = 4x% —12x
v =2(x%-2)? v =8x(x%?—2)
"(x) = 4-(x3—3x)42~(x2—2)2—(x4—6x2)-8x-(x2—2) _ 3'(9‘2—2)'(("3—39‘)'("2_2)_"("4_6"2))
f - 4(x2-2)* - 4(x2-2)*
_ 2‘((7‘3_37‘)‘(7‘2_2)_’5("4_6’52)) _ 2:(x5—2x3-3x3+6x—x5+6x3)
B (x2-2)3 - (x2—2)3
_ 2x(x2+6)
IR
2(x _ 3 I _ 2
) fx)= x2+x u=2(x>—x) u' =23x*-1)
v=x%+x v'=2x+1
"(x) = 2(3x2-1)(x%+x)-2(x3-x)(2x+1) _ 2(3x4+3x3—x2—x—(2x4+x3—2x2—x))
f - (x24x)? - (x24x)?
o 2(x*42x34x?)  2(xt+2x34x2) 2
T (24002 xt+2x3+x?
f'(x) =0
d) f(x)=ﬁ u=x—1 u=1 v=&—-k? v =2(x-k)
"(x) _ (x—k)2—2-(x—1)-(x—-k) _ —x—k+2 _ _ x+k-2
[ = (x-k)* T (k3T (k)3
u=-x—-k+2 u' =-1
v=(x+k)>3 v' =3(x + k)?
"x) = —(x-k)3—(—x—k+2)-3-(x—k)?> _ —(x—k)+3-(x+k—2) _ 2x+4k—-6 _ 2(x+2k—3)
f - (x—k)® B (x—k)* -t T (k)
e) f(x)=(;:;;)z u = 2ax u'=2a v=x—-a)® v =2(x-aq)
,( )= 2a(x—a)?—4ax(x-a) _ 2a(x—a)-4ax _ -2ax-2a’® _ _ 2a(x+a)
fx) = (x—a)* - (x—a)3 T (x-a)3 (x—a)3
u=-2a(x+a) u' =-2a
v=(x—a)l v’ =3(x — a)?
f,,(x) _ —2a(x—a)3+6a(x+a)(x—a)? _ —2a(x—a)+6a(x+a) _ 4ax+8a? _ ta(x+2a)
(x—a)® (x—a)* (x—a)* (x—a)*
f) f()—x2+2 u=2x u=2 wv=x*+2 v =2
_2(x%42)-4x? _ 2(2-x?)
fO) ="z = vy
u=4-2x2 u' = —4x
v = (x? +2)? v =4x- (x?+2)
"(x) = —ax-(x2+2) —ax-(x2+2)-(4-2x2) _ —ax(x2+2)—4x(4-2x%) _ 4x3-24x _ 4x(x%-6)
f - (x2+2)* - (x2+2)3 To(x242)2 T (x2+42)2
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Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 4

Dokument mit 21 Aufgaben
Aufgabe Al ot
Bilde die 1. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen f,(x) mit Xt
Hilfe der Quotientenregel und vereinfache soweit wie maéglich.

fil) = 2= fi'G) =
folx) = == f' () =
fr0) == fy'G) =
fal) =22 fi' () =
ﬁu—ﬂ fs'(x) =
folr) = 2= fo'(x) =
@ =22 | A=
= | i =
Aufgabe A2

Ordne den gegebenen Ableitungsfunktionen f,'(x) ihre urspringliche Ausgangs-
funktion f,(x) zu.

fiG) =21 fro(@) = =
f2(x0) :m f11(x)—m
fg’(x) _ _ 2.(x-sin(Zx—;z+cos(2x—1)) f1z(x) _ 3;;71_(;:)
£/ () = 3005(3x)(~)(cx_—1;2—sin(3x) fia(x) = z;;;ig
i) =282 fra) = 22
[0 =28 4 1 fis(x) = 269
f7’(x) _ 3cos(x)-((§:;__11));24sin(x) f16( )= w
f300 =~ fir() =22

fl(x) = _% fra(x) = 6x%+x-3
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Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 4

Aufgabe A3
a) An welcher Stelle hat die Ableitung der Funktion f mit f(x) _x—+3 den Wert
-0,5?

b) Gib die Steigung der Tangente im Punkt P(1|g(1) an fir g(x) = ﬁ
c) An welchen Stellen stimmen die Funktionswerte der Ableitungen von h mit
h(x) = x?> und m mit m(x) = —xiz Uberein? Was bedeutet dies geometrisch?

Aufgabe A4

Die Funktion f mit f(t)=%; t = 0 beschreibt modellhaft die Entwicklung
eines Tierbestandes auf einer Insel im Siddpazifik (t: Zeit in Jahren seit
Beobachtungsbeginn, f(t): Anzahl der Tiere).

Bestimme die anféngliche momentane Anderungsrate m, des Bestandes. Wann hat
die momentane Anderungsrate auf 10% von m, abgenommen?
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Losu nq A1
’ _ 5(x+1)-5x _ 1
fi(x) = x+1 fr'(x) = (x+1)2 (x+1)2
’ _ 2(1+3x)-6x _ 2
f2(x) = 143x f2 () = (1+3x)2  ~ (1+3%)2
' _ —(x+2)-(1-x) _ 3
f3(x) = m f3 (x) - (x+2)2 - (x+2)2
sin(x) ’ __cos(x)(2x—1)—2sin(x)
fix) = & fi'0) = =G
+1 ' x—1—(x+1) 2
fS( )= x_ fs (x) = (x-1)2 = _(x—l)z
(x) _ 2x(8-x)+x® _ —x*+16x _  x’-16x
fe(x) = fo ' = (8-x)2  (x-8)2  (x-8)2
' __ —2cos(x)+(0,5-2x)sin(x)
fr(x) = Cos(x) fr'(x) = o
Ly2 , x(l—sin(x))+%xzcos(x)
fB(x) - sm(x) ' f8 () = (1-sin(x))?
Losung A2
2 1 6 3
filx) = ot f18(x)— LS
fo(x) = m fi7(x) =
' 2-(x-sin(2x—1)+ 2x—-1 2x—-1
O — fro@) = —“’S( -
’ __3c0s(3x)-(x—1)-sin(3x) 3
fi' () = e fis() = “jj( =
2- (4x+1) x%-1
fS( ) (x+4-)3 f14-( ) = (x+4—)2
sin (x) _ sin(x)
f6( ) COSZ(X) + 1 f13(x) - COS(X)
' __3cos(x)(8x—1)—24sin(x) 3
f7(x) = = fiz () = ;;"(f)
’ _ x—2
fS(x) - 2% (x+2)2 fll( ) - x+2
, _ 3x%+10x+3
fg(x)—_w flO( ) 3x4+5
Losung A3
a) f(x)—x—H u=x+3 u' =1 v=2x v =
2x 2(x+3) 3
ff@)==—03—= e
f (x) - _0 5 - 2X2
—x2=-3
X1,2 = i\/§
Die Ableitung der Funktion f mit f(x) = E hat in x,, = +V/3 den Wert —0,5.
b) g(x)—m u=x u—1 v=x+1 v'=1
( ) _Xx+l-x — 1
g (x+1)2 (x+1)2
g = Z

Die Steigung der Tangente im Punkt P(1|g(1) betrdgt m = %.
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c) h(x)=x? h'(x) = 2x
m(x) = —x—lz m'(x) = XZ—3
h'(x) n m'(x)
2x = F
x*t=1
X1, =1
(1) =2 m'(1) = 2
h'(-1) = -2 m'(=1) = -2

Die Funktionswerte der Ableitungen von h und m stimmen fir x,, = +1
tberein. Dies bedeutet, dass die Tangenten an h und m in x,, = +1 jeweils
parallel verlaufen.

Losung A4
_2000t+200 rron _ 2000(t+1)—(2000t+200) _ 1800
f@® = t+1 f= (t+1)2 T (t+1)?

mq = £'(0) = 1800
0,1-mg = 180
, 1800
f (t) =180 = (t+_1)2
180(t + 1)2 = 1800
(t+1)2=10
It + 1| =10
t; =v10—1~=2,16; t, = —/10 — 1
Wegen Aufgabenstellung t > 0 entfallt ¢,.
Die anféngliche momentane Anderungsrate m, des Bestandes betrégt 1800

Tiere/Jahr. )
Etwa nach 2 Jahren und 2 Monaten betragt die momentane Anderungsrate nur

noch 10% der anfénglichen Anderungsrate.
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Dokument mit 18 Aufgaben

Aufgabe Al

Leite nach der Produktregel ab und vereinfache so weit wie mdglich.
Beachte, dass du in manchen Fallen auch die Kettenregel bendtigst.

a) f)=@2-4) x3+1) b) f(x)=(3x—1) (4—08x?)

c) f®O=@*+1)-1-t?) d) fO)=0*+x*)-1-x)

e) f(r)=@1+r?? f) fe)=x*Vx

Aufgabe A2

Bilde die 1. und 2. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen mit Hilfe der
Produktregel. Beachte, dass du in manchen Fallen auch die Kettenregel benétigst.
Vereinfache die 1. Ableitung bevor du die 2. Ableitung bildest.

a) f=vx-2x-1) b) f(t)=4t>-1)-+t

c) fl@=va (1-a d) f@=@¢*-1)Vz

e) f() =sin(t) - cos(t) f)  f,(t) = a(sin(at) - cos(at) - t?)
Aufgabe A3

Berechne die Steigung der Funktionen f,, an der angegebenen Stelle x,.
a) Al =2 (1-x; x=-1 b)  fo(0) =x-(t2—1); xo=2

c) fz(x) =sin(x) - (x* +1); x, =§ d) fi(x) =sin(2x) - cos(x); %o =0

Aufgabe A4 i
An welcher Stelle verlaufen die Graphen der Funktionen f und g parallel? Welche
Steigung haben die Tangenten an dieser Stelle?

a)  fG)=y2+(x—1)7 900 = (f()°
b) f(x)=(sin(2x))%; 0<x<1 gx) =sin(1-+vx); 0<x<1
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Losung Al
a) f)=@* -4 -(3+1) u=x?-4 u=2x v=x3+1 v =3x?
flx)=2x-(x3+1)+3x% - (x2—4) =2x*+2x +3x* —12x2 = x - (5x3 - 12x + 2)
b) f(x)=(%x—1)-(4—0,8x2) u=%x—1 u'=%
v = —%xz v’=—§x
03 (1-30) -t (1) 2= 30030
_6x —8x-10
- 5
) fO=0@t2+1)-(1-t> u=3t>+1 u' =6t
v=1-—t? v = =2t
fl@)=6t-(1—t?)—2t-(Bt?+1)=2t-(3-3t2-3t>-1)
=4t - (1 —3t?)
d) fx)=@3+x?)-1-x) u = x3 + x? u' =3x%+2x
v=1-x vi=-1

fl(x) =(Bx?+2x)- (1 —x) — (x®+x2) =3x% - 3x3 + 2x — 2x% — x3 — x?
= —4x3 +2x = -2x-(2x2 - 1)

e) f)=@1+r??
fl(r)=21+r?) - 2r=4r-(r?+1)

) f) =22 Vx =z
fo) =22 = 2xx

Losung A2
L
a) f(X)=vVx-(2x-1) u=/x U ==
v=2x-—1 v =2
’ __ _ _ 2x-1+4x _ 6x-1
fl@) =75 @Qx-D+2Vx="F—="=
6x—1 ,
u= u =3
2
_1 _3
v=2x 2 v =—=x"2
,,()_i_ex—l_lzx—6x+1_6x+1
PO = oz ™ awir - ava
b) f(t)=(@4t?>-1)-+t u=4t2-1 u' =8t
= ro L
3 v =1/t v =or
"(t) = 8t - L (4¢2 — 1) = 8¢2 _ 1 _z20tt-1
f'(t) =8t \/E+M (4t 1)—8t2+2t2 Ak
u=20t>-1 u' =40t
v=3 V="V

20t2-1 _ 80t2-20t2+1 _ 60t2+1

f (t)zf_ at~t at+t T oatyt
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Y 1‘—

s

) fl@=va-(1-a u=+a

2\/‘
v=1-a v =-1
(@) = -1 (1— q) — g = =e2e - 3t
f'la) = e a a=— ===
u=-0Ba-1) u' =-3
= la_i ‘U’ = — 1
,,( ) _ 3 3a—1 _ —6a+3a-1 __ 3a+l ? tava
f a)= 4a\/E_ aaa  4ava
d f@=0E*-1) vz u=z%>-1 u =2z
v =1z v = ﬁz
"(2) = 22VZ + z2-1  4z%+z?-1 _ 5z2-1
f(z) =22z Nz 2z 2z
u=>5z-1 u' =10z
_1 , 1
v=3%2 V="
"(z) = & _ 5z°-1 _ 20z°-5z°+1 _ 15z°+1
f - 4zz 4z\z T 4zvz
e) f() =sin(t) - cos(t) u = sin(t) u' = cos(t)
v = cos(t v' = —sin(t
f'(t) = cos?(t) — sin?(t) © ©
f"'(t) = =2 cos(t) sin(t) — 2 sin(t) cos(t) = —4 sin(t) cos(t)
f)  f.(t) = a(sin(at) - cos(at) - t?) = at? - sin(at) - cos(at)
Wegen des Additionstheorems sin(2a) = 2sin(a) - cos(a) ist
(sin(at) - cos(at) = sin(2at) und damit
f.(t) = at? - sin(2at) u = at? u' = 2at
v = sin(2at) v’ = 2acos(2at)

f.'(®) = 2at - sin(2at) + 2a®t? - cos(2at)
= 2at - (sin(2at) + atcos(2at))

12" (®) = 2at(3a cos(2at) — 2a?t - sin(2at)) + 2a - (sin(2at) + at - cos(2at))
= (2a — 4a3 t?) sin(2at) + 8a’tcos(2at)

Losung A3
a) fl)=1-1-2% u=- u=—=
v=1-—x3 v’ = —3x?
£l(x )__(1 x3) 3xi2=x3_31¢;3x _ 2 +1f1( 1)=1
b) f(x)=x: (t2 —t)
fe)=t*—t @) =t>—t
)  fi(x)=sin(x) x*+1) u = sin(x) u' = cos(x)
v=x%>+1 v =2x
f53'(x) = cos(x) - (x2 + 1) + 2x - sin(x) fs' (g) =7
d) fi(x) =sin(2x) - cos(x) u = sin(2x) u' = 2cos(2x)
v = cos(x) v' = —sin(x)
fi'(x) = 2cos(2x) - cos(x) — 2sin(2x) - sin(x)
fa'(0)=2

©.by FJb—@-M&Ih,:Oq”n.,mehra{g 500.000 Aufo,gben far; Scbulq,_und Studlum
Seite 38 _ wwwﬁt—in mathe-online.de ;. -\ .. N 2 .
e )| vi -Ing. Memo1f Mialler: /" webmaswmm-tn mathedomme de T Yo



1

L4 ‘Differenzialrechinung

i (lﬁ/latt*ﬂbf@v@éﬂ (s Q,,P*? <)

\"J

m/f wrodukfwuﬁaf Quotientenreget Mff “Ubsurigerry
Leve/ 3 - Expert - Blatt 1

Losung A4

a)

b)

f(x) =42+ (x—-1)?
f’(x) — -2(x-1) — x—1

2/2+(x-1)2  [2+(x-1)2
gx) =x*—-2x+3
gx)=2x-2
fl)ng'(x)

x—1
NG
xo =1
g=0
An der Stelle x, =1 verlaufen die beiden Graphen mit einer Steigung von
m = 0 parallel.

f(x) = (sin(2x))?
f'(x) = 4sin(2x) - cos(2x)

g(x) = sin(1 — Vx)

’ Vx—1
') = —
f'G)ng'(x) .
. . _ cos(v/x—-1)
4sin(2x) - cos(2x) = -
4sin(2x) - cos(2x) + cos¥x-D) _ 0

2x

xo = 0,85; f'(0,85) = g'(0,85) =~ —0,54

An der Stelle x, = 0,85 verlaufen die beiden Graphen mit einer Steigung von
m ~ —0,54 parallel.
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Dokument mit 14 Aufqaben

Aufgabe Al _

Bei einer Funktion f gilt fur alle x € R: f(x) # 0; ist differenzierbar und

1) =x-f(x).

a) Stelle f""(x) und f""(x) durch f(x) dar.

b) Zeige, dass der Graph von f an der Stelle x, = 0 eine waagrechte Tangente
hat.

c) Begrinde, warum es keine Stelle f"'(x) = 0 geben kann.

Aufgabe A2
Der Graph einer Funktion f beruhrt die x-Achse im Punkt P(2|0).

a) Zeige, dass dann auch der Graph der Funktion g mit g(x) = x - f(x) die x-Achse
im Punkt P beruhrt.

b) Gibt drei Beispiele fir solche Funktionen f und g an. Dabei sollen die
folgenden Funktionstypen Berlcksichtigung finden: Polynomfunktion,
Exponentialfunktion, trigonometrische Funktion.

Uberpriife deine Beispiele mit dem GTR.

Aufgabe A3

Welcher Fehler wurde beim Ableiten der Funktion f mit f(x) = x3 - cos(x) gemacht?
a) f'(x) =3x?%cos(x) + x3sin(x) b)  f'(x) = x3 cos(x) — 3x2sin(x)

Aufgabe A4

Eine Firma hat festgestellt, dass sie beim Verkauf von n Stlck eines von ihr
hergestellten Produktes einen Gewinn pro Stlick von ﬁ Geldeinheiten macht.

a) Zeige, dass der Gewinn pro Stuck mit wachsender Stickzahl abnimmt.
b) Zeige, dass der Gesamtgewinn mit wachsender Stiickzahl zunimmt.

Aufgabe A5

Eine Ente landet auf einem See und schwimmt in Richtung eines Stegs. Ihre
Entfernung vom Steg wird beschrieben durch die Funktion s mit

8t2+7
s(t) = YD

Beobachtungszeitraums, s(t) in m).

a) Wie weit ist die Ente urspriinglich vom Steg entfernt?

b) Angenommen, die Ente schwimmt nach dieser Zeit ungebremst bis zum Steg
weiter. Mit welcher Geschwindigkeit trifft die Ente auf den Steg?

——; 0<t<17 (t in Sekunden nach der Landung bis zum Ende des
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Aufqabe A6

Beweise oder widerlege die folgenden Behauptungen:

a) Hatder Graph von f die x-Achse als waagrechte Tangente, dann gilt dies auch
(X)

g

b) Wenn die Funktion g monoton fallt, so ist die Funktion g monoton steigend.

fir x # 0 fur den Graphen g mit g(x) =

c) Wenn die Funktion g auf dem Intervall I monoton fallend und differenzierbar
ist und keine Nullstellen hat, so ist die Funktion g auf I monoton steigend.
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Leve/ 3 - Expert - Blatt 2

Losung Al
f'G) =x- f(x)
a) f"(x) mit Produktregel:

frfe)=fe)+x-f'x)=f)+x-x-f(x)=f(x) x*+1)

f"""(x) mit Produktregel aus f"'(x):

fre) =100 P+ +2x f(x)=x-f(x) - (x*+ 1)+ 2x - f(x)

=f(x) (x-(x2+1)+2x) = f(x) (x3+ 3x%)

b) Wenn der Graph von f in x, = 0 eine waagrechte Tangente besitzen soll,

muss gelten: f'(x) = 0.

ffl)y=x-f(x)=0 | Satz vom Nullprodukt

Xo=0 q.e.d.
c) Nach Voraussetzung gilt: f(x) #0

o) =fx)- - x*+1)

Da aber stets (x? + 1) > 0 gibt es keine Stelle f"(x) = 0.

Losung A2
Nach Voraussetzung gilt f(2) = 0 (Nullstelle) und f'(2) = 0 (BerUhrpunkt,
waagrechte Tangente).
a) g@=2-f(2)=0
9'(x)=fx)+x-f'(x)
9@ =f2)+2-f'2)=04+2-0=0
Somit berthrt auch g(x) = x - f(x) die x-Achse im Punkt P.
b) Nachfolgende Funktionen sind nur Beispiele, auch andere
Funktionsgleichungen denkbar.
b) Polynomfunktion:

fe)=2-(x-2)* g(x) =2x-(x - 2)°
Exponentialfunktion:

flx) = eX?—4x+4 _ 1 g(x) =x- (ex2—4x+4 - 1)
Trigonometrische Funktion

f(x)=sin(x—(2+§))+1 g(x)=x-(sin(x—(2+§))+1)

)

X 3 2 -1 flo, 1 2 3, S
2 -100 § 34 5 e) | N = zaflny T 19(;"‘]_*17'](;1,'3 xr
| g(.lh z - f(x)
Powerpgd|by GEOGEBRA.org Powe?qd by, GEOGEBRA.org Powaered by EbzG EBRA.org
Losung A3
a) v=cos(x); v' = —sin(x)

Es muss heiBen f'(x) = 3x2 cos(x) — x3sin(x).
b) Mitu =x3und v = cos(x) wurde falschlicher Weise gebildet:
f'l)=u-v+u v
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V‘~

LOosung A4
a) f(n)=——= |st der Gewinn fur eine Produktionseinheit. Fir wachsende n wird

f(n)i |mmer kleiner, da 1+ +/n immer groBer wird.
Mathematischer Beweis:
1

f = ﬂ e
n € R*, also streng monoton fallend, d. h., der Gewinn pro Produktionseinheit
wird mit steigender Produktionszahl immer geringer.
b) Der Gesamtgewinn wird ausgedruckt durch g(n) =n- f(n).
/ _ , 1 n _2n(i+vn)-n _ _ 2ynin
g =) tn-f'() = = s = e = TG
Die Steigung der Funktion g ist positiv fir alle n € R*, also streng monoton
steigend, d. h., der Gesamtgewinn steigt mit wachsender Produktionszahl.

Die Steigung der Funktion f ist negativ fur alle

Losung AS
a) Die Entfernung zum Steg ist s(0) = % =3,5m.

b) Da die Geschwindigkeit die Ableitung des Weges nach der Zeit ist, benétigen
wir zunachst s'(¢t).
Fren _16t-(9t%+2)—18t-(8t2+7) _ 144t3+32t—-144t3-126t _  -94t
S (t) - v(t) - (9t2+2)2 - (9t2+2)2 - (9t2+2)2
Es ist nach der Geschwindigkeit nach Ablauf der Beobachtungszeit gefragt,
also wird v(17) benétigt.

— & ~ . -11 ~
[lv(17)| = o1y 3,5-10 0m/s

Jetzt mussen wir lediglich noch prifen, ob die Ente nach 17 Sekunden bereits
den Steg erreicht hat, die Entfernung zum Steg ist also:
d=35-s(17)=35-089 ~26m

Da die Ente nach 17 Sekunden noch etwa 2,6 m vom Steg entfernt ist, jedoch
keine Geschwindigkeit mehr hat, erreicht sie den Steg nie.

Losung A6
a) Der Graph f berihrt die x-Achse bedeutet f(x,) = 0 und f'(x,) = 0.
Mit g(x)—%x) erhalten wir g(xo)—M 0 als auch mit g'(x) = f(x)x;cf(x)

g (xo) — il (x0) xxo f(xo0) _
0

b) Die Behauptung ist falsch. So ist z. B. f(x) = —x streng monoton fallend, der
Graph der Funktion g mit g(x) = —% aber nicht monoton steigend, denn
1>-1,aber g(1)=-1»g(-1)=1.

c) Die Behauptung ist richtig. Ist g auf I monton fallend, so ist g’ auf I < 0. Mit

f =§ ist f'(x) = —%. Nun hat nach Aufgabenstellung g keine Nullstellen,
glx

sodass g(x) in ganz I gebildet werden kann, also hat f’ Lédsungen in ganz I.
Wegen f' = —5—; und g’ <0ist f' >0 in x € I. Somit ist f monoton steigend.

= 0. Die Behauptung stimmt also.
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Dokument mit 18 Aufgaben

Aufgabe Al

Bilde die 1. und 2. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen mit -
Hilfe der Quotientenregel. Beachte, dass du in manchen Fallen auch die
Kettenregel bendétigst. Vereinfache die 1. Ableitung bevor du die 2. (=]
Ableitung bildest.

a) f0)=50s b) f) =g
0 f=2= d) fw=3%2
&) fn=2% f =202
Aufgabe A2

Bilde die 1. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen mit Hilfe der
Quotientenregel. Beachte, dass du in manchen Fallen auch die Kettenregel
benotigst. Vereinfache dein Ergebnis so weit wie méglich.

23

_2 1
a) f(x) = sz —x+7 b) f(x) - J;C+5
X z+$x
0 f)=228 d) fG)="22T
e) flx) =T N ful®)= —S‘"“‘”*“t
Aufgabe A3
Berechne die Steigung der Funktionen f,, an der angegebenen Stelle x,.
a) f]_( )_3x+5 x0=_1 b) fz(x)—_g_%, xO—Z
) =T %=1 d)  fil) =525 x =0

5

Aufgabe A4 i
An welcher Stelle verlaufen die Graphen der Funktionen f und g parallel? Welche
Steigung haben die Tangenten an dieser Stelle?

a) fl=22= 90) =G
b)  f(x) =L g(x) = 3x +2

©.by flt-ln-Matho:OnIlno,menr a{p 500.000 Aufopben fiir: Scbule_ und Studlum
Seite 44 Mflt"lﬂ ma!he online.de T #4 vEak 3 \L2aA
/D, Ing: Metholf Muller: /" webmastermm-m -mathe=onlife, e o _j'



;i

ﬁ-.

Z L foerenz/a/re@ﬁnung

. aw S Aﬁfyatbenﬁlatt SAbletungen <5

saraml |“ gt *z:ff' Produkfvuﬁd Quotveﬂtefm*egef g ‘*‘"ff Losuﬁg*en 7
' Leve/ 3 - Expert - Blatt 3

Losung Al
a) f(x)=(xf)4 u=+x u’=% v=(x-1D* v =4(x-1)3
1) = aE D -EG-D’ G- (GE-wE) | (R
(x—l)l8 (x—1)8 (x-1)5
_ _ 2:(7x+1)x2 _ o Tx#1 u=—(7x+1) u = —7

(x—1)5 2vx(x—1)5
_1\5
v=2vx (x—15 v =%+10\/E-(x—1)4
—14\/F(x—1)5+(7x+1)-<(x—1)4(10\/§+’i/_;x1)> (x—1)4-<—14\/7(x—1)+(7x+1)(10\/i+’i/_;x1)>

[l =

4x-(x-1)10 - 4x-(x—1)10
B ~142VE+H 14X+ 700X TVE (X = 1)+ 10VE+ = 3 561X+ LAVEH7XV X~ 7YX+ 10VE+ =
- 4x-(x—1)6 - 4x-(x—1)6
_ 63x\/§+17\/§+%1 _ 63x%+17x+x-1 _ 63x2+18x—1
4x-(x—1)6 T oaxx(x-1)6  4x-x-(x—1)6
2
b) f(x)=(1f—x)5 u=x? u = 2x
v=_1-x)° v’ =-5(1—x)*
, _ 2x:(1-x)5+5x2-(1-x)* _ (1-x)*(5x%+2x—2x%)
fi) = (1-x)10 = (1-x)10
2
= z_ﬁf u =3x%+2x u' = 6x+2
v=(x-1)° v =6(x—1)°
"x) = (6x+2)-(x=1)5+6:(x-1)-(3x2+2x) _ (=1)%((6x+2)-(x-1)+6:(3x+2x))
f xX)= (1-x)12 - (1-x)12
_ 6x—6x%+2-2x+18x%+12x _ 12x%+16x+2
(x=1)7 G
e = r= L
C) f(x)_5+\/; u—\/; u—z\/}
=1
v=>5++x v ==
1 1 5
P i A R S
(5+vx) (5+vx)°  2vx(5+vx)°
u=>5 u'=0
2 p 1 2
v = 2vx(5 +Vx) v _\/—E(5+\/§) +2(5 ++x)
) =(5+vx)° +1o(5+\/') (5+\/§)-(%(5+\/§)+10) 2415
fr= ax(5+vx)* ax(s5+Vx)" T ax(5+E)
_ 25+15Vx
axy/x(5+vx)°
5
d) f)= ?in(j;c u=3x%—-2x u' = 15x* -2
v = sin(x) v’ = cos(x)

, 15x*-2)-sin(x)—(3x%—2x)-cos(x)
fi@) = ( : sinzgx) :
u = (15x* — 2) - sin(x) — (3x°> — 2x) - cos(x)
u' = 60x3 - sin(x) + (15x* — 2) - cos(x) — (15x* — 2) - cos(x) + (3x° — 2x) - sin(x)
= sin(x) - (60x3 + 3x° — 2x) v = sin?(x) v' = 2sin(x)cos(x)
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sin?(x)-(3x%+60x%—2x)—(30x*—4)-sin? (x)-cos(x) +(6x5—4x) sin(x) cos?(x)

f G = sin%(x)
_ sin(x)-(sin(x)(3x%+60x3—-2x) - (30x*—4)-sin(x)-cos(x) +(6x5—4x)-cos?(x))
- sin*(x)
_ sin(x)-(3x°+60x3—2x)—(30x*—4)-sin(x)-cos(x)+(6x5—4x)-cos?(x)
- sin3(x)
'L - =L
e) f(x)—5x+% u=vx LN
v =5x 4~ v'=5- iz
X X
oo _ aE(Br)E(s—)  E(sxrp)-2vi(s-)  (sxey)-2vi(s-5)
fllx) = N2 = 2 = 5.2
(5x+;) 2(5X+;) 2<—5xx+1)
2. L 1\ _ _1
_x <\/E(5x+x) 2 (s x2)> SV XH+VX—10x2VX+2Vx _ —5x2{xX+3Vx
- 2+(5x2+1)2 - 2-(5x2+1)2 T 2:(5x2+1)2
_ Vx(5x?-3) _ g2 -
2:(5x2+1)2 u=Vx(3-52%) Y ERET 2 xx
v=2-(5x%+1)? v’ =40x- (5x2 + 1)
2 <(?—22—5x\/—) (5x2+1)2> ~40xyx-(5x2+1)-(3-5x2)
fi) = 4-(5x2+1)4
(5x2+1)- <(——25x\/—) (5x%+1)-40xvx-(3— 5x2)>
- 4(5x+1)t
(F-25%Vx ) (5x%+1)—40xVx-(3-5x2) %—125x3\/§+%—25x\/§—120x\/§+200x3\/§
- 4-(5x2+1)3 - 4-(5x2+1)3
_ 15x2-125x*+3-25x2-120x%+200x* _ 75x*-130x2+3
- 4yx(5x+1)3 T aVx(5x+1)3
5\/—+3x 1 3
f)  fl)= ==t:
f (X) - = 2x\/—
') = m
Losung A2
= 23 ' 2
a) f(x)—sz 17 uU=zx u' = 2x
v=5x2—-x+7 v =10x -1
2 20 2
£ = 2x?-(5x%—x+7)—3x3-(10x-1) _ 10x*—2x3 +14x% -t +2x°
(5x2—x+7)? Gx?—x+7)?
St 1ax? qoxto4x3+4222
T (5x2-x+7)2  3-(5x2—x+7)2
21 _ 2 P4
b) f(x)_x+5 u_;_l w= x3
v=x+5 v =1
F100 = (@51~ _ex-204x3 _ x3—6x-20
- (x+5)? T (x+5)2 T x3.(x+5)2  x3.(x+5)2

fr@ =5
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u = 5Vx + 3x u 2\/_+3

v=5x+7 v' =5

25x

( “+3)-(5x+7)-5-(SVA+3x) | ZE+15x+ 2 421-25V%—15x

(5x+7)2 (5x+7)2

25x+35+42/x—50x

_ 2Vx _ 424/x-25x+35
- (5x+7)2 T 2vx-(5x+7)2
1
xz 10" 1,1 12
d fl)= U=-——=+-x u' ==+
v=1/x v = %
2 1 1.1 1
1y = GG sl _ 2o i
x 2xVx
. x2+1ox+ 40+x +10 _ x3+50
T 2xvx 20x3vx | 20x3x
5,.2_
e) fly="E w=7x5+x2—2x  u =35x*+2x—2
v=x"+3x v’ =7x%+3
, _ (35x*+2x—2)-(x7+3x)— (725 +x%—2x)-(7x°+3)
f (x) - (x7+3x)2
_ 35xM14105x%+2x8 +6x2—2x7 —6x—(49x 1 +7x8 - 14x7 +21x°+3x% —6%)
- (x7+3x)2
f'(x) _ 14x™'+5x8-12x7-84x5-3x* _ 14x°+5x6-12x°-84x3-3
- (x7+3x)2 - (x6+3)2
)  fu®= M u = sin(at) + at u' =a-cos(at) +a
v = t? v =2t
(a-cos(at)+a)-t?-2t (sm(at)+at) t-(at-cos(at)+at—2 sin(at)—-2at)
fa (t) t4 t4‘
__at-cos(at)—-2sin(at)-at
= =
Lésung A3
_1 r—_ 1
a) fl()—3x+5 u==-+1 u =
v=3x+5 v'=3
1 1
——(3x+5)=3-(z+1) 1
/] . x2 X re_ —_2
fi'llx) = (3145)2 fi'(=1) 2
6
b) fz(x) = 12x 1 u = 2x° u' = 12x5
3 %%
1 3
VEE T vi=-ats
12x5 L) —2x6 (=
le(x) — (x3 x‘i) - 2( x* xs) fzr(z) — 8192
(Cear)
1
=— = = —
c) fz(x) = 5x2+ u=+/x u N
17=5xz+i2 v’=10x—i3
X X
2
f3 (x) _ T(sz ) \/}~2(10X—x—3) f’(l) _ _i
(sx2+) 3 36
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—g 5 13,6 r_3,2,6
d) f4(x)—§ . u=_-x+ox u'=cxt+o
2 F_2
3 6 2 2 (1 6 "7 Ex - 8 oo 5
, Zx242)(2x—8) == (=x3+2x , 3
e = B E) 2 Oy
(3x-8) 20
Losung A4
a) f(x)—x+3x u=x+ 3x? u' =1+6x
v=2x-—1 v =
_ (1+6x)-(2x-1)—-2-(x+3x2) _ 6x2—6x-1
feo = (2x-1)2 T (2x-1)2
1
9 = o D
g'(x)= _(Zx 1)2
f'x)ng'(x)
6x*-6x-1 2
2x-1)2 ~  (2x-1)2
6x2—6x+1=0 | :6

x2—x+-=0
6

1 1 1 1 1 1 1 1
p=—rt ime= et rty \/;__Eiev
, 1 1 , 1
m1=g(——+—\/3)z—1 m2=g(—z—g )z—O,B
1 1 1 1 . .
An den Stellen x, = _E+€‘/3 und x, = —E—EVS verlaufen die beiden

Graphen mit einer Steigung von m; =~ —1 und m, ~ —0,3 parallel.

1.2 8
b) f(x)=2;2+x u=%x2+8x u'=x+8
v=x%—4x v =2x—4

(x+8)-(x%-4x)- (—x +8x) (2x-4) 10

f (x) - (x2—4x)2 T (x—4)2

gx)=3x+2

g'(x)=3

f' (x) ng'(x)

- 4)2 =3

(x-4? =2

-4l = [

3

,10 10
x1=4’+ ?; x2=4— ?

An den Stellen x; = 4 + \/% und x; =4 — \/? verlaufen die beiden Graphen

mit einer Steigung von m = 3 parallel.
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Dokument mit 19 Aufgaben

Aufgabe Al

Leite mit Hilfe der Quotienten- und der Kettenregel ab.
a) f(x)= b)  flx) =S

sm(3x) sin(x)
O fo) =2t d) fe =2
&) flx)=E” ) f0)=nim
9) ()= h)  fo)=%=
Aufgabe A2
a) Wo steckt der Fehler?
fe) =255 e = S50

2-(8—x)-(2x—3)+0
8-x)"

b) Erganze: g(x) =——; g'(x) =

(8-x)%’

Aufgabe A3

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %

a) Bestimme die Schnittpunkte des Graphen von f mit der x-Achse.

b) Welche Steigung hat die Tangente an den Graphen im Punkt P(1|f(1))?
c) In welchen Punkten hat der Graph von f waagrechte Tangenten?

d) Skizziere den Graphen von f und uUberprife ihn mit dem GTR.

Aufgabe A4

a) Bilde die erste Ableitung von
_ 2x-3 _x (2x 3) _
f(x) - cos(x)' g(x) - (1_x)zl h( ) - ) I'( ) XSLTL(X)
b) In welchen Punkten hat der Graph von g waagrechte Tangenten?
c) Bestimme die Schnittpunkte des Graphen von h mit der x-Achse.

d) Welche Steigungen haben die Tangenten an den Graphen von h in den
Schnittpunkten mit der x-Achse?

Aufgabe A5
Bestimme f'(x) und f"'(x) fur
6 =2 f@) =5 i) =42,
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Losung Al
a) flx )—Sm(3x) u=x u =1
v = sin(3x) v' = 3cos(3x)
’ __sin(3x)—3xcos(3x)
f (x) = (sin(3x))?
b) f(x)= (::r(g u=(3x+4)> u' =6(3x+4)
v = sin(x) "= cos(x)
, _ 6(3x+4) sin(x)—(3x+4)2cos(x)
f (x) - sin?(x)
__ (3x+4)-(6'sin(x)—3x-cos(x)—4 cos(x))
- sin?(x)
— -1 I =2
) f()—2x+3 u=x u' =—-x
v=_2x+3) v =2
i(x) _ —x > @x+3)-2x71 —Zzg—% _ —2x-3-2x _  4x+3
fe = (2x+3)2 T (2x+3)2 T x2:(2x+3)2  x2-(2x+3)2
_ 3
d)  fE u=(5—4x)? W = —12(5 — 4x)?
v=1-4x v =—-4
( ) _ —12(5-4%)2-(1-4%)+4-(5-4x)° _ 4(5-4x)?-(1-3(5-4x)-(1-4x))
fx) = (1-4x)? h (1-4x)?
_ 4(5-4x)3-12(1-4x)(5-4x)? _ 4(5-4x)2-(5-4x—3-(1-4x))
- (1-4x)2 - (1-4x)2
_ 4(5-4x)2-(2+8x) _ 8(5-4x)%-(4x+1)
- (1-4x)2 - (1-4x)2
(5— 4x) x? 2 r_
e) fl)= = oa? u=x u' = 2x
v =(5-—4x)3 v’ = —12(5 — 4x)?
100) _ 2x:(5-4x)3+12x%(5-4x)? _ (5-4x)* (2% (5-4x)+12x?)
f = (5—4x)6 - (5-4x)6
_ 10x-8x2+12x2 _ 4x2+10x
(5-4x)*  (5-4x)*
f) f(x )—COS(Zx) u = 3x u' =3
v = cos(2x) v’ = —2sin(2x)
' __ 3cos(2x)+6xsin(2x)
f( )_ (cos(2x))2
3x r_
g) f(X)—m u = 3x u =3
v = (sin(x))? v' = 2-sin(x) - cos(x)
,( ) = 3(sin(x))2—6xsin(x) cos(x) _ 3sin(x)-(sin(x)—2xcos(x))
f= (sin(x))* - (sin(x))*
_ 3(sin(x)—2xcos(x))
B (sin(x))3
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h) f(x)—m u = 0,5x
v =
f,(x) xm+2m _ 2x(4-x)+0,5x2 —_ %xz—sx
4—x 2(4—x)\a—x 2(4_x)§
__ 3x2-16x
4(4—x)%
Losung A2
a) Es wurde nur —v' - u gebildet und die Multiplikation u' - v wurde vergessen.
, _ 2:(8-x)%+2:(8—x)-(2x-3)
b) g (x) - (8—)6)2
Losung A3
fO)=fe) =%
a) Schnittpunkte des Graphen mit der x-Achse mithilfe von f(x) = 0:
-1
= =0
xO == 1
b) Steigung der Tangente in P(1|f(1)):
x—1 I —
f(x)=ﬁ u=x-1 u—11
v=+/x v = PN
—=(x-1)
f(x) = L
ff=1
Die Tangente in P(1|f(1)) hat die Steigung m = 1.
C) Waagrechte Tangenten mit f'(x) = 0:
x/E——(x 1)
—E | "X
\/_——(x—l)—O | - 2Vx
2x —x + 1=0
x+1=0
xO = _1
f(=1) hat keine L6sung, da v—1 in R nicht existiert
Der Graph von f hat keine waagrechte Tangente.
d)

:_'5)
2 4

34

14P(1]0)
o 2 m =1in P(1|0)

2 3 4 5&:8
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Losung A4
_ 2x-3
a) f™) =245
' __ 2cos(x)+(2x—3)sin(x)
f (x) - cos?(x)
h( ) _ (2x 3)
_ (2x 3)2-(4x+3)
h (x) - 3x2
b) g'x)=0
__xXH
(-3
X1 = _1
- _1
g(=1) =—2

b @ﬁjaﬂ: %Able,v@én
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_ X
g(x) - (1—X)2

, x+1
g'(x) = —(x N

l( ) - xsm(x)

. __sin(x)+xcos(x)
L (x) T xZsin2(x)

Der Graph von g hat in P(-1| —3) eine waagrechte Tangente.

c) hx)=0
(2x-3)3 -0
3x
(2x — 3)3 =0
2x—3=0

Der Graph von h schneidet die x-Achse in x, = %

_ 9(0g1(x)

(g' (x))?

(3
d n(3)
13\ _
W (3)=0
Lc'jsunq A5
fe) =2 2
2x-g(x)—x g'(x)
fe = (9(0))
1" 2-g(x)+2xg’ (x)—2x-g' (xX)—x%gr(x)
f'(x) = 00’
ZQ(X) x g"(x)
(g0)*
fx) = g,(x) o
—x-g'1(x)
fl(x) = )
" _ —g"(x) —xg111(x)
f1'(x) e
g(x)
[0=35
, (9'@) -g(x)-g" (x)
X) = =
fe =
9'(x)g" (xX)+g(x)-gr11(x)

f (x) = - (g’(x))4
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