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Ableitungen
Tangente und Normale
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Definition des Begriffs Ableitung

Merksatz

Die Ableitung einer Funktion f an der Stelle x, ist gleich der Steigung der
Tangente an die Kurve im Punkt (x|f(x)). Sie entsteht Uber den Grenzwert des

Differenzenquotienten % fir Ax — 0.

Einleitung

Nachdem wir nun alle Ableitungsregeln kennen, stellt sich doch die Frage, was wir
damit anfangen kénnen. Eines dieser Anwendungsgebiete beschaftigt sich mit der
Aufstellung von Tangenten- bzw. Normalengleichungen in bestimmten Punkten
von Graphen anderer Funktionen bzw. legen von Tangenten von bestimmten
Punkten aus an den Graphen einer Funktion.

Tangente und Normale in bestimmten Punkten
Wegen Reparaturarbeiten ist der
Austausch von acht Seitentragern
des Eiffelturms erforderlich. Die
Seitentrager beginnen in einem
Punkt des unteren Bogens und
enden kurz vor dem ersten
Aussichtsplateau des Turms.

Fir die Anfertigung der neuen
Trager wird eine Konstruktions-
zeichnung bendtigt, um die Arbeiten
in Auftrag geben zu kénnen. Hierzu
muss zunachst die Schragstellung
sowie die Lange des Tragers
ermittelt werden.

Eine Architektengruppe fertigte Bilder der Situation im geeigneten MaBBstab an. Die
obige Grafik zeigt die Situation, einer der acht auszutauschenden Trager ist in der
Grafik rot gekennzeichnet.

Die Aufnahmen wurden digitalisiert und vermessen. Dabei wurde festgestellt, dass
der Bogen durch f(x) = —0,0096x* + 0,00002x3 — 0,05537x% — 0,0023x + 6 beschrieben
werden kann. Der Ansatzpunkt des schragen Tragers am Bogen liegt im Punkt
P(-5,8|3,0). Der Trager geht in diesem Punkt tangential in den Bogen uber.
Gesucht wird die Funktionsgleichung g, die den Verlauf des Tragers beschreibt.

] ) A
mmﬁ\ﬂ%&h

Eine solche, wie auch immer geartete Aufgabenstellung ist ein Tangentenproblem
in einem bestimmten Punkt des Graphen einer Funktion. In unserem Beispiel stellt
die Funktion f den Verlauf des Bogens dar, der Punkt P liegt auf dem Bogen, wird
also durch die Funktionsgleichung von f beschrieben und der Trager wird zur
Tangente an den Bogen im Punkt P.
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Hleraus ergeben SICh dle nachfolgenden Bedlngungen
Soll der Trager im Punkt P den Bogen tangential berihren, so muss die
Geradengleichung des Tragers dieselbe Steigung haben, wie der Bogen selbst im
Punkt P. Zudem liegt P auBer auf dem Bogen selbst auch auf der Tangente. Also
beschreibt auch die Tangentengleichung den Punkt P.

Eine Tangente ist mathematisch gesehen eine Grade mit der Funktionsgleichung
y = mx + ¢, wobei m die Steigung der Geraden und ¢ deren Schnittpunkt mit der
y-Achse ist (y-Achsenabschnitt). Somit bendtigen wir zunachst die Steigung m. Da
diese gleich groB sein muss wie die Steigung des Bogens im Punkt P, kénnen wir
diese Uber die erste Ableitung der Funktionsgleichung des Bogens berechnen.

f(x) =—0,00096x* + 0,00002x3 — 0,05537x% — 0,0023x + 6
f'(x) = —0,00384x3 + 0,00006x? — 0,11047x — 0,0023
Der Punkt P hat die x-Koordinate —5,8, also bendétigen wir f'(—5,8)
f'(-5,8) = —0,00384 - (—5,8)3 + 0,00006 - (—5,8)3 — 0,111047 - (—5,8) — 0,0023

= 1,393
Die Tangente hat somit etwa die Steigung m = 1,393, die Tangentengleichung ist
somit zunachst y = 1,393x + c.
Jetzt benétigen wir noch den Wert von c. Da aber P auf der Tangente liegt, kdnnen
wir den Punkt P in die Tangentengleichung einsetzen und daraus ¢ berechnen.
3,0=1,393:(-58)+c¢c
3,0=-8,0794 +c | +8,0794
c =11,0794
Die Geradengleichung, die den Verlauf des Tragers beschreibt, lautet somit:

y =1,393x + 11,08

Tangentengleichung Uber die Punkt-Steigungs-Formel

Die zuvor beschriebene Aufstellung der Geradengleichung der Tangente entspricht
der Vorgehensweise zum Aufstellen von Geraden in Klasse 8 bzw. Klasse 9. Wegen
der etwas umstandlichen Berechnung lernen wir hier nun eine elegantere Methode
kennen, ohne die wir Aufgaben eines spateren Kapitels auch nicht l6sen kénnen.

Zunachst beschreiben wir die Tangentengleichung nicht mehr mit der Variablen
y =, sondern vielmehr beginnen wir mit t(x) =. Das t steht hier flir Tangente, mit
t(x) = weiB jeder, dass nachfolgend eine Tangentengleichung beschrieben wird.

Dann merken wir uns die Punkt-Steigungs-Formel einer Geraden. Flr diese gilt:

Ist ein Punkt P(u|f(w)) Element einer Funktion f , so lautet die Funktionsgleichung
der Tangente im Punkt P

t() = f'(w-(x—w+ fw

Wie wir sehen, bendtigen war also lediglich den Wert der Steigung des Graphen
der Funktion f im Punkt P, also f'(u) und schon kénnen wir die Tangentengleichung
ohne weitere Berechnung aufstellen.

Fir unser obiges Beispiel bedeutet dies: f'(u)=f'(-58)= 1393, u=-58 und
f(u) = 3. Die Gleichung des Tragers damit

t(x) = 1,393 (x + 5,8) + 3
(Ausmultipliziert ergibt dies wie oben t(x) = 1,393x + 11,0794)
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Normalenqlelchunq iiber die Punkt- Stelqunqs Formel
Zunachst definieren wir, was eine Normale
ist. Eine Normale ist ebenfalls eine Gerade,
die auf irgendeiner Tangente senkrecht
(orthogonal) steht. Die Tangente ist in
nebenstehender Grafik rot, die Normale
grin gekennzeichnet.
Mithilfe der Punktsteigungsformel ist es
nun ein leichtes, die Funktionsgleichung
dieser Normalen aufzustellen.  Wir
bezeichnen die Normale zunachst mit n(x),
dann lautet die Funktionsgleichung

n(x) = x—w+ fw

f()

Ieitangen
Ui AWI&G‘ 'gw ‘A"vj" f—“_

Wie wir sehen, ist der einzige Unterschied zur Tangentengleichung der Ausdruck

, 1
f @’
Beispiels lautet also

n(x)=—m (x+58)+3=-0,7179(x + 5,8) + 3.

Normale bei waagrechter Tangente

Einen Sonderfall stellen waagrechte Tangenten und
deren zugehdrige Normalen dar. Waagrechte
Tangenten verlaufen parallel zur x-Achse, wahrend
deren Normalen parallel zur y-Achse verlaufen. Dies
fuhrt zu einer Sonderform der Tangenten- bzw.
Normalengleichung.

Bei einer waagrechten Tangente, deren Steigung
(f'(w)) ja Null ist, erhalten wir Uber die Punkt-
Steigungs-Formel t(x) = 0+ f(w) = f(u).

Da die Normale eine unendlich groBe Steigung hat,

kann deren Gleichung nicht mehr Uber die Punkt-
Steigungs-Formel dargestellt werden. In diesem Falle ' |

Alles andere ist identisch. Die Normalengleichung unseres

lautet ihre Gleichung x = u. I CER I 5 I

‘Powsered bv GEOGL!IBRA org-i- - - e

Merksatz Tangente und Normale

Ist P(u|f(w)) € f(x) dann lautet die Gleichung der Tangente in P(u|f (u))
t)=f'w- - x-w+fw
und die Gleichung der Normalen in diesem Punkt

n(x) = — f( ) e —uw) + fw)

t(x) = f(w) und die Gleichung der Normalen in diesem Punkt x = u.

Hat f in P(u|f(w) eine waagrechte Tangente, so lautet deren Gleichung
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Tanqente von einem bestimmten Punkt an eine Funktlon
Wollten wir im bisherigen Verlauf wissen, wie die
Steigung einer Tangente in einem bekannten
Punkt der Kurve lautet, so betrachten wir uns nun
den Fall, wie die Funktionsgleichung einer
Tangente lautet, die von einem Punkt, der nicht
auf der Kurve liegt, an eine Kurve lautet.

Der Unterschied in diesem Falle ist der, dass wir
die Koordinaten des Kurvenpunktes nicht kennen,
dass diese also vorlaufig unbekannt sind. In der
seitlichen Grafik ist dies durch den Punkt Q(u|f (u))
dargestellt, der Punkt, von dem aus die Tangente

an die Kurve gelegt werden soll, ist der Punkt ™ o T 3/F &5 % 2 R
P(2,5]0). . P(2,5]0)
Powergd by GEOGEBRA.org

Aufgabenstellung
Gegeben sei f mit f(x) = (x — 3)? + 2. Wie lautet die Funktionsgleichung der
Tangente durch P(2,5|0) an den Graphen der Funktion f?

Losungsweg
Auch hier stellen wir die Tangentengleichung Uber die Punkt-Steigungs-Formel auf,
also t(x) = f'(w) - (x —u) + f(u). Wir sehen, dass wir f'(u) bendtigen, also bilden wir
zuerst einmal f'(x).
f)=x=-3)2+2=x?-6x+11 = fl(x)=2x-6
Somit ist f'(u) = 2u — 6, unsere Tangentengleichung lautet

t)=Qu—-6)-(x—uw)+ f(w.
Leider sind in diesem Fall die Koordinaten von @ mit u und f(u) unbekannt. Zwar
lasst sich f(u) = u? — 6u + 11 bilden, aber was setzen wir denn nun ein?

Wir haben jedoch noch eine andere Bedingung, denn die Tangente soll durch den
Punkt P(2,5|0) verlaufen. Also beschreibt die Tangentengleichung alle Punkte, auch
den Punkt P(2,5|0) und damit ist doch x = 2,5 und t(x) = 0. Wir sind also in der Lage,
eine Punktprobe zu machen und wir erhalten:

0=Qu-6)25—-—u)+u?—-6u+1ll
Jetzt mUssen wir diese Gleichung nach u auflésen:
Su—2u®—-15+6u+u?—-6u+11=0

—u?+5u—-4=0 | (1)
u?—-5u+4=0
U2 =251625—-4=251,/225 | p/q-Formel

u1=4; u2=1
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Wir erhalten aIso zwei Werte fur u, was oY
bedeutet, dass es zwei Tangenten vom Yy
Punkt P(2,5|/0) aus an den Graphen der ¢
Funktion f gibt. Mit der Kenntnis der Werte 8

u; und u, kénnen wir jetzt problemlos die
beiden Tangentengleichungen aufstellen,
namlich Qs (u: |JG"
t(x) = Quy = 6) - (x —uy) + f (wy) -
=2-(x—4)+3=2x-5
t,(x) = Quy — 6) - (x —uy) + f(uy)

=—4-(x—1)+6=—4x+10 . Qilulf(un))

2
Powered by|GEOGEBRA.org

Beispielaufgaben

Beispiel 1
Bestimme die Funktionsgleichung der Tangente und der Normalen an den Graphen

der Funktion f mit f(x) = (x2 — x)? im Punkt P(2|f(2)).

L6ésung 1
tx)=f'2)-(x—=2)+f(2)
fle)=2x*-x)-(2x—1)
fl(2)=2(4—-2)-(4—1) =16
fR)=@-27*=4

t(x) =16 (x—2)+4— 16x — 28

n(x) = _f(z) x—=2)+f(2) ———(x—2)+4
n(x)——ix+E
Beispiel 2

Bestimme die Funktionsgleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f
mit f(x) = x - (x? — x — 4) die parallel zur Geraden mit y = x + 5 verlauft.

Losung 2
Die Tangente soll parallel zur Geraden mit y = x + 5 verlaufen. Parallel Geraden

mussen dieselbe Steigung haben. Da y=x+5 die Steigung m =1 hat, muss
f'(x) =1 sein.

f)=x-(x2—x—4)

fl(x) =3x2—-2x—4

f’(x)=1 = 3x?-2x—-4=1

3x2 —2x — 5 =0 | :3
x?% — —x —==0
14 1 5_14
X12 = 3 ;T3 3%
X1 = F Xy = —
©. by FJt—lp-Maﬂm:Oqllnc, mehrag_s 500.000 Aufo,gben fir; Scbulqtund Studlum
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tl(x)=1-(x—§)—%=x—12—775 t,(x)=1-(x+1)+2=x+3
Beispiel 3

Bestimme die Funktionsgleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f
mit f(x) = x - (x> — x — 4) deren Normale parallel zur Geraden mit y = —x verlauft.

L6sung 3
Die Normale muss wegen der Angabe ,parallel zu y = —x, die Steigung m = -1

haben. Damit muss die Tangente wegen m, - m, = —1 die Steigung m = 1 haben.
Da somit dieselben Bedingungen herrschen wie in Beispiel 2, ist die L6sung dieser

Aufgabe dieselbe, namlich:

5\ 130 175
tl(x)=1-(x—§)—7=x—7 tb,(x)=1-(x+1)+2=x+3

(siehe auch Beispiel 2)

Beispiel 4
Bestimme die Funktionsgleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f

mit f(x) = x-(—x? + x + 4) die senkrecht auf der Geraden durch die Punkte P(3|9)
und Q(—-1|1) steht.
Berechne auch die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.

LOosung 4

Bestimmung der Steigung der Geraden durch P und Q Uber m =
9-1

Mn =3z (-1 -

Bestimmung der Stelgung der Tangente Uber m,, - m;, = —1:

2-mg=—-1= m,= _E

Bestimmung der Tangentengleichung uber t(x) = f'(w) - (x —w) + f(w):

fw) = —g

f(x)——x +x2 + 4x fl(x) =—-3x>+2x+4

f(u)—— =-3u’+2u+4

—3u? +2u+5=0 I :(=3)

Y2=V1.
Xp—%x1

p/q-Formel

=1L 12 16 1_ |2 _
u1—3+ 18~1,6, Uy =3 B~ 0,94
Auch hier erhalten wir wieder zwei Loésungen, benétigen allerdings noch f(u,) und
f(uz).
flu) =1,6-(—1,62+1,6 +4) ~ 49 f(uy) = —0,94 - (—(—0,94)2 — 0,94 + 4) = -2
HE)=—7 (—16)+49=—2x+57 () =—3 (x+094) —2=—2x —247

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:
Schnittpunkte mit x-Achse mit t(x) = 0:

—>x +563=0; = x; = 11,26 — X — 247 = 0;= x, = —4,94
N, (11,26]0) Ny (—4,94|0)

Schnittpunkte mit y-Achse mit ¢(0)

S,,(0]5,63) S, (0] = 2,47)
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Beispiel 5 . | |
Gegeben ist eine Funktion f durch f(x) ——jz- x € R. Ihr Schaubild sei K.

K stellt flir —6 < x < 6 den Querschnitt eines 500 m langen Kanals dar (x in Meter,
f(x) in Meter). Die sich anschlieBende Landflache liegt auf der Hohe y = 0. Der
Pegelstand wird in Bezug auf den tiefsten Punkt des Kanals gemessen und betragt
maximal 2,25 m.

An Land steht eine Person.

In welcher Entfernung vom Kanalrand darf sie héchstens stehen, damit sie bei

leerem Kanal die tiefste Stelle des Kanals sehen kann (Augenhdhe 1,50 m)?
(Quelle: Abitur BW Analysis 2004)

L6sung 5
Dies ist eine Aufgabe zur Tangentenbildung von einem Punkt an eine Kurve.

Die nebenstehende Grafik verdeutlicht P

die Situation. Die Sichtlinie des R EEENRE
Beobachters ist eine Tangente an f "’f"f"‘""‘""‘"‘"‘" ffff

durch die Kanalsohle. Steht er weiter

weg vom Kanal als die e EEEE REE

x—Koordinate seines Beobachtungs- BEERNEREEE
punktes, kann er den Grund des Kanals 77"°*®7 XX *** 7

nicht mehr sehen. PN

Die x—-Koordinate seines Beobachtungs- RE

punktes ergibt sich Gber den N

Schnittpunkt der Tangente mit der EEREREREE\Y

Geraden y = 1.5 (AugenhoOhe des phwcred byicebotsmroy | | |
Beobachters). ‘ S
Der Beruhrpunkt ist P(u|f(u)), damit kénnen wir die Punkt-Steigungsformel der
Tangente aufstellen mit: ¢(x) = f'(w) - (x —w) + f(w).

u?-36
- e r16)2x(x%-36)
_ 2x(x“+16)-2x(x“-36)  104x ’ __ 104u
fie) = (x2+16)2 T (x2+16)2 fw = (u?+16)?
104u u?-36
t(x) = (u2+16)% -w+ u?+16

Die Talsohle mit T(0| — 2,25) ist Punkt dieser Tangentengleichung. Wir machen
eine Punktprobe mit T und erhalten:

104u
—225= (x2+16)2 (0-w+ u2+16
2_
ot w36 | 505 =0 | - (u? + 16)2

T (u%+16)? u2+16

—104u? + (u? —36)(u? + 16) + 2,25(u? +16)2 =0

—104u? + u* — 20u? — 576 + 2,25u* + 72u®> + 576 = 0

3,25u* —52u? =0

u?-(3,25u?-52)=0

U =0; uz=—4; uy, = +4

Wir erhalten also 3 Stellen, in denen Tangenten an die Kurve gelegt werden
kdénnen, die gleichzeitig durch den Punkt T(0| — 2,25) verlaufen. Dies ist aus obiger
Grafik auch erkennbar, in der Talsohle bei u;, =0 haben wir eine waagrechte
Tangente, bei u, = 4 die Tangente zum rechten Ufer hin und wegen der Symmetrie
der Funktion zum linken Ufer hin (nicht eingezeichnet) bei u; = —4.
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Zur Losung der Aufgabe (Entfernung des Beobachters vom Ufer) benotlgen wir d|e
Tangente an der Stelle u, = 4.

t() = - (x — 4) + = = 0,40625 - (x — 4) — 0,625 = 0,40625x — 2,25

Die Tangente schneldet die Parallel zur x-Achse in Hbhe der Augen des
Beobachters. Schnittpunktbestimmung durch Gleichsetzung.

t(x)n15

0,40625x —2,25=15= x=9,23

Dies ist die Entfernung des Beobachters von der Symmetrieachse (y-Achse), seine
Entfernung vom rechten Ufer ergibt sich unter Abzug der rechten Nullstelle der
Funktion.

fx)=0= x;, =16

9,23 -6 =323

Der Beobachter darf nicht mehr als 3,23 m vom rechten Uferrand entfernt sein, um
bei leerem Kanal die Kanalsohle noch sehen zu kénnen.
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Leve/ 1 - Grund/agen - B/att 1

Dokument mit 19 Aufgaben

Aufgabe A1l

Berechne die Funktionsgleichungen der Tangente und der Normalen an !
das Schaubild von f an der Stelle x, = u. Gib auch die Koordinaten des [
BertUhrpunktes an.

a) f(x)=3x—2x% u=-2 b) flx)=x3—x% u=4
c) f(x)=—%x2(x—6); u=1 d) f(x)=ix4—§x2; u=+3
Aufgabe A2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (x —2)2 +x; x €R.

a) Berechne mit Hilfe der Ableitung die Steigung der Tangente und des Graphen
von f an den Stellen x,.

b) Bestimme die Gleichungen der Tangenten und zeichne sie in die Grafik ein.

I) xo = 0

II) xO == 1

ITII) x,=1,5

IV) xo = 2

V) xO == _2
; e 3 1 : ¢
+ Powered by GEOGEBRA.org 14 - - pesssssa Esswaas=a Eeeanaas bemen s -

Aufgabe A3

K ist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = %xz(x— 3); x € R.

a) Bestimme die Gleichungen von Tangente und Normale von K in x, = 1.

b) Welche Tangenten an K verlaufen parallel zur Geraden g mit y = 2,25x — 1?

c) Welche Tangenten an K stehen senkrecht auf der Geraden h mit y = 1,5x + 4?

d) In welchem Kurvenpunkt besitzt K eine waagrechte Tangente?

e) In welchem Kurvenpunkt verlauft die Normale von K parallel zur
Ursprungsgeraden mit der Steigung m = 2,4?

© by Fit-in-Mathe-Online, mehratp 500.000 Aufg,gben flr- Scbula, und Studlum
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= Irg Dratt Avlejtungen 7, 7.5
«’wf |v ;; oy wf il T ngen};e unalvormaffe oy *’*f”%s'u%g?enJ
" Leve/ 1 - Grund/agen - Blatt 1

Losung Al
Detaillierte Lésung flr a)
Bestimmung von f'(x) f'(x) =3 —4x
Bestimmung von f(u) flir u = -2 f(=2)=3-(-2)—-2-(-2)>=-14
Bestimmung von f'(u) fir u = -2 f'(-=2)=3-4-(-2)=11
Aufstellung der Tangentengleichung
t)=f"(w) - (x—u)+ f(u) tx)=11-(x+2)—14
t(x)=11x+38
Aufstellung der Normalengleichung
n(x)=—f() x—w+fw n(x)=—i~(x+2)—14
n(x) = —ﬁx —%
b) flx)=x3—x% u=4 f'(x) =3x? —2x
f'(4)=3-16—8 =40 f(4) =43 —4%2 =48
t(x) = 40(x — 4) + 48 n(x) =—i(x—4)+48
t(x) = 40x — 112 n(x) =—— +ﬂ
c) f(x)——lxz(x—6) u=1 f(x)=—Zx + 3x
f)=-2+3=2 fy=2
9 5 a4 5
t(x)—z(x—l)+4 n(x)——;(x—1)+z
t(x)=%x—1 n(x)=—%x+%
d) f(x)-%x‘*—%xz u=+73 fl(x) =x3—3x
F(3)=0 f(B)=i=3="3
t() =—2
Die Normale ist eine Parallele zur y-Achse selbst im Abstand /3
x =3
Losung A2
f)=(x—-2)2%+x ffx)=2(x—-2)+1=2x-3
a) D) fO=-3 1) FO)=-1 I1I) £/(1,5) =0 V) f(2)=1
V) fi(=2)=-7
b) I) f(0)=4 t(x) =-3x+4
I f(1) =2 tG) = —-(x—1)+2
t(x) =—x+3
III) £(1,5) =175 t(x) =175
IV) f(2)=2 tG) = (x—2) +2
t(x) =x
V)  f(-2)=14 t() = —7(x + 1) + 14
tx)==7x+7

Péwered by GEOGEBRA.
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Losung A3
a) f =%x2(x—3)=%x3—%x2
f=-3

3 1
t(X) = —g(x —11) -3
t(x) = —2x+;

b) f'(x)=225= %xz —%x
22-3x-2=0
47 2 4
x>—2x—-3=0
x1’2=1iV1+3=1i2
X1—3 x2=—1
f@=5-4=0
t1(x) = 2 25(x— 3)+0
t;(x) = 2,25x — 6,75

C) ml'm2=_1
1,5 m2=_1:> mz—__
! —_2%2_3,2_3
;c(x)—3 32—4x SX
Sx?—x+<=
4 2 3

- ) éﬁferenz/a/re@ﬁnung

gapenoia ,13451'6‘}7 GED (i (\‘M
sy P Jf~ Ff ngenlfemna wwmaﬁ gy “*“ff “Ubsuigerry

|\ pj

Level 1 - Grund/agen - Blatt 1

f'(x) —%xz —;x
ff)y=-=

n(x) =3(x-1)—;
n(x) ——x—%

4

3

p/q-Formel

3

fED=—3-2=-1
t,(x) =225(x—-1)—-1
to(x) = 2,25x — 3,25

w il

p/q-Formel

Satz vom Nullprodukt

4 16 4 20

rG)=5-3=-%
2 4 20
60 =-2(x-3)-3
ti1(x) = —§x+24—7
d) Waagrechte Tangente bedeutet f'(x) = 0.

2x2-3x=0
4 3 2
x (4x _E) =0
X1 = O; Xy = 2
f(@O=0 f@2)=-1

In den Punkten P(0]0) und Q(2| — 1) besitzt K eine waagrechte Tangente.
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Leve/ 1- Grundlagen - Blatt 1

5
9
5 2
x1,=1% f1—§= 143 | p/q-Formel
1

3
5\ _28 nN__2
f(E)_ 27 f(3)_ 27
In den Punkten P (g —g) und Q (§|—22—7) verlduft die Normale von K parallel
zur Ursprungsgeraden mit der Steigung m = 24.
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wvf il ;; ghp MJJ |p Tan'agts'ffw{é'|und~ll"sﬁor'»';alep 2 gy wff 1» [H- >t »\; Py
" Leve/ 1 - Grund/agen - B/att 2

Dokument mit 22 Aufgaben

Aufgabe Al

Berechne die Funktionsgleichungen der Tangente und der Normalen an

a) fG)=-; u=-2 b) fO)=2; u=4
C) f(x)—x—;; u=1 d fxX)=-3x(x+Dx-1)+1 u=0
Aufgabe A2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %xz —3x; x €R.

a) Berechne mit Hilfe der Ableitung die Steigung der Tangente und des Graphen
von f an den Stellen x,.

b) Bestimme die Gleichungen der Tangenten und zeichne sie in die Grafik ein.

I) x0=—1
) %=1 T S e e A
IIT) xo =2 T S
IV) x0=4

Powered by GEOGEBRA.org
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Leve/ 1 - Grundlagen - B/att 2

Aufgabe A3

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =%+x; x ER.

a) Berechne mit Hilfe der Ableitung die Steigung der Normalen des Graphen von
f an den Stellen x,.

b) Bestimme die Gleichungen der Normalen und zeichne sie in die Grafik ein.
I) x,=05
II) x,=32
ITI) x,=3
IV) x,=-1
V) x,=-3

F==r=-—t-=-a1--/----- o g e i e o o

L T B R S e T B R ] o

o s il i i i il i ol ) il s N

cadeede Bl eolvelecdoadeadevelbuabaal

Fowered by ceocesradrs |||
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Lt Abteitungen 5 O

L P v Vv ""PAiA \"J

oA [l gty S FT" ngente(und Normale .. e L2 by

Losung Al
Detaillierte Lésung flr a)
Bestimmung von f'(x)

Bestimmung von f(u) fur u = -2
Bestimmung von f'(u) fur u = -2
Aufstellung der Tangentengleichung
t) ='W (x-—w+fw

Aufstellung der Normalengleichung

ty(x) =3x—12

Leve/ 1 - Grund/agen - Blatt 2

fl)=-=
fD=~3
f2=—;

) =—1 (x+2)—3
t(x)=—%x—1

nx) = — f() (x—uw) + f(w) n(x)=4~(x+2)—%
n(x) =4x+7,5
b) fG) =2 u=4 flo)=—=
fi)=-= fa) =
t(x) = —%(x —34) + = n(x) = 32(x —132)3+ =
t(x)=—§x+E n(x) = 32x —7
C) f(x)=x—$, u=1 f(x)=1+;
fl)=4 f)=0
t(x) =4(x—1)+0 n(x) =—;(x—1)+0
t(x) = 4x — 4 n(x) = —;x+5
d) fx)=-3xx+Dx-1)+1; u=0 f1® = —9x2 43
f'(0)=3 f(0)=1
t(x)=3x+1 n(x)=—§x+1
Losung A2
f(x) =%x2—3x f’(x)=%x—3
a) ) fED= —3 II) f'(=-= III) f'(2)=0 IV) f'4)=3
V) f'(=2)=-7
b) I) FC-D=7  ta@=-2G+D+T o
ta(0) = —5x A
) fQ1)=-- he)=->-G@-D-7 _\,
() =-2x-2
1) f(2)=-3 t,(x) = -3 i
V) f4)=0 t4(x) = 3(x — 4)

Powered by GEOGEBRJ\\k
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Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 2

Losung A2
1 ’ 2
fl) =Z+x ff)=-5+1
11 135N _ 1 27 11
V) -+ =-%
F1(=3) " 29
b) I) f(05) =2 nos(x) = = (x — 0,5) +~

1 67
Nos(x) = —x+

I f(V2)=189 x=32

) f@3)=2 ny(x) = - (x—3)+=
n3(x)——%x+%
IV) f(-1)=0 ng(x) = —3x+3
V) fED=-2 ms@ =) -
27 1483
ns(x)——gx—a

smbactoodo o gd - 1
Powered by GEOGEBRA.bra
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Leve/ 1- Grund/agen - B/att 3

Dokument mit 17 Aufgaben

Aufgabe Al

Gib die Gleichung der Tangente an Ky im BerGhrpunkt P an.

a) f()=2x*+x% P(2|f(?) b) f(x)=*+2)% P(If(D)
c) f(x)=4x*+x?% P(1f(D) d) f(x)=2x*-2; P(15|f(1, 5))
e) fx)=x*+1; P(0,5|f(0,5) f)  f(x)=x% P(-1|f(-D)

9 f@=x-x P(-3|r(-3))

3

Aufgabe A2
Gib die Gleichung der Tangente an Ky im Berthrpunkt P an.

a) f)=2vx2+5; P(2|f(2)

b)  f(x)=+x2+0,75 P(=0,5|f(-0,5))
c) fx)=vx+x P(4|f@)

Aufgabe A3
Bestimme die Funktionsgleichung der Normalen zu f durch Q.
a) f)= §x2 +x—4; Q(1|f(D) b) f)=@x-H+4); QMAIf(4)

Q) fa)=—;x*—4x+6 Q(-2|f(-2)) d) f@)=x>-2x+2 Q(-3|f(-3))
e) f)=@-Hx+3); Q(-4/f(-9) f f)=2x*-1 Q(0[f(0))
9)  fx)=-x*+3x+3; Q(-1|f(-D)

©.by Fit-in-Mathe-Online, mehratp 500.000 Aufg,gben far; Scbule_ und Studlum
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rS35

Losung Al
Detaillierte Lésung flr a)
Bestimmung von f'(x)
Bestimmung von f(2)
Bestimmung von f'(2)
Aufstellung der Tangentengleichung
t(x) =f'(2)- (x—2) + f(2)
t(x) = 28x + 28
b) f(x)=*+2)% P(1f(D)
() =214+2)-1=6
tx)=6(x—1)+9
t(x) =6x+3
c)  f)=4x*(x*+x)?% P(1]f(D)
f(x) = 4x° + 8x> + 4x?
(1) =24+404+8=72
tix) =72(x—1)+ 16
t(x) =72x —56
d) fx)=2x*-2; P(15|f(1,5)

f'A5)=6
t(x) =6(x—1,5)+2,5
t(x) =6x—6,5

e) fx)=x*+1; P(0,5]|f(0,5)
£1(0,5) =1
t(x)=(x—-0,5)+1,25
t(x) =x+0,75

f)  fe)=x% P(-1|f(-D)
fl(=1)=-2
tx)=—-2x+1+1
t(x)=-2x-1

9 Fw=xtox p(-]

t) =-2(x+3)+3
tx) = —gx—%
Losung A2

abenblatt pvieitungen | 5 )

Qifferenz/a/recﬁnung

\ 2|

Leve/ 1 - Grund/agen - Blatt 3

f'(x) = 6x% + 2x
F(2) =223 +2% =20
f(2)=6-22+2-2=28

t(x) =28-(x—2)+ 28
fl(x)=2(x%+2)2x
f=01+2*=9

f(x) = 4x2(x* + 2x3 + x?)
f'(x) = 24x> + 40x* + 8x

F(1) =16
f'(x) = 4x
f(1,5) =25
f'(x) =2x
£(0,5) = 1,25
f'(x) =2x
f-1 =1
fl(x)=2x—-1

F(=3)=3

Detaillierte Loésung fiir a) f(x) = 2vx2 +5; P(2|f(2))

Fiur die Ableitung: f(x) =2 (x? +5)2
Bestimmung von f'(x)

Bestimmung von f(2)

Bestimmung von f'(2)

Aufstellung der Tangentengleichung
t(x) =f'(2)- (x—2) + f(2)

fle =2 () (2 +5)77 - 2x

f0) === x2+

f2)=2-V2Z+5=6
224

fl@=%=3

ta) =3 -(x—2)+6

t(x) = §x+%

©.by FJt-lp-Mathg:Oqllnc, mehratp 500.000 Aufo,gben filr- Scbulq und Studlum.'_
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A
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 3

b) f(x)=xZ+0,75 = (x> +075)z P(~05|f(~0,5))
") = L (x2 .oy = %
f(x)—z(x +0,75) 2x—m
' — 0,5 — _ _ _
f1(=05) = = === =05 f(-0,5)=,/0,25+0,75=1
t(x) =-05(x+0,5)+1
t(x) =—0,5x + 0,75
1
) f)=Vx+x=x2+x; P(4|f(4))
1
f'(")—; "+1—2\/_+1
f(4)— +1_1125 fA)=Va+4=6
t(x) = 1 125(x —4)+6
t(x) =-1,125x+ 1,5
Losung A3
Detaillierte Losung flr a)
Bestimmung von f'(x) f'(x)=5x+1

Bestimmung von f(1)
Bestimmung von f'(2)

f(1)=§~12+1—4=—0,5
f(D=51+1=6

Aufstellung der Normalengleichung

t0) =~ =D+ f(D) n(x)=—z (x-1)-05
n(x) = —%x —%
b) fG)=G&-HEx+4)
=x2—16; Q(4|f@) f(x) = 2x
fl4)=2-4=8 fFA)=@4-HAE+4)=0
n(x) = —2(x—4)+0
n(x) = —%x +%

d)

f)

© by FJt-lp-Mathg:Oqllnc, mehratp 500.000 Aufo,gben far- Scbulq und Studlum
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f&) = —%xz —4x +6; P(—2|f(-2)) Fl) = —x—4
fi((=2)=4-4=0 f(=2)=-2+8+6=12

Wegen f'(—2) = 0 (waagrechte Tangente) ist die Gleichung der Normalen

x =12

fO) =x%-2x+2; Q(-3|f(-3)) fl(x)=3x2-2

f'(=3)=3-(-3)2-2=25

n(x) = —i(x +3)—19

n(x) = —Z—x 19,12

f)=(@x—-4)(x+3)
=x2—x—12; Q(—4|f(-4) flx)=2x—-1

f'(=4)=-9 f(=4)=0

n(x) =5 (x+4)

n(x) = %x +%

f(x)=2x*-1; P(0|f(0)) f(x) = 4x

£(0)=0 f(0)=-1

Wegen f'(0) = 0 (waagrechte Tangente) ist die Gleichung der Normalen

x=0

www fit=in- ma:lhe-onllne .de 3

f(=3)=—-27+6+2=-19
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o : e_ K‘a) 5}4 !Af’tﬂ LLNOS%QGW
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3
g) f)=-x>+3x+3; Q(-1|f(-1) fl(x)=—-2x+3

f'(-1)=5 f(-1) =-1
n(x) = —%(x+1)—1
n(x) = —%x —g
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Aufgabe Al

Ist die Funktion f differenzierbar und
P(u|f(w)) ist ein Punkt des Graphen von f, so
lautet die Gleichung der Tangente an den
Graphen von f in P:

a) y=f'w-x—u+f(w

b) y=f- - x—w)+fw)

) y=f'W- - (x-w+fw

Aufgabe A2

Entscheide, ob die folgenden Aussagen uber
Tangenten wahr oder falsch sind.

a) Die Gleichung einer Tangente kann man
immer in der Form y = m - x + ¢ schreiben.
Jede Tangente schneidet die x-Achse.

Die Tangente in einem Punkt P(x,|f (x,))
schneidet nie den Graphen f.

b)
)

Aufgabe A3

Geben Sie die Gleichung der Tangente an den
Graphen von f an der Stelle x; an.

a) f(x)=0,5x2 mit x; = 1.
b) g(x) = sin(x) mit x; = m.
Cc) h(x)=e?* mit x, = 0.
Aufgabe A4

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 4 — 0,5x2.

a) Bestimme die Gleichung der Tangente an
der Stelle x = 1,5.

b) Bestimme den Schnittpunkt S der
Tangenten mit der x -Achse (auf drei
Dezimalstellen gerundet).

Aufgabe A5

Die Gleichung der Tangenten an den Graphen
einer Funktion f im Punkt P lautet y = 3x + 4.
Entscheide, welches die zugehoérige
Normalengleichung im Punkt P sein kdnnte.
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Dokument mit 11 Aufgaben

Richtig ist:

a)

b)

C)

Wahr Falsch

a) [] []
b) L] L]
c) [] []

Tangentengleichung:

a) y= “x +
b) y=___  -x+

) y=____ _-x+

a) y=____ -x+

b) sC | )

a) [] y=-3x+4
by [] y=3x-2
C) |:| y——§x+2
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Aufgabe A6
Das Schaubild
zeigt fur x < 2 den
Graphen der
Funktion f mit
f(x) =0,5%"2+1.
Welche Gleichung
gehoért dann zur
Geraden g?

a)|[[] g)=-268x+73

by [[[] g =-268x+257

O[] ge)=-0693x+339

Quelle alle Aufgaben in diesem Blatt: WADI-Arbeitsblatter Kursstufe Aufgaben Nr. C36 1-6
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Losung Al

Richtig ist c) M y=f'(w) -(x—uw)+fw

Qtfferenz/a/reeﬁnung

q&/

/.

\‘J

oSlfn@en i

Leve/ 1 - Grund/agen - Blatt 4

Dies ist die Punkt-Steigungsformel einer Geraden.

Losung A2

a) Die Gleichung einer Tangente kann man
immer in der Form y = m - x + ¢ schreiben.
(Selbst waagrechte Tangenten mit m =0
sind in dieser Form mdglich mity = c.=

b) Jede Tangente schneidet die x-Achse.
(Waagrechte Tangenten schneiden die
x-Achse nicht.)

c) Die Tangente in einem Punkt P(x|f (xo))
schneidet nie den Graphen f.

(Als Gegenbeispiel sei hier die
Wendetangenten ganzrationaler
Funktionen angeflihrt.)

Losung A3
a) f(x)=0,5x2 mit x; = 1.
b) g(x) =sin(x) mit x; = m.
Cc) h(x)=e?* mit x, = 0.
Losung A4

a) Gleichung der Tangente an der Stelle
x =1,5.

b) Schnittpunkt S der Tangente mit der
x-Achse (auf drei Dezimalstellen
gerundet).

Losung A5

Die Gleichung der Tangenten an den Graphen
einer Funktion f im Punkt P lautet y = 3x + 4.

Die zugehoérige Normalengleichung im Punkt

P lautet:

(Wegen der Orthogonalitatsbedingung

my-m, =-—1

Losung A6

a)

b)

a)
b)
)

b)

Wahr Falsch

M

[]
[]

=

K

y=e+ ()
y=—x+m
y=2-x+1

y=-15-x4+ 5125

S (3,417 0)

7' y=—§x+2

C) IZ g(x) = —0,693x + 3,39 ist richtig, denn aus der Graphik lesen wir ab, dass die

Steigung der Geraden g etwa —§ ist.
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Dokument mit 16 Aufgaben

Aufgabe A1l it
Berechne das Schaubild der Tangente und der Normalen an das Schaubild g2=:g"n
von f an der Stelle x, = u. Gib auch die Koordinaten des Berihrpunktes h

an.

a) f(x)=x-—2e%%% u=4 b) fx) = %sin(3x) +1; u =%
) fx)=3-27% u=0 d) f(x)=2cos(2x)+2; u=%
Aufgabe A2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %e‘z"”; x €ER.

a) Berechne mit Hilfe der Ableitung die Steigung der Tangente und des Graphen
von f an den Stellen x,.
b) Bestimme die Gleichungen der Tangenten und zeichne sie in die Grafik ein.

I) Xo = 0,5 10
II) Xg = 1
III) X =1,5 1 . | | j | : :
IV) x=2 ys
V) xo =4 y ‘ ‘ ‘
fowersibjceoceagaiog | | | 1 | |
Aufgabe A3

Gegeben sind die Funktionen f und g mit f(x) = x> — 3x?2 —x + 4 und g(x) = —4x + 5.

a) Berechne die Stellen, an denen die Graphen von f und g parallele Tangenten
haben.

b) In welchen Punkten stehen die Tangenten des Graphen von f senkrecht zum
Graphen von g?
Tipp: Zeichne zunachst eine Skizze der Graphen von f und g in ein geeignetes
Koordinatensystem.
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Losung Al
a) f(x)=x-—12e%%%% u=4
F(4) = 4—2e

tx)=(1-05e)(x—4)+4—2e
t(x)=(1-0,5¢e) -x

L St~
L

Qﬂerenz/a/re@ﬁ’nung

'\v Av»ff‘l 7 ngeﬁ,telbna NGFmaVé o6 "w ‘Mff{.osu‘h@“en v

Leve/ 2 Fortgeschr/tten - Blatt 1

f'(x) =1-0,5e%%5*

ff4)=1- 0 Se

n(x) = ~Tose (x—4)+4—2e
1 8—4e+e?

n(x) = 05e 1 1-0,5¢e

:’bee/wﬁgéﬂ/ ) ATHYC

]

b) fx)= %sin(3x) +1; u= % f'lx) = —cos(3x)
)= F)-o
t(x) = > X = %
) f(x)=3-2¢7% u=0 fl(x) =2e7*
f0)=1 f1(0) =2
tx) =2x+1 n(x)=—%x+1
d) f(x)=2cosx)+2; u =% f'(x) = —4sin(2x)
r(3)=2 r)=-1
t(x)=—4(x—§)+2 nx) =- (x——)+2
tx)=—4-x+2+mn n(x)—zx+2—g
Losung A2
f(X) — %e—2x+3 f’(x) — _e—2x+3
a) I) f(05=-e1I) f(1)=-e ) fas)=-1 1IV) f@=--
V) @) =-
b) 1) [0S =3¢  tos()=—e*(x=05)+3e* .
tos(x) = —e*x + e? y7
1) f(1)=3e t() =—e-(x—1)+5e )
tl(x)=—ex+§e 77777777 .
III) f(1,5) =% t1_5(x) =—(x—1,5) +%
tis(x) =—x+2 )
V) f(2) = () =—2(x—2)+- :
tr(x) = —lx +i ’
V) W=l L@=-iG-mrl
t4(x)——eisx+2% gl
Powered-1b y GEO“GEBR}-\.org
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Leve/ 2 Fortgeschr/tten - Blatt 1

Losung A3

fx)=x3-3x2—x+4 fl(x)=3x%2—6x—1

gx) =—4x+5 g'(x)=-4

a) Stellen gleicher Steigung mithilfe von f'(x) n g'(x)
3x2—6x—1=—4
3x2 —6x+3=0 | :3 ;\y
x>=2x+1=0 5 -N=03 }
X2=1%xv1-1 | p/q-
Formel &
x =1 2
An der Stelle x; = 1 haben die Graphen von f 1
und g parallele Tangenten. Wie aus der Grafik 2
ersichtlich, ist g sogar Tangente an f in x; = 1. -

b) Wegen m;-m, =-1, mussen die Tangenten des 2
Graphen von f, die senkrecht auf dem Graphen =7
von 3 stehen, die Steigung f'(x) = —g,tx) =% Poserad et
haben.
3x2—6x—1=
3x? —6x—125—0 | :3
x> =2x——==0
X1,=1% /1+——1+\/— | p/q-Formel

=1+119

X = 2,2, Xy = _0,2
£(22) ~-21; f(—02) ~ 4,1
Ny (x) = %(x —22)-21= %x — 2,65

n_g2(x) = %(X +02)+41= %x + 4,15
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Dokument mit 14 Aufgaben

Aufgabe A1l
Gib die Gleichung der Tangente an Ky im BerGhrpunkt P an.
a) 0o =22 p1lfD) b) f =2 P(lf)

c) f(x)=ﬁ; P(2lF ()

Aufgabe A2

Gegeben ist die Funktion f und die Steigung einer Tangente an K;. Prufe, ob nur

eine Tangente oder mehrere Tangenten mit dieser Steigung existieren. Gib alle
madglichen Tangentengleichungen an.

a) f(x)=2x3 m.,=6 b) f(x)=%x2+x; my ==
C) f(x)=ﬁ; m; =4 d) f(x)=%\/2x+1; m, =1

e) f(X)=vVx+x; m =2

Aufgabe A3

Bestimme die Gleichung der Normalen von h welche senkrecht zur Geraden g
verlauft.

a) h(x)=15x*>+x-2 b) h(x)=2x%>+5x-3
gx)=7x+4 gx)=3x-2

c) h®X) =%x2—3,5x+6 d hx)=x*-x+1
gx) = —%x —-11 gx)=15x—-25

e) h(x)=%x3—%x2—£x+%
gx) = %x +1

Aufgabe A4

Bestimme die Gleichung der Tangente und der Normalen im Wendepunkt des
Schaubilds f mit f(x) = x3 — 3x2.
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Losung Al
Detaillierte Lésung flr a)

Funktion - Beriihrpunkt f@) ==% P(1lf(D)
Bestimmung von f'(x) (Quotientenregel)  f'(x) = = ot - —x—lz
Bestimmung von £(1) F(1) = 11
Bestimmung von f'(1) ffO=—-=-1

Aufstellung der Tangentengleichung

t) =f'(O-x=-D+f(D)

t(x) =—x+3
_x% , _ 2x(x+1)-2x _ 2x?
b) f(x) - F' P(llf(l)) f (x) - . (x+1)2 - (x+1)2
f(l)—g =3
t(x)——(x—1)+— t(x)=%x
_ , _ 2x(x+2)?-x2-2-(x+2) _  4x
C) f(x) - :(lx+_2)2’ P(Zlf(Z)) f (x) - . (X+2)4’ - (X+2)3
f@2) =7 f[@ =
t) =5 (x—2) +5 t(x) =£x
Losung A2
Detaillierte Lésung flr a)
Funktion - Steigung fx)=2x3% m,=6
Bestimmung von f'(x) f'(x) = 6x
Gleichsetzung f'(x) = m;
6x =6 16
x=1
Es gibt nur eine einzige Tangente.
Bestimmung von f(1) f() =2

Aufstellung der Tangentengleichung
tx) =f'(1)-x=1+f(D)
t(x) =6x—4

b) f(x) =%x2+x; my ==
1 1
Ex+1=5
x=-1
fED=5-1=~3
) =5 (x+1) -2

1 1
t(X) = EX—Z

x
C) f(x)_m' mt_4
1
(x+1)2
(x +1)?

[x + 1]

NIs ||

13
2’ 27

Es gibt zwei Tangenten.

x1=

©. by FJt‘lp'MlthQqu”nO,mehra{g 500.000 Aufo,gben far: Scbulqtund Studlum
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tx)=—x—-1)+2

tx)=6(x—1)+2

f'(x) = %x +1

f-1=3

x+1-x 1

fie) = (x+1)? "~ (x+1)2

v
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Leve/ 2 Fortgeschr/tten - Blatt 2
f(_ %) - —o,(:;'i1 =-1 f(_;) - —11‘::1 =3
tl(x)=4(x+%)—1 tz(x)=4(x+%)+3
ti(x) =4x+1 to(x) =4x+9
d) fe)=3VZx+1 m =1 fla =1 —(2x+1)2 2=
1

2v2x+1 =1
2V2x+1=1 | 2

24/2x+1

e f&)=vxtx m =2 f@=55+1

2\/_ +1=2

t(x) = 2x +%

Losung A3
Detaillierte Lésung fur a)
Funktion h(x) =1,5x2+x -2
Steigung Gerade g(x) =7x + 4 mg =7
Steigung der Normalen (mg - m, = —1) my = —%
Bestimmung von f'(x) h(x)=3x+1
Gleichsetzung f'(x) = m,

3x+1=7 | —-1;:3

x =2
Bestimmung von f(2) h(2)=15-(2)2+2-2=6
Aufstellung der Normalengleichung
n(x)=-2 (x-2)+6

n(x) = —%x +4—74
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b) h(x)=2x%>+5x-3 gx) =3x—2
my =3 mNz_é
h'(x) =4x+5
4x+5=3 | -5 :4
x=—1

1 31
n(x)=—§x—?
C) h(x)=zx —-35x+6 g(x)=—%x—11
mgz—% mN=2
h'(x) = %x —3,5
2x-35=-2 | +35; -2
2 2
3x=6
x=3

h(3)=%-22—3,5~2+6=2
nx)=2(x-3)+2

n(x) =2x—4
d hx)=x*-x+1 gx)=15x—-2
3 2
mg=5 mN=—§
h(x)=2x-1
2x—1=12 | +1;:2
x=2
5 5\2 5 21
h(3)=C) AT
2 21
w0 =l
n(x)—l—gx+3g 7 1 1
e) h(x)=1€x3—zx2—zx+z gl =;x+1
) =12 -3,_7
?(x);2x7 zf * 1
Lez_3y_I-1 | =12
20 2 4 4 4
x2=3x—-4=0
X1,=15+,225+4=15+25
X1=4’; x2=—1
Es gibt zwei Normalen:
h(4):2_12_7+l:_2 h(_1)=_l_3+1+l—2
3 s 12 6 4 4 47 12
ny(x) = —4(x — 4) -5 ny(x) =—-4(x+1) +5
95 25
n,(x) = —4x + o n,(x) = —4x + o
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Losung A4
f(x) = x3 — 3x?

Wendepunkte tUber f""(x) =0

f'(x) =3x% — 6x
() =6

=0

6x—6=0 => x=1
flll(l) ¢ 0
f(1)=13—3-12=—2
mn = —i = L

m; 3
t(x)=-3(x—-1)-2
t(x) =-3x+1

Merenz:alre@ﬁnung

\, A blejtungen . ; S G

1d-NOFMAIE <o ™ ey
Leve/ 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 2

f'(x)=6x—6

| x, = 1 ist eine Wendestelle.
ff(1)=3-12-6-1=-3=m,

n(x) =3(x—1) -2
7

1
n(x) =3X—3
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Leve/ 2 Fortgeschr/tten - B/att 3 '\

Dokument mit 11 Aufgaben

Gegeben st die Funktion 3x3—-3x. Bestimme die Normale
Wendepunkt.

Aufgabe A2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =x?—6x+5. Bestimme die Gleichung der
Normalen,

a) welche parallel zur Gerade y = %x — 1 ist.

b) welche orthogonal zu der Geraden y = —4x + 4 ist.

Aufgabe A3

Bestimme die Gleichung der Tangenten an f mit f(x) = x? — 4x + 1, die die Steigung
m =2 besitzt. Bestimme auch diejenige Tangente, die parallel zur Geraden

y

= —4x + 10 verlauft.

Aufgabe A4

K

ist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = %xz(x— 3); x € R.

a) Bestimme die Gleichungen von Tangente und Normale an K in x, = 1.

b) Welche Tangenten an K verlaufen parallel zur Geraden g mit y = 2,25x — 1?
c) Welche Tangenten an K stehen senkrecht auf der Geraden h mit y = 1,5x + 4?
d) In welchen Kurvenpunkten besitzt K eine waagrechte Tangente?

e) In welchen Kurvenpunkten verlauft die Normale von K parallel zur

Ursprungsgeraden mit der Steigung m = 2,4?

Aufgabe A5

K

fx)=—-(x-1)2?2+x); x € R.
a) K schneidet die Koordinatenachsen in A und B.

b) Unter welchem Winkel schneidet K die

ist das Schaubild der Funktion f mit

Eine Tangente an K ist parallel zur Geraden
durch A4 und B.

Bestimme die Koordinaten der Beruhrpunkte
auf zwei Dezimalstellen gerundet.

x —Achse in A4?

Powered by GEOGEBRA.org
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Losung Al

f(x) =3x3—3x

fl(x) =9x%-3

f'"(x) =18x

Bestimmung der Wendestelle Uber f"'(x) = 0:

18x =0

x=0

y-Koordinate des Wendepunktes tber f(0):

f(0)=0

WP(0]0)

Bestimmung der Steigung des Wendepunktes Uber f'(0):
f'(0)=9-0-3=-3

Aufstellung der Normalengleichung Uber die Punkt-Steigungs-Formel:
x—w+f n(x)=—_i3(x+3)+0

"(x):_fm

n(x) =§x+1

Losung A2

flx)=x?>—-6x+5

flx)=2x—-6

a) Parallelitat bedeutet, dass die Steigungen von gegebener Gerade und
gesuchter Normalen den gleichen Wert haben mussen.

Die gegebene Gerade y = %x —1 hat die Steigung m, = % Somit muss die

Steigung der Normalen m,, = % sein. Da eine Normale orthogonal auf der

Tangente stehen muss, muss m, = —2 sein wegen m, - m,, = —1. Somit ist
auch f'(x) = —2.
2x —6=—2 | +6
2x =4 => x=2
f2)=22-6-2+5=-3
Kurvenpunkt P(2| — 3)
Gleichung der Normalen Uber die Punktsteigungsformel:
n<x>=—f(u) (x—w) +f(w) n() =3 x-2)-3
n(x) = Ex -4
b) Wegen der Angabe einer Normalen, die orthogonal auf einer Geraden
stehen soll, muss diese Gerade parallel zu einer Tangente der Kurve sein.
Die gegebene Gerade y = —4x + 4 hat die Steigung m, = —4, also muss auch
f'(x) = —4 sein.
2x — 6 = —4 | +6
2x =2 => x=1
f()=12-6-1+5=0
Kurvenpunkt P(1]0)
Da eine Normale orthogonal auf der Tangente stehen muss, muss m,, =%
sein wegen m; - m,, = —1.
Gleichung der Normalen Uber die Punktsteigungsformel:
n(x) = — (x—uw)+ f(w n(x)=i-(x—1)+0

f’(ui
n(x) = Zx -3
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Leve/ 2 Fortgeschr/tten - Blatt 3

Losung A3

flx)=x?>—4x+1

flx)=2x—4

Tangente mit m, =2 = f'(x):

2x —4 =2 | +4

2x=6; => x=3

f(3)=32-4-3+1=-2

Kurvenpunkt P(3| — 2)

Gleichung der Tangente Uber die Punktsteigungsformel:
t(x)=f'(W- (x—w+f(w t(x)=2-(x—3)—2
t(x)=2x-8

Eine Tangente parallel zu y = —4x + 10 muss die Steigung m, =

haben:

2x —4 = —4 | +4

2x=0; => x=0

f(0)=02-4-0+1=1

Kurvenpunkt P(0|1)

Gleichung der Tangente Uber die Punktsteigungsformel:
t() = f'w) - (x —w) + f(w)
tx)=—4x+1

Losung A4
fO) =2x2(x—3) = 1x° = 3x?
f'lx) = %xz —gx

a) Tangente und Normale in x, = 1:

I} 3 3 3
=f(1)=2'12—5'1=—2
__ Lt _4

mn_ mt_3

f=510-3)=~;
Kurvenpunkt P (1|—1)

n(@) =;(x-1D-;=3x—73
b) Tangenten paraIIeI zu y =2,25x—1:

Die Tangenten mussen die Steigung m; = f'(x) = 2,25 haben:

x?—2x =225 | -225
3x2——x—225_0 | -4

4 2

3x2—6x—9=0 | :3
x>—2x—-3=0

X1, =+1%£v1+3 | p/q-Formel
X1’2=+1i2

X1=3; x2=_1

f(3)=1-32(3-3)=0
Kurvenpunkte P;(3|0) und P,(—1]-1).
t;(x) = 2,25(x — 3) = 2,25x — 6,75

t,(x) =2,25(x +1) — 1 = 2,25x + 1,25
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c)

d)

e)

\

rS35

=f'(x) = —% = —g haben.

3 3 2
2 x

9x2—18x+8=10
x2—2x+g=0

X1'2=+1i ’1_2
1

)= @ G-3)=-5

Waagrechte Tangenten haben die Steigung m,

3 3
Sx2—Zx=0
4 2
3
X - ( x——)—O
4 2

x1=0; x2=2

£0)=3-(0)2(0-3)=0

1 1
muss my = ——=——=
mp 2,4
3 5
PR
4 2 12
2 -
=X ——x+— 0
4 2

9x? —18x+5—0
x2—2x+g=0

X1'2=+1i ’1_3

r6)=36) G-

7«» MJJ \| 17 ngente una\zve‘rmaf/é gy -V*Jf &bsu%é*en y

Qifferenz/a/reehnung

ungen .5
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Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 3
Die Tangente senkrecht auf y = 2,25x — 1 muss die Steigung

L2
3

-12

:9

p/q-Formel

=f'(0)=0

Satz vom Nullprodukt

f@ =7 @-3)=-1
Kurvenpunkte mit waagrechter Tangente P,(0]|0) und P,(2|-1).
Die parallele Normale muss ebenfalls die Steigung m,, = 2,4 haben. Somit

1

s

CRACH

—15—2 = f'(x) sein.

L5
12

-12

:9

p/q-Formel

In den Kurvenpunkten P; G _2_3) bzw. P, (§|—%) verlauft die Normale von K
parallel zur Ursprungsgeraden mit der Steigung m = 2,4.
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Losung A5

f)=—-(x-1)2?Q2+x)=-x3+3x—-2
f'(x) =—-3x*>+3

a)

b)

Tangente parallel zur Geraden durch A und B.
A(—2]0); B(0| —2) | abgelesen aus Graphik
M = 22¥1 . Z270

AB X2—X1 0— ( 2)

Tangentenstelgung m;=f'(x) =—

3x243=-1 | 3
—3x%2 =—4

3x2 = 4 | .3
x2=§ | v

x1=\/§~1,15; xz=—\/E -1,15

£(1,15) = —(1,15 — 1)2(2 + 1,15) = —0,07
f(=1,15) = —=(=1,15 — 1)2(2 — 1,15) = —3,93

Die BerUhrpunkte haben die Koordinaten P,(1,15/-0,07) bzw. P,(—1,15|—-3,93).

Winkel in der Nullstelle A(-2]0):

Schnittwinkel mit der x-Achse Uber m = tan(a) = f'(-2).
f'(=2)=-3-(=2)2+3=-9

tan(a) = —9

a = arctan(—9) = —83,66°

Als Schnittwinkel mit der x-Achse zahlt jedoch der Winkel, den die x-Achse
linksdrehend mit der Geraden einschlieBt. Wegen des negativen Tangens
muss hier die Erganzung zu 180° gebildet werden:

a* = 180° — 83,66° = 96,34°

K schneidet die x —Achse in A unter 96,34°.
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Dokument mit 13 Aufgaben
Aufgabe A1 =5
K ist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = lx(x —-3); x € R.

Es gibt zwei Tangenten an K, die parallel zur ersten Winkelhalbierenden
verlaufen. Bestimme die Koordinaten der Berthrpunkte exakt.

Aufgabe A2 ==

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =-x* —x*-2; x € R mit Schaubild K.
t ist die Tangenten an K in x = 2, n ist die Normale an K in P(—1|f(-1)).
Bestimme die Koordinaten des gemeinsamen Punktes von ¢t und n.

Aufgabe A3 =i

Die Abbildung zeigt den Querschnitt
eines Erdhiigels. y
Fir 3<x <6 wird die Berandung
beschrieben durch die Funktion f
mit f(x) = 3x —%xz.

Im Punkt P(4|f(4)) wurde tangential
eine Rampe angelegt.

Der Herstelle eines Gelandewagens
gibt den maximalen Steigungs-
winkel von 42 ° an.

Kommt der Gelandewagen die
Rampe hoch?

Powered by GEOGEBRA.OMg
]

Aufgabe A4 :f
Zeige, dass sich die Graphen von f und g berihren und bestimme die Koordinaten

des BerUhrpunktes P sowie eine Gleichung der gemeinsamen Tangente.
a)f@) =x2-3; g)=—3x*+6x-9  b)f@)=vx—6 g(x)=—x?—1x

6
c) f(x)=;+2; gx)=x3+4x2—-6 d) f(x) = sin(x) — 2; g(x)=—§x3+x—2

e) f(0) =cos(); () =;(c—m? =1 ) f@=e"~4 g()=;2x* +x~3

Aufgabe AS

Bestimme die Parameter a und b im Term der Funktion f so, dass sich die Graphen
von f und g an der Stelle x, berlhren.

a) f(x)=ax?+b; g(x)=—x2+3x+§; xo =1

b) f(x)=a-e*+b; glx)=x3 +2x—1 Xo=0

c) f(x)=avx+bx; g(x)—ﬁx ——x Xo=9

d) f(x) =acos(x)+ b; g(x)=;x —4x—1+T, x0=§

©.by Fit-in-Mathe-Online, mehr- a{p 500.000 Aumben flr- Scbule, und Studlum
- www.fit=in- maxhe online.de i<+ v 24 1! 22 “ Seite 39
/DN, Ing: MeTholf Muller: /" webmasterom-th -mathe=onlife, e o _-;



Seite 40

b ) Qtfferenz/a/re@?lmung

Al 285, Dl ,‘beefﬁungéfw/ BATHYE]
«’wf |v ;; oy wf il T ngen};e unalvormaffe oy *’*f”%s'u%g?enJ
" ' Leve/ 3 Expert - Blatt 1

Losung Al
() = 3G~ 3) =320 -
fx =3x(x =gzx’—x
fl(x) =x?-1

Gleichung der ersten Winkelhalbierenden: y = x mit m = 1.
f'lx) =1:

x?-1=1

x?=2

X1,2 = i\/i

(VD) = V2 V2 =V2(3-1) = 312
F(V2) = a2+ =VE(~2+1) = 3V2
Die Koordinaten der Berihrpunkte sind B, (\/_|—— ) und BZ( \/_| \/_)

Losung A2

1
f(x)=5x4—x3—2
f'(x) = 2x3 — 3x?

1
f(2)=§-24—23—2=—2
fl(2)=2-23-3-22=4

1 1

f(—l)=§-(—1)4—(—1)3—2=§+1—2=—0,5

ff(-1)=2-(-1)3-3-(-1)2=-2-3=-5
Tangente:

t(x) =f'(2)- (x=2) + f(2)
t(x)=4(x—2)—2=4x-10

Normale:

n(x) =—

1
(x+ 1D+ f(—1

FED (x+D+f(-D)
n(x) = g(x +1)-05=0,2x—-0,3
t(x) nn(x)
4x —10=10,2x - 0,3
3,8x =9,7

_ 9,7 _ 97

- 38 38
t<97)—4 97 10 = 4

38 38 19
Der Schnittpunkt von t und n hat die Koordinaten S(—8 %)
Losung A3

1
f(x) =3x— Exz
flx)=3-x
1

f(4) =3'4_E'42 =4
fl4)=3-4=-1
tla)=m=—-1 => a=45°
Der Geléndewagen kommt nicht die Rampe hoch.
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Losung A4
Detaillierte Lésung flr a)

1
flx) =x%-3; g(x)=—§x2+6x—9

Berthrpunkt mit gemeinsamer Tangente bedeutet, dass die Steigungen der
Graphen der beiden Funktionen gleich groB sind, also f'(x) = g'(x).
fl)=2x g'(x)=—-x+6
ffx)ng'(x)
2x=—x+6
3x =6
x=2
An der Stelle x, = 2 haben die Graphen der beiden Funktionen dieselbe Steigung.
Es ist noch zu prifen, ob diese Stelle auch Stelle eines gemeinsamen Punktes ist:
fQ)=4-3=1;, g2)=-2412-9=1
Die beiden Graphen berihren sich im Punkt B(2|1).
Tangente:
fl2)=4
t(x) =f"(2)- (x=2)+f(2)
tx) =4(x—-2)+1=4x—-7

Alternative LOsung:
Wir bilden f(x) n g(x), erhalten wir dabei nur eine L6sung, muss der Schnittpunkt
ein BerUhrpunkt sein.
fx)ng(x)
x2—3=—%x2+6x—9
%xz —6x+6=0
x> —4x+4=0
X1,=2%VA—4=2
Es gibt nur einen einzAigen Schnittpunkt, der somit ein BerGhrpunkt sein muss.
Weiter wie oben.

[SSH

b) f(x) =+x—6; g(x)=%x2—§x
[ =57 900 =5x—
ffx)ng (x)

1

_1
2% 6"‘3 |
1 1 10 25
E=a 2—ax+§ | -324x
81 = 4x3 — 6x2% + 225x
4x3 — 6x> +225x —81=0

WTR
x =9
f9)=3-6=-3; g(9)=45-75=—
BerUhrpunkt B(9] — 3)

HOES
t00) = £'(9) - (x = 9) + £ (9)

1 1
t(x)=g(x—9)—3=gx—§
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f(x) =;+2; gx) =x3+4x2-6
fie) =—2; g'(x) = 3x% + 8x
fl)ng'(x)
—xs—z = 3x% + 8x - x?
—5 = 3x* + 8x3
3x*+8x3+5=0
WTR WTR
Xy = — 1; Xy * _2,57
WTR
f(=1) = =3; g(~=1) = -3 f(=2,57) ® 0,054; g(—2,57) = 3,445
BerUhrpunkt B(—1| — 3)
F-1) = -
t)=f'(-D-x+D+f(-1)
t(x) =-5(x+1)—-3=-5x—38
fx) =sin(x) —2; gx) = —%x3 +x—2

f'() = cos(x); g'(x) = —x* +1
f')yng'(x)
cos(x) = —x* +1 | 1x2_1
cos(x)+x?>—-1=0
WTR
x =0
f(0)=-2; g(0)=-2
Berthrpunkt B(0] — 2)
fl0)=1
t(x) = f'(0) - (x = 0) + £(0)
tx) =x—2
f(x) =cos(x); glx) = %(x —m)? -1
f'(x) =—=sin(x); g(x)=x—m
f')yng'(x)
—sin(x) =x—m xtw
—sin(x) —x+m =0
X=7
fm=-1 g(m=-1
BerGhrpunkt B(z| — 1)
f'(m)=0
t(x) = f'(m) - (x —m) + f ()
t(x) =-1
fO) =e* =4 g(x) =;x%+x -3
fl)=e% g =x+1
f'ng'(x)
e*=x+1 1
e*—x—-1=0
x=0
f(0)=-3; g(0)=-3
BerGhrpunkt B(0| — 3)
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=1
t(x) = f'(0) - (x = 0) + f(0)
t(x)=x-3

Losung A5
a) f(x)=ax?+b; g(x)=—x2+3x+§; xo =1
f'(x) =2ax; g'(x) =-2x+3

ff)ng'(x)

2ax = —2x + 3 | +2x
2ax —2x =3

Flr x, = 1 gilt demnach:

2a—2=3 | +2
2a=5

a=25

f(x)=25x%+b

g1) =-(1)?+3-1+5=35=f(1)

35=25-12+b

b=1

FUr a = 2,5 und b = 1 berthren sich f und g in x5 = 1.
b) f(x)=a-e*+b; glx)=x3+2x—1; x,=0

fl(x)=a-e* g'(x)=3x*>+2

ff)ng'(x)

a-e¥=3x2+2

Flr x, = 0 gilt demnach:

2a-e°=3-02+2

2a=2

a=1

f(x)=e*+b

g0 =03+2-0-1=—1=f(0)

—1=¢e%+b

b=-2

FUr a =1 und b = -2 berthren sich f und g in x, = 0.
c) f(x)=aVx+bx; g(x)—mx —112x X0 =9

[ =55+b g@ =57~

fl)ng'(x)

%+b=ﬁx2—%

Flr x, = 9 gilt demnach

a+6b=1

9O =2-==0=(9)

0=3a+9b
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(D) a+6b=1 | -3
(I1) 3a+9b=0
(I) 3a+18b=3
(II) 3a+9b =0
()-(11) Oa + 9b = 3 | 9

p=1

3

b—(I)3a+9-3=0

3a=-3

a=-1
Fira=-1und b =§ber[]hren sich f und g in x, =9.

d) f()=acos(x)+ b; g(x)=%x2—4x—1+%n; x0=§

f'(x) = —asin(x); g'(x) = %x —4
f'ng'@)

—asin(x) = %x -4

Fir x, = g gilt demnach:

(™ =2.%_
—asm(;)—n > 4
—a=-3; a=3

T 1 7'[2 s 7 s 7
9(5)=7(G) —45-14im=t-2m-1+n=-1=£(})

= T
—1—3cos(2)+b
~1=0+b
b=-1
FUr a = 3 und b = —1 berihren sich f und g in xo=§-
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Dokument mit 16 Aufgaben

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =x3-6.

a) Bestimme die Gleichung der Tangente t an den Graphen von f im

b) Bestlmme alle Tangenten an den Graphen, die zu t parallel oder orthogonal
verlaufen.

c) Gibt es andere Geraden durch P(1,2|f(1,2)), die Tangenten an den Graphen
von f sind?

d) Miriana behauptet: ,Durch jeden Punkt des Graphen von f gibt es zwei
Geraden, die Tangenten dieses Graphen sind."
Prife diese Behauptung ohne Rechnung ausflihrlich, indem du Skizzen
anfertigst und prazisiere gegebenenfalls Mirianas Behauptung, begrinde
deine Antwort und belege deine Ergebnisse in Spezialfallen rechnerisch.

e) Prife deine Erkenntnisse aus Teilaufgabe d) an den Funktionen g mit

g(x)=x3+%x und A mit h(x) = (x+2) - x- (4 —x).

Aufgabe A2 =

a) Bestimme die Gleichung der Tangente ¢t an den Graphen von f mit f(x) = x3,
die durch den Punkt P(—2|-8) verlauft. Gib auch den Berlihrpunkt an.

b) Bestimme die Gleichung der Normalen n zum Graphen von g mit g(x) = x?,
die durch den Punkt Q(2]-3) verlauft. Gib auch den Schnittpunkt von n mit g
an.

c) Bestimme die Gleichung der Normalen n zum Graphen wie unter Teilaufgaben

b), die jedoch durch den Punkt Q(0|]-2) verlauft. (Mache zunachst eine
Skizze).

Aufgabe A3 f

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2x2 + 4.
Bestimme die Punkte des Graphen von f, dessen Tangenten durch den Punkt
P(1] — 2) verlaufen.

Aufgabe A4 -

Die Gerade t mit der Gleichung y = —3x + 13ist Tangente an den Graphen der
Funktion f mit f(x) = x® — 9x2 + 24x — 14.

a) Weise diese Behauptung rechnerisch nach.

b) Die Tangente t und die Normale n an den Graphen von f im Berlhrpunkt von
t und die x-Achse bilden ein rechtwinkliges Dreieck. Berechne den
Flacheninhalt dieses Dreiecks.

Cc) Zeige, dass der BerUhrpunkt B der Tangente mit dem Graphen von f auch

Wendepunkt des Graphen der Funktion ist.
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Aufgabe A5 i
Gegeben sind die Funktionen f(x) = x? sowie g(x) = vx . Die senkrechte Gerade g
mit der Gleichung x =u schneidet das Schaubild von f im Punkt P und das
Schaubild von g im Punkt Q.
Bestimme u so, dass die Tangenten in P und Q parallel sind.

=3
Aufgabe A6 :f
Zeige, dass sich die Schaubilder von f(x) =x? —2x+1 und g,(x) = ax? +§+ 1im

Punkt S$(0|1) fUr jeden Wert von a sich rechtwinklig schneiden.

Aufgabe A7 it

An den Parabelbogen der Funktion f mit f(x) = —0,4(x — 2)? — 1,5 soll vom Punkt
P(0|5) ausgehend eine Tangente so gelegt werden, dass ihr Steigung einen
negativen Wert annimmt. Bestimme die Gleichung der Tangente und die
Koordinaten des Berlihrpunktes B.

Aufgabe A8 :t

Gegeben ist die Funktion f, mit f,(x) =a- (x> —4x +2); a€R, a # 0.

a) Prife, ob eine Tangente an den Graphen von f; existiert, die durch den Punkt
P(1]1) verlauft.

b) FiUr welche a existieren Tangenten an den Graphen von f,, die durch den
Punkt P(1]1) verlaufen.
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Losung Al
fx)y=x3-6
f'(x) = 3x2

a) f(1,2)=12%—6=—4272
£1(1,2) =3-1,22 = 4,32
tx) =f'(1,2)- (x—1,2) + f(1,2)
t(x) = 4,32 (x — 1,2) — 4,272 = 4,32x — 9,456

b) Alle Tangenten zu t parallel mussen die Steigung m = f'(x) = 4,32 haben.

4,32 = 3x2 | :3
x2 = 1,44 A
x1_2 = il,Z

Fir x; = 1,2 siehe Aufgabenteil a).
f(=12)=(-12)3—6 = —7,728
f'(-1,2) =3-(~=1,2)% = 4,32

t_1,(x) =432 (x+1,2) — 7,728
t_1,(x) = 4,32x — 2,544

Alle zu t orthogonalen Tangenten missen die Steigung 4,32 - m, = —1 haben.

1

my;=—0= —0,2315 = f'(x)

—0,2315 = 3x2 | :3
x2 =—-0,077 | v
L={}

Es gibt keine zu t orthogonale Tangenten an f.

c) Dies sind Tangenten vom Punkt P(1,2|f(1,2)) aus an den Graphen von f.

Der Beriihrpunkt von f sei nun B(u|f(w)).

fw=u®>-6
f'(w) = 3u?
tu(x) = f'w) - (x—w) + f(w)
—-4272=3u?*-(1,2—-uw) +u3 -6 | Punktprobe mit P(1,2|f(1,2))
—2ud +3,6u? —6 =—4,272 | +4,272
—2u®+3,6u*—-1,728=0
WTR WTR
u = - 0,60; U, = 1,2

f(=0,6) = (—0,6)3 — 6 = —6,216

f'(—0,6) =3-(—0,6)% = 1,08

tur(x) = f'(=,6) - (x + 0,6) + f(—0,6)

ty1(x) = 1,08 (x + 0,6) — 6,216 = 1,08x — 5,568
Flr u, = 1,2 siehe Aufgabenteil a)
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Y
d) Die seitlichen Grafiken zeigen vier verschiedene """" ' //
Situationen. e

Wie wir in den ersten drei Grafiken erkennen, @ @ | |
gibt es neben der Tangente im Punkt P der = = | |
Kurve eine zweite Tangente an die Kurve, die = = |
durch den Punkt P verlauft. Der zugehdrige
BerUhrpunkt ist der Punkt Q.

(@) =43212 —94()

L(a,)_108 @ —|5.57

(08\—‘34‘)) ‘
Ll(a.)—lJZ x u702

(045\ )
: L,(a.)—24.3 @ —4.54

ta(a) = 0.61 & —618

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fallen die Punkte P und Q aber zusammen, so |
fallen auch die beiden Tangenten zu einer
Tangente zusammen.

Diese Situation tritt im Wendepunkt der des
Graphen der Funktion auf.

Miriana hat also Recht mit Ausnahme der
Wendestelle des Graphen von f.

0|—(> L;(:L)—-O mi—e

. Lissing H
Powered by GEOGEBRA.org
' '
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e) ghx)=x3+ %x g'(x) = 3x? +% g"(x) = 6x
Der (bekannte) Tangentenpunkt sei P(u|g(w))
1. Situation: Tangente in P(u|g(u))
gw) =ud +%u; g'(w) = 3u? +%
t1(x) =g'W - (x—w) + g(w))
ti(x) = (3u2 +%) “(x—u)+ud +%u
t;(x) = 3u?x — 3ud + %x —%u +ud + %u
t;(x) = 3u?x + %x —2us
t,(x) = (3u2 + %)x —2u3

2. Situation: Tangente von P aus an die Kurve, der (unbekannte)

Tangentenpunkt sei Q(v|f(v)).
g) =v3 +%v; g'(v) = 3v2 +%
t(x) =g'(w) - (x—v) + f(v))
t,(x) = (3172 +%) (x—v)+v3 +%v
t,(x) = 3v2x — 3v3 +%x —%v +v3 +%U
t,(x) = 3vix + %x - 2v3
3. Bestimmung der Wendestelle mit g""(x) =0
6x=0 => x=0
Im Wendepunkt fallen u und v zusammen, sind also u = v = 0 ist.
Wegen t,(0) = t,(0) gibt es im Wendepunkt von g nur eine Tangente.

h(x)=(x+2)-x-(4—x)=(x?+2x)-(4—x) = 4x? — x3 + 8x — 2x?

h(x) =-x3+2x>+8x h'(x)=-3x2+4x+8

h'(x) = —6x+4

Der (bekannte) Tangentenpunkt sei P(u|g(w))

1. Situation: Tangente in P(u|g(u))

h(u) = —u® +2u? + 8u; h'(u) = —3u? + 4u t1(x) = h' W) - (x —u) + h(w))
t;(0) = (=3u?+4u) - (x —u) —u+2u? +8u

ti(x) = =3u?x + 3u3 + 4ux — 4u® —ud + 2u® + 8u

t,(x) = =3u?x + 4ux + 2u® — 2u? + 8u

t;(x) = Bu? + 4)x + 2ud — 2u? + 8u

2. Situation: Tangente von P aus an die Kurve, der (unbekannte)

Tangentenpunkt sei Q(v|f(v)).
h(v) = —v3 +2v2+8v; h'(v) = -3v?+4v t1(x) =h' @) (x —v) + h(v))
t,(x) = (=3v% +4v) - (x —v) —v3 +2v2 + 8v
t,(x) = —3v2%x + 3v3 + 4vx — 4v? —v3 + 202 + 8v
t,(x) = =3v2x + 4vx + 2v3 — 2v% + 8v
t,(x) = Bv2 +4)x + 2v3 — 2v2 + 8v
3. Bestimmung der Wendestelle mit h""(x) =0
—-6x+4=0
6x=4 => x =§
Im Wendepunkt fallen u und v zusammen, sind alsou=v = 3 ist.

Wegen tl( ) = tz( ) gibt es im Wendepunkt von h nur eine Tangente
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Losung A2

a) f@)=x% f'(x)=3x% P(-2|-8)
Aufgabe flr Tangente von einem Punkt aus an
den Graphen einer Funktion.
Der Berlihrpunkt habe die Koordinaten B(u|f(u)).
Dann gilt:
t(x) = f'(w) - (x —u) +f(u) | Punkt-Steigungsformel fe) = 12z 1 16

4 3 2 |-1/0 1 2 3 4 5 6

t(x) =3u? - (x —u) +ud »

Lg(fl}) =8x+2

—8=3u?-(-2—u)+ud | Punktprobe mit P " PRI
—6u?—-3ul+ud+8=0 A fehre
—2u3—6u?+8=0 ) +
ud+3u?—-4=0 N
WTR, WTR, N
u = —2; u, =1 p(=5| —8)
f(ul) = (_2)3 = -8 f(uz) = (1)3 =1 Powered by GEOGEBRA.0rg 7
Die BerlUhrpunkte haben die Koordinaten T
B;(=2|-8) und B,(1|1).
f'w) =3-(-2)*=12 f'lup)=3-1*=3
ty(x0) = f'(wy) - (x —wy) + fwy) = 12 (x = (=2)) + (=8)
t;(x) =12x + 16
00 =f'(u)  (x—ux) + flup) =3-(x—1) +1
t,(x) = 3x -2
b) g() =x*% g'(x) =2x Q(2|-3)
Aufgaben fir Normale von einem Punkt aus zum
Graphen einer Funktion. °
Der Schnittpunkt habe die Koordinaten S(u|g(w)). Y
Die Normale von einem Punkt zum Graphen ) g() = 22

schneidet diesen senkrecht. Die Strecke vom Punkt
Q zum Schnittpunkt S ist somit die kulrzeste
Entfernung. Die Lange der Strecke zwischen zwei 5(0.280.08)

Punkten errechnet sich Uber den Satz des °® ° * 7 Pyt et
Pythagoras. Es gilt:

4w = (900~ yo)* + (u—xo)" = (@G + B + (u— 272
dw) =/(@W?+3)2+@w—-2)2=Vut +6uZ +9 +u? —4u + 4
d(u) = Vu* + 7u? — 4u + 13
Die klirzeste Entfernung lUber d'(x) = 0:
d'(w) = 4u+14u—4
2+ut+6u?—4u+13
4ud+14u—4=0 | :2
2u+7u—-2=0
WTR
u ® 0,28
g) = 0,08
Der Schnittpunkt hat die Koordinaten 5(0,28|0,08).
g'w=2- 028 0,56
n(x) = —g(u) x-—w+glw)=—— (x—028)+008

n(x) = -1,79x + 0,58

& b Lo

Q[ +3)

-4
Powered by GEOGEBRA.org
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c) gl =x% g'(x)=2x; RO|-2)

Uber die Graphik stellen wir fest, dass der
Punkt R(0]—2) senkrecht unter dem
Scheitelpunkt $(0]|0) der Parabel liegt.
Somit wird die y-Achse selbst zur
Normalen zum Graphen der Funktion.

Die Gleichung der Normalen lautet in
diesem Fall x = 0.

g(zx) = x?

4(0]0)

-3 2 10 1 2 3 4 5 6m7

R(0] ~ 2)

2X
3]-L-= 0
Powered by GEOGEBRA.org

Losung A3

f(x)=2x24+4; f'(x) =4x; P(1|—2)

Aufgabe flr Tangente von einem Punkt aus an den Graphen einer Funktion.

Der Punkt des Graphen, durch den die Tangente verlauft habe die Koordinaten
P(ulf(w), dann gilt:

tx)=f"(w- - (x—u)+ f(w | Punkt-Steigungsformel

fl(w) =4u; f(u) =2u?+4

t(x)=4u-(x—u)+2u?+4

—2=4u-(1—-u)+2u?+4 | Punktprobe mit P(1| —2)
—2=4u—4u?+2u®+4 [ +2

—2u?+4u+6=0 | :(=2)

u>—2u—-3=0

U, =1+v1+3 [ p/q-Formel

u =3; u; =-1

flu)) =2-32+4=22 f'(w)=4-3=12
flp)=2-(-1)>+4=6; f'(up) =4-(-1)=—4
t1)=f"(w) - x—u)+f(u)=12-(x—3)+22=12x — 14
@) =f'luy) - (x—u) +fluy) =—4-(x+1)+6=—-4x+2

Losung A4
f(x) =x3—9x% +24x —14; f'(x) =3x?>—18x+24; y=—-3x+13
a) Rechnerischer Nachweis, dass t mit y = —3x + 13 f beruhrt:

=f'(x)=-3
3x2 —18x 4+ 24 = -3 | +3;:3
x>—6x+9=0
Xi2=3+V9-9=3

Es existiert nur eine Stelle x, = 3, in der f die Steigung m = —3 hat.
f(=3)=3%3-9.32+24-3-14=4

y=-3-34+13=4

Somit ist B(3]4) € f;t und damit Berlhrpunkt von f und t.

y = —3x + 13 ist Tangente an f in B(3|4). q.e.d.
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b) Die nebenstehende Graphik
verdeutlicht die Situation.
Gesucht ist der Flacheninhalt
des Dreiecks N,N.B, mit N,, als
Nullstelle der Normalen N, als
Nullstelle von t und B als
BerUhrpunkt von f und t.

Bestimmung der Normalen-
gleichung in B(3|4):
=7 A GG
n(x)——_—3 (x—3)+4=§x+3
Bestimmung der Nullstelle N, :
TX+3=0 => x=-9 => Ny(-9/0)
Bestimmung der Nullstelle N;:

13 13
—3x+13=0 => x =2 => N,(Z]0)
Ay, ng = 1~ (xn, — xn,) -f(3) | Flachenformel eines Dreiecks.

Avs =3 (2= (-9) 4=
Der gesuchte Flachenlnhalt des Dreiecks N,N.B betragt % FE.

C) B ist Wendepunkt, wenn f""(3) = 0 ist und f'"(3) # 0:
f'"(x)=6x—-18; f'""(x)=6
f"(3)=6-3—-18=0
f"3)=6+#0
B ist Wendepunkt der Funktion f.

m@c

Losung A5
Die nebenstehende Graphik verdeutlicht die P f ()
Situation. 4
Gesucht ist die Stelle x =u, sodass die beiden
Tangenten t, und t, parallel verlaufen. Parallele f .
Geraden missen dieselbe Steigung haben, somit 2 =7
muss gelten f'w) = g'(w. ) Q(ulg(w))
fO) =x% f'(x)=2x
g(X):\/_ g(JC):Z\/E 10 i 3 4 s e 7

f (u) =g (u) -

2u—2\/_

4uu =1
16ud =1

1
ud =—
16

3/1

u= 16
alien)
Die Tangenten an f in P(u|f(w)) und g in Q(u|f(w)) \(/
ind firu = llel X Pllfw)
sin uru—\/%parae. // 1T T
=1
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Losung A6
f)=x?>-2x+1; f'(x)=2x-2

X 1
ga(x) = ax? _E+ 1, go(x) =2ax +E

Bedingung flr rechtwinkliges Schneiden:
f'(0) - ga(0) £ -1

1
1) =~2 gi(0) =
1
_2.E=_1
Die Steigungen von f’(0) und g,(0) sind unabhangig von A4,

f'(0)-g,(0) =-1, somit schneiden sich fur a€eR die Tangenten in 5(0[1)
rechtwinklig.

Losung A7

f(x)=-04(x—2)*-15 f'(x) =-08(x—2); P(0]5)

Der Beriihrpunkt habe die Koordinaten B(u|f(u)), dann gilt:
tx)=f'(w-(x—w)+f(w) | Punkt-Steigungsformel
f'(w)=-08u+16; f(u)=-04u—-2)*>-1,5

t(x) =(-0,8u+16) - (x—u)—0,4(u—2)2-1,5

5=(-08u+16) (—u)—0,4(u?—4u+4)—1,5 | Punktprobe mit P(0|5)
5=08u®?—-16u—04u®>+16u—16—-15

5—04-u —-3,1 | +3,1; : 0,4

u? = O— = 20,25 | v

u;, = £4,5

Gefragt ist nach Tangente mit negativer Steigung:
f'(45)=-08-25=-2; f'(-45)=-08-(—65)=5,2
Gesucht war also u = 4,5.

f(4,5) =-0,4-25%—-15=—4
t(x)=—-2(x—45)—4=-2x+5

Der BerUhrpunkt hat die Koordinaten B(4,5| — 4).

Losung A8

fa) =a-(x*—4x+2); fi(x)=a-(3x*—4)

a) fi)=x3—-4x+2; fl(x)=3x2—-4
Tangente an f; von P(1|1) aus vorhanden?
Der Beriihrpunkt habe die Koordinaten B(u|f(u)), dann gilt:
t)=f"(w-x—w)+fw | Punkt-Steigungsformel
fiw)=3u?—-4 filw)=u3—4u+2
t)=Cu?—4)-(x—uw)+u®—4u+2

1=0Cu?-4)-01—-uw)+ud—4u+2 | Punktprobe mit P(1]1)
1=3u?>-3u—4+4u+ud—4u+2

1=—-2u%+3u?-2 | -1

3u?—-2u®-3=0

WTR

u® —0,68

An f;  existiert eine Tangente durch den Punkt P(1|1). Der Berlihrpunkt hat
die Koordinaten B(—0,68|4,41)

© by Fit-in-Mathe-Online, mehratp 500.000 Aufg,gben flr- Scbula, und Studlum
(- www.fit-in-mathe-online.de : - - 2l 2B * Seite 53
/DN, Ing: MeTholf Muller: /" webmamrom-tn mathe«omme de - _-;



Seite 54

IC3 ) a.t; 5 Al

(Aﬁ

b)

. éﬁferenz/a/re@ﬁnung
,"‘,xf\b[e/v géﬂ/ Toy d f\ Sy (o

_;' ¢ \) - wpaZ L vzl '\pJ

PA [l oy oA [ TANGORES(UNG NOFMIE o' b Al b

Leve/ 3 Expert - Blatt 2
fa@)=a-(x*—4x+2); f(x)=a (3x*—4)
ta(x) = fa(W) - (x —w) + fo(w)
fa) =a-@®-4u+2); fi(w)=a- Bu*-4)
ta(x) = Bau? —4a) - (x —u) + au® — 4au + 2a
1= (3au?—4a)-(1—u)+au® —4au + 2a
1 = 3au® — 3au® — 4a + 4au + au® — 4au + 2a
—2aud® +3au?*—-2a-1=0
Die hiermit ermittelte Gleichung ist eine Gleichung dritten Grades.
Gleichungen dritten Grades besitzen mindestens eine, maximal drei
Nullstellen. Lediglich fliir a = 0 macht diese Gleichung keinen Sinn. Daraus
folgt:
Fur alle a € R, a # 0 existieren Tangenten an den Grafen von f,, die durch den
Punkt P(1|1) verlaufen.
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Dokument mit 9 Aufgaben
3
Aufgabe A1 i
Gegeben ist die Funktion mit f(x) ——x +1 x
Bestimme die Gleichung der Wendetangente

3
Aufgabe A2 ::
Gegeben ist die Funktion mit f(x) = % Die Tangente an das Schaubild in den

Punkten P;(x;|f(x1)) und P,(x,|f(x,)) sind parallel.
Untersuche, welche Bedingung dann fir x; und x, gelten muss.

3
Aufgabe A3 i
Gegeben ist die Funktion mit f(x) = %+ 1.

Untersuche, welche Bedingung flr x; und x, gelten muss, wenn sich die
Tangenten an das Schaubild in den Punkten P;(x;|f(x;)) und P,(x,|f(x2))
senkrecht schneiden.

3
Aufgabe A4 :t
Die Funktion mit f(x) = —x ——x + 2; x € R habe das Schaubild K.
a) Bestimme die FIache d|e von K und den Tangenten an K in den beiden
auBeren Nullstellen eingeschlossen wird.

b) Bestimme den Flacheninhalt des Vierecks, das von den Tangenten und
Normalen in den beiden Wendepunkten von K umschlossen wird.

Aufgabe A5 5

Gegeben ist flir t > 0 die Funktion f; mit f;(x) = 6(2x% + x3) - *~925¢, Thr Schaubild
sei K.

Die Tangente an K, im Punkt P(—2|f(—2)) schneidet die y-Achse in P. Die Normale
schneidet die y-Achse in S.

Bestimme t so, dass die Strecke RS die Lange 5 LE besitzt.

Aufgabe A6 :f

Das Schaubild K einer ganzrationalen Funktion f dritten Grades geht durch den

Punkt A(0|2) und hat im Wendepunkt W(2|0) eine Wendetangente mit der

Steigung -3.

a) Bestimme eine Funktionsgleichung von f.

b) Von einem Punkt P(0|p) auf der y-Achse aus sollen Tangenten an K gelegt
werden.
Bestimme in Abhangigkeit von p die Anzahl der Tangenten, die man vom
Punkt P aus an K legen kann.

3
Aufgabe A7 =i
Bestimme alle Punkte des Graphen von f mit f(x) = e?* — 2¢* + 2, deren Tangenten
durch den Punkt P(2|1) gehen.
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LOsu ng A1

f(x)——x +1 x f’(x)=%x2+x; f”(x)=§x+1

Bestimmung des Wendepunktes Uber " (x) = 0:

Tx+1=0; => x=-3

Tangentensteigung im Wendepunkt tber f'(-3):

f(=3)=5(=3)? 3=~

y-Koordinate des Wendepunktes Uber f(-3) = %(—3)3 +%(—3)2 = _E+§

Der Wendepunkt hat die Koordinaten WP(-3|3).
Bestimmung der Tangentengleichung:

t() = f'(=3)-(x+3) + f(=3) |

3

Punkt-Steigungsform

t)=—2-(x+3)+3=—>x—>
Lt')sunq A2
=25 F0 =5

Flr die beiden Tangenten muss gelten, dass
f'(x1) = f'(x,). Die nebenstehende Graphik
erlautert die Situation fir x; = 0 und x, = —2.
f ist eine punktsymmetrische Funktion zum
Punkt S(—1|0). Ihre Ableitung f’ ist damit eine
achsensymmetrische Funktion zur Achse

x =—1.

Dies bedeutet, dass f stets zwei Stellen mit
gleicher Steigung besitzt, da in jeder
Situation gilt f'(xy) = f'(x3).

Die Stellen x; und x, missen somit ebenfalls
achsensymmetrisch zur Achse x = —1 sein,
sodass gilt:

Xy = —X

Powered by‘GEO‘GEB‘RA.c;rg ‘

1_2, x1>—1 ®

Rechnerischer Nachweis:

_ 5 — 5
(412 (xp+1)2
(21 + D% = (x, +1)2 | Y

X+ 1=|x; +1]
x1+1=x,+1;
X +1=—x,—1
X1 +2=—x;

X, =—x1—2
Fur x, = —x; — 2; x; > —1 verlaufen die beiden Tangenten durch P;(x;|f(x;))und
Py(x,|f (x2)) parallel.

=> .x]_ = x2 (tr|V|a|)
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Losung A3

fO=5+1L ff@W=-3
Es muss gelten: f’ (xl) f (xy) =—

—_—— — _1
3 3
6;‘1 X2
3.3 -1
X335
x3-x3 =—64
3 _ 64 3
X2 =73 | V
1
4
x2 = -

Fir x, = —xi schneiden sich die beiden Tangenten durch P, (x,|f(x;)) und
Py (x,|f (x,)) senkrecht.

Losung A4

flx) = %x‘* —%xz +2; f'l(x)=x%-3x; f"(x)=3x*-3

a) Bestimmung der Nullstellen Uber f(x) = 0:
%x4—§x2+2=0 | 4
x*—6x2+8=0
x7,=3+V9-8=3++1
xt=4; x2=2
X12 = i\/z =42
X3,4 = +V2
Wegen Aufgabenstellung ,auBere Nullstellen™ sind die Stellen N;(—2]0) und
N,(2|0) gemeint.
Bestimmung der Tangenten durch N; du N,:
fl(=2)=(=23-3-(-2)=-2 fl(2)=23-3-2=2
ty,(x)=-2-(x+2)=-2x—4 ty,(x) =2-(x—2)=2x—4
Bestimmung des Schnittpunktes von ty, und ty,:
ty, Nty,
—2x—4=2x—4
4x=0;=> x=0
S, =f(0) =2
Berechnung Flache des Dreiecks N;S,N;:
A=5 (o, —xn,) fO) =52~ (-2)'2=4
Die Flache des Dreiecks N;S, N, betragt 4 FE.

b) Bestimmung der Wendepunkte Uber f"(x) =0

3x2—-3=0 | .3
x? = ;—>x1 1 x, =1
fCD=3-2+2="2 f=5-3+2=;

f(l)—(1)3—3(1)—2 ffA=1-3-1=-2
wer (-1]3); wr, (1]3)
twp, () =2 -G+ D +2=20+2  typ, () =—2-(x—1) +3

1 3 1 1 1 3 1
e, () = =5 (+ D+ 7= —ox+ nyp, () =3 (k- D+3=7x+7

11
—2x + T

Juny
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Die nebenstehende Grafik verdeutlicht >
die Situation. Das entstandene Viereck
ist eine Raute. Flacheninhalt einer Raute y4
uber Aggute =%- e-f miteund f als den
beiden Diagonalen. \
e ist der horizontale Abstand zwischen
den Beiden Wendepunkten, e = 2.
f ist der vertikale Abstand zwischen den

y-Achsenabschnitten der Tangenten und
1 1 _5 ‘ Pi(-¥0.7
der Normalen, f=4—7=7% 1

1 5
ARaute 25'2 2T 2,5
Das Viereck hat einen Flacheninhalt von 3 V o p T
Powered by GEOGEBRA.org

2,5LE.

Losung A5

fi(x) = 6(2x? + x3) - e*7025¢

u=6(2x2 +x%) u' = 6(4x + 3x?)

v = X025t v = X025t

fe@) =u'v+v'u |  Produktregel
fi'(x) = 6(4x + 3x2) - e*7025¢ 4 6(2x + x3) - e*-025¢t

fi'(x) = 6e*7 025 - (4x + 3x% + 2x2 + x3)

fi'(x) = 6x - 7023 - (4 + 5x + x?%)

fi'(x) = 6x - €¥7 025 . (x2 + 5x + 4)

f'(=2)=6-(=2)- e 270250 . ((=2)2 + 5 (=2)+4) = =12 - 727025 . (=2) = 24 - ¢270.25¢
f:(=2) =6(2-(=2)2 +(=2)3) - e 2702t =g.0.¢727025t =

’ 2 24 48

tt(x) =f (_2) ' (x + 2) + ft(_z) =24 -e727025¢. (x + 2) = ez+o,25tx + 22+0,25t
1 2+0,25¢t 240,25t
m(0) = =gy (4 2) + £i(-2) = m'(ﬁz):—em x=—
240,25t
Die beiden -Achsenabschnitte lauten ¢;, = m und ¢, = =2 5
Laut Aufgabenstellung soll ¢;, — ¢, = 5 sein.
48 g2t025t 240,25t

e2+0,25t =5 | -12-e

48 - 12 + (6122+0'25t)2 — 6062+0,25t

(eZ+O,25t)2 _ 60eZ+O,25t +576 =0

Substitution:

eZ+0,25t =v

v?2 +60v—576 =0

v, =30 ++/900 — 576 = 30 + /324 = 30 + 18

v, =48; v, =12

Resubstitution:

e2+025t — 48

2 4+ 0,25t; = In(48)

0,25t; = In(48) — 2

t; =4-(n(48) —2) ~ 7,485 t, =4-(n(12) - 2) = 1,94
Flr t = 7,485 bzw. t = 1,94 haben die Schnittpunkte der Tangente und Normalen in
P(—2|f(-=2)) mit der y-Achse den Abstand 5 LE.
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Losung A6
a) Ganzrationale Funktion dritten Grades: f(x) = ax3 + bx? + cx + d
Wegen der vier Unbekannten a, b, c und d bendtigen wir vier Bedingungen,
die wir aus dem Aufgabentext heraus feststellen mussen.
Nach Aufgabenstellung gilt:
f(0)=2 | Punktprobe mit  A(0]2)
f2)=0 | Punktprobe mit W (2]0)
f'(2)=-3 | Steigung der Wendetangente in W (2|0)
f'(2)=0 | x, =2 soll Wendestelle sein.
f(O)=2=>d=2
f'(x) =3ax?+2bx+c; f"(x)=6ax+2b
(1) 2%a+2%b+2c+2=0
(2) 3:2%2a+2-3b+c=-3
(3) 3:2a+2b=0

(1) 8a+4b+2c+2=0 | —2;:2
(2) 12a+6b+c=-3 | :3
(3) 6a+2b=0

(1) 4a+2b+c=-1
(2) 4a+2b+5c=-1
(3) 6a+2b=0

u=6(2x2% +x3) u' = 6(4x + 3x?)
v = ex—0,25t 17' — ex—0,25t
fi'(x) =u'v+v'u |  Produktregel
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Losung A7

flx) =e?* —2e*+2; f'(x) =2e%* —2e*

Wie aus der Graphik ersichtlich, gibt es i P i i P
drei Stellen auf f, an die von P(2|1) aus Yy (,J ,,LU(,,J)
eine Tangente gelegt werden kann. oo Lo
Tangentengleichung:

4e?% — 2yuet — 4e¥ 4 2uet + e —2e% 42 =1
e (5—-2u)—e*(6—-2u)+1=0

e s e 100 T 1 1 A A
t(x) ='W (x —w) + f(w) SN (S NN S osl___i___1 I
t(x) = (2e?% —2e%) - (x —u) + e?* —2e* + 2 R B S N bl
Punktprobe mit P(2|1) IR I [
1=(2e%* —2e") - (2—u)+e?*—2e% +2 RS S S IS DT SO A
Beginn der Auflésung nachw: | . 1 1 ss) i 1) _d___3___J

Substitution:
v —'e
(5-2u)- v—(6 Zu) v+1=0
2 _ 6— 2u
5— 2u 2u
2
-u
Vi, = + )
12 5-2u — 5-2u
_ u2-6u+9—(5-2u)
Vip2 = 2
5— 2u (5-2u)
S u?—4u+4
12 7 5 2u (5—2u)?
S (u-2)2
12 7 5 2u (5—2u)?
v 3-u u—2
12 = 5T 2u 5-2u
3—-u+u-— 2 1
v, = =
5-2u 5—-2u
3-u—-u+2 5—-2u
vy, = = =1

5-2u 5-2u
Resubstitution:
ez2=v,=1 => u, =0
Uy —

vV =e
1 ) 5-2u
el = [
5—-2u

u; =In (5—;u1) =) —In(5-2u;) =—In(5-2u,)
u, +n(5-2u,) =0
Die Losung dieser Gleichung ist nur mittels GTR/WTR moglich. Wegen In(5 — 2u;)
ist der Definitionsbereich der Gleichung D =] — »; 2,5].
WTR WTR
u; ¥ —2,25 u,=0; ug ¥ 2,455
Somit erhalten wir an f drei Stellen, an die wir vom Punkt P(2|1) aus Tangenten
an f legen kénnen. Die Tangentenpunkte sind:
Ty(—2,25|f(—2,25)) => T;(—2,25|1,8) T,(0]£(0)) => T,(0|1)
T5(2,455|f(2,455)) => T3(2,455|114,35)

In
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Dokument mit 9 Aufgaben
3
Aufgabe A1 i
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %x3 —%xz; x € R, ihr Schaubild sei
K.
Vom Punkt P(—%E) aus sollen Tangenten an K gelegt werden.
Bestimme die Gleichungen der Tangenten und die dazugehérigen Berihrpunkte.

=3
Aufgabe A2 =i
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = V9 —x?; x € [-3;3]. Eine Tangente an den
Graphen soll durch den Punkt P(5|0) gehen.
a) Bestimme die Gleichung der Tangente t und den dazugehdérigen
BerUhrpunkt B.
b) Weise nach, dass die Gerade g, die durch den Ursprung und den
BerUhrpunkt B verlauft, orthogonal zur Tangente t ist.

Aufgabe A3 =%

Gegeben ist eine Funktion f durch f(x) —m; x € R.Ihr Schaubild sei K.

K stellt fir —6 < x < 6 den Querschnitt eines 500 m langen Kanals dar (x in Meter,
f(x) in Meter). Die sich anschlieBende Landflache liegt auf der Héhe y = 0. Der
Pegelstand wird in Bezug auf den tiefsten Punkt des Kanals gemessen und betragt
maximal 2,25 m.

An Land steht eine Person. In welcher Entfernung vom Kanalrand darf sie
hoéchstens stehen, damit sie bei leerem Kanal die tiefste Stelle des Kanals sehen
kann (Augenhdhe 1,50 m)?

TIPP: Fertige zunachste eine Skizze der Situation.
Quelle: Teilaufgabe Abitur 2004 Al.1 Baden-Wirttemberg.

3
Aufgabe A4 i
Ein Tal in den Bergen wird nach Westen von einer steilen Felswand, nach Osten
von einem flachen Ho6henzug begrenzt. Der Querschnitt des Gelandes wird
beschrieben durch das Schaubild der Funktion f mit
f(x) = —0,125x3 + 0,75x? — 3,125 im Bereich —2,5 < x < 05,
dabei weist die positive x-Achse nach Osten (1 LE entspricht 100 m).
In der Talsohle befindet sich ein Dorf, das bereits nachmittags im Schatten liegt.
Nach dem Vorbild des italienischen Ortes Yiganella soll auf dem hdchsten Punkt
des Hbhenzugs o6stlich des Dorfes ein Gerlst mit einem drehbaren Spiegel zur
Reflexion von Sonnenlicht aufgestellt werden. Auch hier wird der Querschnitt des
Gelandes durch das Schaubild der Funktion f beschrieben.
a) Bestimme die Mindesthdhe dieses Gerlsts, bei der das Sonnenlicht den
tiefsten Punkt des Gelandequerschnitts erreichen kann.
b) Wie hoch misste das Gerlist werden, damit der gesamte Gelandequerschnitt
zwischen Dorf und GerUst beleuchtet werden kann?

TIPP: Fertige zunachste eine Skizze der Situation.
Quelle: Teilaufgabe Abitur 2008 Al.1 Baden-Wirttemberg.
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Aufgabe A5 :f
Die Abbildung zeigt den Verlauf einer L L L T
UmgehungsstraBe zur Entlastung der g g g : o
Ortsdurchfahrt 4B einer Gemeinde. Das R 2 N M
Gemeindegebiet ist kreisformig mit dem | | ! | ;
Mittelpunkt M und dem Radius 1,5 km. S - T SR \
Die UmgehungsstraBe verlauft durch den Punkt | ! | comondpostt | ? :
A und B und wird beschrieben durch die Funktion | [ ™~ Ik s RN
f mit | |
f(x) =—0,1x3 — 0,3x% + 0,4x + 3,2
Eine LE entspricht 1 km.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

: B(3I1)
Im Punkt P(1,5/3) befindet sich eine | ‘
Windkraftanlage. !
Ein Fahrzeug fahrt von B aus auf die
UmgehungsstraBe.

Von welchem Punkt der UmgehungsstraBe aus sieht der Fahrer die

Windkraftanlage genau in Fahrtrichtung vor sich?
Quelle: Teilaufgabe Abitur 2012 Al.1 Baden-Wirttemberg.

| 1 |
wered by GEOGEBRA.org

Aufgabe A6 :f

Der Laderaum eines Lastkahns ist 50 m lang. Sein Querschnitt ist auf der gesamten
Lange gleich und wird modellhaft beschrieben durch den Graphen der Funktion f
mit

f(x) =—x*% -5<x<5 (xund f(x) in Meter).
Zur Wartung steht der Lastkahn auf einer ebenen Plattform. Dort wird er stabilisiert
durch gerade Stutzen, die orthogonal zur AuBenwand des Laderaums angebracht
sind. Betrachtet werden zwei einander gegenuberliegende Stitzen, deren
Befestigungspunkte im Modell durch die Punkte Pj(—4|f(—4)) und P,(4|f(4)),
beschrieben werden.
In welchem Abstand voneinander enden diese Stitzen auf der Plattform.

TIPP: Fertige zunachste eine Skizze der Situation.
Quelle: Teilaufgabe Abitur 2015 Al.1 Baden-Wirttemberg.

Aufgabe A7 =i
Die Funktion g ist gegeben durch g(x) = x—i x #0.

Die Tangente an den Graphen von g |m Punkt B verlauft durch P(0]-0,5).

Bestimmen Sie die Koordinaten von B.
Quelle: Teilaufgabe Abitur 2017 A1.2 Baden-Wirttemberg.
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Losung Al
1 2 rpon 1 4 33
() =3x* —3x% F@=3x*~7x P(=3]5)
t)=f"(w- - (x—u)+f(w | Punkt-Steigungsform
t(x) = (;uz —gu) (x—u)+ ;u3 —%uz
%= Guz—%u)-(—g—u)+3u —guz | Punktprobe mit P(—%E)
(luz —iu)-(—z—u)+lu3 ~2yz 2o
3 3 2 9 3 2
WTR WTR WTR
u = - 3; U, = 0,75; Uz < 3
WTR WIR WTR
f(=3) = =9 f(075 = -3 fB) = -3
WTR WTR WTR
f'(=3) =17 (075 = -083 f'(3) = -1
t,() =7 +3)—9=7x+12 By(-3]-9)
t(x) = —0,83(x — 0,75) —: = —0,83x + 0,29 B, (o,75|—§)
t3(x) =—-(x-3)-3=-x B3(3|-3)
LosuAng A2

fx)=v9—-x%2 xe€[-3;3]; f'(x)= P(5]0)

J—Z'
a) Tangente von einem Punkt aus an eine Kurve:
t)=f"(w- - x—u)+fw | Punkt-Steigungsformel
t(x) = —\/%-(x—u)+v9—u2
=Y .(5_— — 2 . — 2
0=-— - G-u)+VI—u? | V9w

0=-u-(5-u)+9—u?
0=—-5u+u?+9—u?
5u—9

s
9 9
81 144 f,(g)_ 5 _ 5 _ 3
25 25 5/ s 2

t(x)——— (x—5)+_—__x+£

4 20
BerUhrpunkt B (E ?).
b) Gerade g durch Ursprung und Berihrpunkt B:

gx)y=m-x+c | Allgemeine Form Geradengleichung
12

—¥0_5 _1*
Mg = xB—O 23
gx) = 5 | c = 0 wegen Ursprungsgerade

3 , (9
me=y | aus s ()
4 3

ey =3 () =

Die Ursprungsgerade durch den BerUhrpunkt B (aus Teilaufgabe a)) verlauft
orthogonal zur Tangente t (aus Teilaufgabe a)).
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Lésung A3

Lésungslogik

Die nebenstehende Graphik beschreibt die Situation.
Wie ersichtlich, ist die Sichtlinie des Beobachters
eine Tangente an f durch die Kanalsohle. Steht
er weiter weg vom Kanal als die

x—Koordinate des eingezeichneten Beobachtungs-
punktes, kann er den Grund des Kanals nicht
mehr sehen.

Die x—-Koordinate seines Beobachtungspunktes
ergibt sich Uber den Schnittpunkt der Tangente
mit der Geraden y = 1.5 (Augenhdhe des
Beobachters). Der BerUhrpunkt ist P(ul|f(w)),
damit kdnnen wir die Punkt-Steigungsformel der
Tangente aufstellen mit:

t) =f'W- - x-—w+fw

Die Talsohle mit T(0| — 2,25) ist Punkt dieser Tangentengleichung. Wir machen
eine Punktprobe mit T und erhalten:

=225=f"(w)-(0—w)+ f(w

—u-f'(w)+f(w)+225=0

Wir bestimmen die Nullstelle dieser Funktion und erhalten x; =4 und x, = 0.
(Letzteres, x, = 0. ist keine Losung, der Beobachter kann ja nicht in der Mitte des
Kanals an Land stehen).

Hiermit haben wir den Wert von u gefunden, flr den die Tangente t(x) durch die
Talsohle geht und den Graphen der Funktion t(x) in B(4|f(4)) berlhrt.

Die Augenhdhe der Person ist 1,5, dies bedeutet, dass t(x) = 1,5 sein muss, also:
t(x) =15=f"(4) - (x —4) + f(4)

ffd)-x—4)+f4)—-15=0

Wiederum bestimmen wir die Nullstelle dieser Funktion mit dem WTR, der den
Wert x, = 9,23 liefert.

Die Person muss also héchstens bei x, = 9,23 stehen, um bei einer Augenhdhe
von 1,5 m bei leerem Kanal noch die tiefste Stelle sehen zu kdnnen. Gefragt ist
aber nach dem Abstand der Person zum Kanalrand. Dieser liegt bei €(6]0). Wir
mussen deshalb vom x,-Wert noch 6 abziehen.

red by GEQGEBRA.0rg | | !

Klausuraufschrieb

x%-36 2x(x%+16)—-2x(x2—-36) 104x
fO) =Fme @)= (?+16)? = Grren [(01=225)

Tangente durch T(0| — 2,25) und BerUhrpunkt B(u|f(u) mit K.
t(x) =f'(w- (x—u)+ f(uw | Punkt-Steigungsformel
Punktprobe mit T:

112
—225= o (u )+u2+16

(u2+16)2
112 2
Y E0 1 225=0
u2+16
WTR WTR WTR
u; =

'(u2+16)2+
_4, U, = 0 Uz = 4
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Betrachtung fiir u = 4 entspricht rechten Kanalrand:

t()=15=f'4) - x-H+f(4)
20 1044 _ 416 _ 13

42-36
f(4)_42+16__§’ f()_ 22 1024 32
o (x—4)-2-15=0

WTR
xo ¥ 9,23
Ax =9,23 -6,0 = 3,23
Die Person darf hochstens 3,23 m vom Kanalrand entfernt stehen, um bei einer
Augenhéhe von 1,5 m bei leerem Kanal noch die tiefste Stelle sehen zu kénnen.

Losung A4

Lésungslogik

Die nebenstehende Grafik verdeutlicht die

Situation.

a) Mindesthéhe des Gerlists fir
Beleuchtung bis zur Talsohle (h,).
Der FuBpunkt des Mastes liegt im
Hochpunkt von f. Zu bestimmen ist
die Tangente (gelbe Linie) vom
Tiefpunkt aus an das Schaubild von f °
(Tangente an einen unbekannten
Punkt durch einen bekannten anderen
Punkt). Diese schneidet die Parallele
zur y—Achse durch den Hochpunkt im
Punkt S;, der die Spitze des Gerlstes
darstellt. Der Berlihrpunkt der
Tangente an f sei B(u|f(u)).
Wir stellen die Punktsteigungsformel flr die Tangente auf und schneiden Sie
mit der Parallelen zur y—Achse durch den Hochpunkt. Die Differenz aus der
y—Koordinate dieses Schnittpunktes und der y-Koordinate des Hochpunkts
ergibt die Mindesth6he des Mastes.

b) Mindesthéhe des Gerlistes flr Beleuchtung des gesamten Tals (h,).
Vorgehen wie vor, jedoch dieses Mal mit der Tangente im Wendepunkt WP
als bekannter Punkt der Tangente (Tangente an Punkt einer Kurve).

Klausuraufschrieb
f(x) = —0,125x3 + 0,75x2 — 3,125; f'(x) = —0,375x% + 1,5x; f"(x) = —0,75x + 1,5
a) Mindesthbhe des Gerlists fiir Beleuchtung bis zur Talsohle (h,):
Der FuBpunkt des Mastes liegt im Hochpunkt von f.
WTR WTR
f(X)max = 0,875 flir x = 4 = HP(4/0,875)
Tangente an f in B(u|f(u)) durch TP(0|-3,125):
t1)=f"w) - (x—uw)+ f(w | Punkt-Steigungsformel
Punktprobe mit TP:
—3,125 = (—0,375u® + 1,5u) - (0 — u) — 0,125u3 + 0,75u? — 3,125
0,375u® — 1,5u? — 0,125u3 + 0,75u?> = 0
0,25u® —0,75u? =0
025u>(u—3)=0 = u=3
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Die Lésung u = 0 entfallt, wegen 0 < u < 4.

WTR WTR
f(3 = 0,25 f'(3) = 1,125
t;(x) = 1,125 (x —3) + 0,25
t;(4) = 1,125 + 0,25 = 1,375
Koordinaten der Spitze des Mastes S;(4|1,375)
hy =ys, —yup = 1,375-0,875 = 0,5
Die Hbhe des Gertlistes muss mindesten 50 m betragen.

b) Mindesthéhe des Gerlsts flir Beleuchtung des gesamten Tals (h,):
Wendetangente von f, Bestimmung des Wendepunktes mit f"'(x) = 0.
—-0,75x+1,5=0 => x,=2
f(2)=-0,125-2>+0,75-2* = 3,125
f'(2)=-0375-2"4+15-2=15
t,(x) =15-(x—2)—-1,125
t,(4)=15-2-1,125=1,875
Koordinaten der Spitze des Mastes S,(4|1,875)

h, =ys, — yup = 1,875 - 0,875 = 1
Die Hohe des Gertlist muss mindestens 100 m hoch werden.

Losung A5

Loésungslogik

Die nebenstehende Graphik verdeutlicht die Situation.
Windkraftanlage in Fahrtrichtung: L
Gesucht ist der Punkt Q(u|f(w)) auf f, vondem ... ... .. =
aus der Fahrer die Windkraftanlage in P A
Fahrtrichtung, das heiBt tangential zur StraBe,
sieht. Wir missen also die Tangente an f
bestimmen, die durch den Punkt P(1,5|3)
verlauft. Uber die Punktsteigungsformel

t(x) = f'(w) - (x —u) + f(u) erhalten wir: 3 =
f’(u)-(1,5—u)+f(u) : : :
fl@-(L5—w)+fu)—3=0 B S N
Die Auflésung dieser Gleichung erfolgt mit dem o §
WTR. powerediby sEoGEgRACarg -~

A(-3]2)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Klausuraufschrieb
f(x) =-01x3-03x2+0,4x +3,2; f'(x) =—0,3x2—0,6x +0,4;
Windkraftanlage in Fahrtrichtung:
Tangente an f durch P(1,5|3):
tx)=f'(w)-(x—w)+ f(w | Punkt-Steigungsformel
3=f"(w-A,5-uw)+f(w) | Punktprobe mit P(1,5|3)
ffw)-15-uw)+fw)-3=0
(—0,3u? - 0,6u+0,4)-(1,5—u)+ (-0,1u3 - 0,3u® + 0,4u +3,2) —3 =0

WTR WTR WTR
w, ¥ —2,17; u, ® 0921, uz ® 2

WTR WTR WTR

flug) ® 194; f(uy) * 3,24; f(uz) ® 2;
Da der Fahrer vom Punkt B aus in Richtung A fahrt und der Fahrer den Punkt P
vor sich sieht, ist nur die Lésung Q(us|f(us)) relevant.
Im Punkt Q(2|2) sieht der Fahrer die Windkraftanlage genau in Fahrtrichtung vor
sich.
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Losung A6

Lésungslogik

Die nebenstehende Graphik verdeutlicht die Sltuatlon
Abstand der Stiitzenenden auf der oo
Plattform:

Die Stutzen sind orthogonal zur
AuBenwand angebracht, stehen also
senkrecht auf der Tangente in den
Befestigungspunkten. Wegen der
Symmetrie braucht nur eine Halfte
untersucht zu werden. Der Abstand

’*« Auﬁgabenbﬁatt SAbletun géf’f r/enZIa(,rec uﬁg

der Stitzen auf der Plattform ist also
zwei Mal dem Nullstellenwert der
Normalen durch den Punkt P,(4|f(4)).

2 !

£l

su‘hgen 4
Leve/ 3 Expert - Blatt 4

Klausuraufschrieb 'pz;;;e;é:;E,;’GLE;J’G’E;BF;A;,;:J%?’”i"”i”'1

1

fO) =zx% f (x)—Exg; P (4]f(4))

125
Abstand der Stiitzenden am Boden:

Aus Symmetriegrl']nden nur Betrachtung der rechten Profilseite.

256

fd)=—--4"="1-=12,048
P,(4]2, 048)
Gleichung der Normalen an f durch P,:
" =7 (4) =)+ f(4)

"(4) = 2 _ 256
fr4)= 125 s 1os
n(x)=—256 (x — 4)+E__ﬁx+4

125
Nullstelle von n:
WTR
nx)=0 = x ® 82

Der Abstand der beiden Stiutzen am Boden betrdgt etwa 16,4 m.

Losung A7
9@ =x——; g'() =1+ B(ulfw)
tix)=f"' (u) (x—w)+ f(w | Punkt-Steigungsformel
t(x)=(1——) (x—u)+u—i
-0,5 = (1 F) O0—-—uw)+u —% | Punktprobe mit P(0| —
(1+3)-0-w+u-=+05=0
WTR
u = 2
9D =2-%=2; g@=1+5=1
19 19 1
t(X):E'(X—Z)ﬁ'E:EX—E

5(25)
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