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Dokument mit 16 Aufgaben
3
Aufgabe A1 :f
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =x3-6.
a) Bestimme die Gleichung der Tangente t an den Graphen von f im

b) Bestlmme alle Tangenten an den Graphen, die zu t parallel oder orthogonal
verlaufen.

c) Gibt es andere Geraden durch P(1,2|f(1,2)), die Tangenten an den Graphen
von f sind?

d) Miriana behauptet: ,Durch jeden Punkt des Graphen von f gibt es zwei
Geraden, die Tangenten dieses Graphen sind."
Prife diese Behauptung ohne Rechnung ausflihrlich, indem du Skizzen
anfertigst und prazisiere gegebenenfalls Mirianas Behauptung, begriinde
deine Antwort und belege deine Ergebnisse in Spezialfallen rechnerisch.

e) Prife deine Erkenntnisse aus Teilaufgabe d) an den Funktionen g mit

g(x)=x3+%x und A mit h(x) = (x+2) - x- (4 — x).

3

Aufgabe A2 :i

a) Bestimme die Gleichung der Tangente ¢t an den Graphen von f mit f(x) = x3,
die durch den Punkt P(—2|-8) verlauft. Gib auch den Berlihrpunkt an.

b) Bestimme die Gleichung der Normalen n zum Graphen von g mit g(x) = x?,
die durch den Punkt Q(2]|-3) verlauft. Gib auch den Schnittpunkt von n mit g
an.

c) Bestimme die Gleichung der Normalen n zum Graphen wie unter Teilaufgaben
b), die jedoch durch den Punkt Q(0|-—2) verlauft. (Mache zunachst eine
Skizze).

3
Aufgabe A3 :f
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2x? + 4.
Bestimme die Punkte des Graphen von f, dessen Tangenten durch den Punkt
P(1] — 2) verlaufen.

Die Gerade t mit der Gleichung y = —3x + 13ist Tangente an den Graphen der

Funktion f mit f(x) = x® — 9x2 + 24x — 14.

a) Weise diese Behauptung rechnerisch nach.

b) Die Tangente t und die Normale n an den Graphen von f im Berthrpunkt von
t und die x-Achse bilden ein rechtwinkliges Dreieck. Berechne den
Flacheninhalt dieses Dreiecks.

Cc) Zeige, dass der BerUhrpunkt B der Tangente mit dem Graphen von f auch
Wendepunkt des Graphen der Funktion ist.
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Aufgabe A5 :f

Gegeben sind die Funktionen f(x) = x? sowie g(x) = vx . Die senkrechte Gerade g
mit der Gleichung x =u schneidet das Schaubild von f im Punkt P und das
Schaubild von g im Punkt Q.

Bestimme u so, dass die Tangenten in P und Q parallel sind.

Aufgabe A6 :f
Zeige, dass sich die Schaubilder von f(x) =x? —2x+1 und g,(x) = ax? +§+ 1im

Punkt S(0|1) fUr jeden Wert von a sich rechtwinklig schneiden.

Aufgabe A7 it

An den Parabelbogen der Funktion f mit f(x) = —0,4(x — 2)? — 1,5 soll vom Punkt
P(0|5) ausgehend eine Tangente so gelegt werden, dass ihr Steigung einen
negativen Wert annimmt. Bestimme die Gleichung der Tangente und die
Koordinaten des Berlihrpunktes B.

Aufgabe A8 :t

Gegeben ist die Funktion f, mit f,(x) =a- (x> —4x +2); a€R, a # 0.

a) Priufe, ob eine Tangente an den Graphen von f; existiert, die durch den Punkt
P(1]1) verlauft.

b) FiUr welche a existieren Tangenten an den Graphen von f,, die durch den
Punkt P(1]1) verlaufen.
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Losung Al
fx)=x3-6
f'(x) = 3x?

a) f(1,2)=12%—6=—4272
£1(1,2) =3-1,22 = 4,32
tx) =f'(1,2)- (x—1,2) + f(1,2)
t(x) = 4,32 (x — 1,2) — 4,272 = 4,32x — 9,456

b) Alle Tangenten zu t parallel mussen die Steigung m = f'(x) = 4,32 haben.

4,32 = 3x2 | :3
x2 = 1,44 A
x1_2 = il,z

Fir x; = 1,2 siehe Aufgabenteil a).
f(=12)=(-12)3—6 = —7,728
f'(=1,2) =3-(-1,2)% = 4,32

t_1,(x) =432 (x+1,2)— 7,728
t_1,(x) = 4,32x — 2,544

Alle zu t orthogonalen Tangenten missen die Steigung 4,32 - m, = —1 haben.
1

my;=—o= —0,2315 = f'(x)

—0,2315 = 3x2 | :3
x2 =—-0,077 | v
L={}

Es gibt keine zu t orthogonale Tangenten an f.

c) Dies sind Tangenten vom Punkt P(1,2|f(1,2)) aus an den Graphen von f.
Der Beriihrpunkt von f sei nun B(u|f(w)).

fw=u®>-6
f'(w) = 3u?
tu(x) =f'w) - (x—w) + f(w)
—-4272=3u?*-(1,2—-uw) +u3 -6 | Punktprobe mit P(1,2|f(1,2))
—2ud +3,6u? -6 =—4,272 | +4,272
—2u®+3,6u*—-1,728=0
WTR WTR
u = - 0,60; U, = 1,2

f(=0,6) = (—0,6)3 — 6 = —6,216

f'(=0,6) = 3-(—0,6)% = 1,08

tur(x) = f'(=,6) - (x + 0,6) + f(—0,6)

ty1(x) = 1,08 (x + 0,6) — 6,216 = 1,08x — 5,568
Fir u, = 1,2 siehe Aufgabenteil a)
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d) Die seitlichen Grafiken zeigen vier verschiedene R

Situationen.

Wie wir in den ersten drei Grafiken erkennen,

gibt es neben der Tangente im Punkt P der

Kurve eine zweite Tangente an die Kurve, die
durch den Punkt P verlauft. Der zugehdrige
BerlUhrpunkt ist der Punkt Q.

Fallen die Punkte P und Q aber zusammen, so
fallen auch die beiden Tangenten zu einer
Tangente zusammen.

Diese Situation tritt im Wendepunkt der des
Graphen der Funktion auf.

Miriana hat also Recht mit Ausnahme der
Wendestelle des Graphen von f.

Leve/ 3 - Expert - Blatt 2

(08[—‘340) ‘
Ll(a.)—lJZ x w702

((]4)\ -591)
! L,(a.)—24.5 P —454

ty(x) = 0.61 - —6.18

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Q(o] —6) Ll(a%) = p-é 3;6 "

. Lo-g H
Powered by GEOGEBRA.org
' '
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e) ghx)=x3+ %x g'(x) = 3x? +% g"(x) = 6x
Der (bekannte) Tangentenpunkt sei P(u|g(w))
1. Situation: Tangente in P(u|g(u))
gw) =ud +%u; g'(w) = 3u? +%
t1(x) =g'W - (x —w) + g(u))
ti(x) = (3u2 +%) “(x—u)+ud +%u
t;(x) = 3u?x — 3ud + %x —%u +ud + %u
t;(x) = 3u?x + %x —2us
t,(x) = (3u2 + %) x — 2u3

2. Situation: Tangente von P aus an die Kurve, der (unbekannte)

Tangentenpunkt sei Q(v|f(v)).
g) =v3 +%v; g'(v) = 3v2 +%
t(x) =g'(w) - (x—v) + f(v))
t,(x) = (3172 +%) -(x—v)+v? +%v
t,(x) = 3v2x — 303 +%x —%v +v3 +%U
t,(x) = 3vix + %x - 2v3
3. Bestimmung der Wendestelle mit g""(x) =0
6x=0 => x=0
Im Wendepunkt fallen u und v zusammen, sind also u = v = 0 ist.
Wegen t,(0) = t,(0) gibt es im Wendepunkt von g nur eine Tangente.

h(x)=(x+2)-x-(4—x)=(x?+2x) (4 —x) = 4x? — x3 + 8x — 2x?

h(x) =-x3+2x>+8x h'(x)=-3x2+4x+8

h'(x) = —6x+4

Der (bekannte) Tangentenpunkt sei P(u|g(w))

1. Situation: Tangente in P(u|g(u))

h(u) = —u3 +2u? + 8u; h'(w) = —3u? +4u +8;t;(x) = h'(w) - (x —u) + h(u))
ti(x) = (-3u?+4u+8)  (x —u) —u®+2u? +8u

t;(x) = —3u?x + 3u® + 4ux — 4u? + 8x — 8u — u3 + 2u? + 8u

t;1(x) = —3u®x + 4ux + 8x + 2u® — 2u?

t1(x) = (—3u? + 4u + 8)x + 2u3 — 2u?

2. Situation: Tangente von P aus an die Kurve, der (unbekannte)

Tangentenpunkt sei Q(v|f(v)).
h(v) = —v3 +2v2+8v; h'(v) = =3v2+4v +8;t,(x) = ' (v) - (x — v) + h(v))
t,(x) = (=3v2+4v+8)- (x —v) —v3 +2v2 + 8v
t,(x) = —3v2%x + 3v3 + 4vx — 4v?2 + 8x — 8v — v3 + 2v?% + 8v
t,(x) = =3v2%x + 4vx + 8x + 2v3 — 2v?
t,(x) = (=302 + 4v + 8)x + 2v3 — 2v?
3. Bestimmung der Wendestelle mit h""(x) =0
—6x+4=0
6x=4 => x =§
Im Wendepunkt fallen u und v zusammen, sind alsou =v = 3 ist.

Wegen tl( ) = tz( ) gibt es im Wendepunkt von h nur eine Tangente
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Losung A2
a) f@)=x% f'(x)=3x* P(-2|-8)
Aufgabe flr Tangente von einem Punkt aus an
den Graphen einer Funktion.
Der Berlihrpunkt habe die Koordinaten B(u|f(u)).
Dann gilt:
t(x) = f'(w) - (x —u) +f(u) | Punkt-Steigungsformel fe) = 12z 1 16

-4 3 2 |-1/0 1 2 3 4 5 6

t(x) =3u? - (x —u) +ud y

tr(x)i=Bx =2

—8=3u?-(-2—u)+ud | Punktprobe mit P = FPTaR
—6u?—3ul+u+8=0 Vil At
—2u3—6u?+8=0 ) -
ut+3u?—-4=0 *
WTR WTR, N
u = —2; u, =1 p(=5| —8)
f(ul) = (_2)3 = -8 f(uz) = (1)3 =1 Powered by GEOGEBRA.0rg
Die Berlhrpunkte haben die Koordinaten T
B{(—2|-8) und B,(1|1).
f'w) =3-(-2)*=12 f'(up)=3-1*=3
ty(0) = f'(wy) - (x —wy) + fwy) = 12+ (x = (=2)) + (-8)
t;(x) =12x + 16
00 =f'(u)  (x—u) + flup) =3-(x—1)+1
t,(x) = 3x -2
b) g() =x*% g'(x) =2x Q(2|-3)
Aufgaben fir Normale von einem Punkt aus zum
Graphen einer Funktion. e
Der Schnittpunkt habe die Koordinaten S(u|g(w)). Y
Die Normale von einem Punkt zum Graphen ’ g() = 22

schneidet diesen senkrecht. Die Strecke vom Punkt
Q zum Schnittpunkt S ist somit die kulrzeste
Entfernung. Die Lange der Strecke zwischen zwei 5(0.280.08)

Punkten errechnet sich Uber den Satz des °* ° * 7 Pyt
Pythagoras. Es gilt:

4w = (900~ yo)’ + (u—xo)" = (@G + B + (u— 272
dw) =/(@W? +3)2+@w—-2)2=Vut +6uZ+9 +u? —4u + 4
d(u) = Vu* + 7u? — 4u + 13
Die kurzeste Entfernung lGber d'(x) = 0:
d'(w) = 4u+14u—4
2+ut+6u?—4u+13
4ud+14u—4=0 | :2
2u+7u—-2=0
WTR
u ® 0,28
g) = 0,08
Der Schnittpunkt hat die Koordinaten 5(0,28/0,08).
g'w=2- 028 0,56
n(x) = —g(u) x—w+glw)=—— (x—028)+008

n(x) = -1,79x + 0,58

& b Lo

Q2 +3)

-4
Powered by GEOGEBRA.org
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c) gl =x% g'(x)=2x; RO|-2)

Uber die Graphik stellen wir fest, dass der
Punkt R(0]—2) senkrecht unter dem
Scheitelpunkt $(0]|0) der Parabel liegt.
Somit wird die y-Achse selbst zur
Normalen zum Graphen der Funktion.

Die Gleichung der Normalen lautet in
diesem Fall x = 0.

g(x) = x?

£(0]0)

3 2 =10 1 2 3 4 5 6m7

R(0] - 2)

2X
3]-L-= 0
Powered by GEOGEBRA.org

Losung A3

f(x)=2x2+4; f'(x) =4x; P(1|—2)

Aufgabe flr Tangente von einem Punkt aus an den Graphen einer Funktion.

Der Punkt des Graphen, durch den die Tangente verlduft habe die Koordinaten
P(ulf(w)), dann gilt:

tx)=f"(w)- - (x—u)+ f(w | Punkt-Steigungsformel

fl(w) =4u; f(u) =2u?+4

t(x)=4u-(x—u)+2u?+4

—2=4u-(1—-u)+2u?+4 | Punktprobe mit P(1]| — 2)
—2=4u—4u?+2u®+4 [ +2

—2u?+4u+6=0 | :(=2)

u?—2u—-3=0

U, =1+v1+3 [ p/q-Formel

U =3; u; =-1

flu)) =2-32+4=22; f'(w)=4-3=12
flp)=2-(-1)>+4=6; f'(up) =4-(-1) =—4
t1)=f"(w) - x—u)+f(u)=12-(x—3)+22=12x — 14
@) =f'luy) - (x—u) +fluy) =—4-(x+1)+6=—-4x+2

Losung A4
f(x) =x3—9x% +24x — 14; f'(x) =3x?>—18x+24; y=—-3x+13
a) Rechnerischer Nachweis, dass t mit y = —3x + 13 f beruhrt:

=f'(x)=-3
3x2 —18x 4+ 24 = -3 | +3;:3
x> —6x+9=0
X12=3+V9-9=3

Es existiert nur eine Stelle x, = 3, in der f die Steigung m = —3 hat.
f(=3)=3%3-9.324+24-3-14=4

y=-3-34+13=4

Somit ist B(3]4) € f;t und damit Berlhrpunkt von f und t.

y = —3x + 13 ist Tangente an f in B(3|4). q.e.d.
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b) Die nebenstehende Graphik
verdeutlicht die Situation.
Gesucht ist der Flacheninhalt
des Dreiecks N,N.B, mit N,, als
Nullstelle der Normalen N, als

Nullstelle von t und B als
BerUhrpunkt von f und t.

Bestimmung der Normalen-
gleichung in B(3|4):
W=7 A GG
n(x)——_—3 (x—3)+4=§x+3
Bestimmung der Nullstelle N, :
TX+3=0 => x=-9 => Ny(-9/0)
Bestimmung der Nullstelle N;:

13 13
—3x+13=0 => x =2 => N, (Z]0)
Ay, Ng = 1~ (xn, — xn,) -f(3) | Flachenformel eines Dreiecks.

Avs =3 (B (-9)-4=
Der gesuchte Flachenlnhalt des Dreiecks N,N.B betragt % FE.

C) B ist Wendepunkt, wenn f""(3) = 0 ist und f'"(3) # 0:
f'(x)=6x—18; f'""(x)=6
f"(3)=6-3-18=0
f"3)=6+#0
B ist Wendepunkt der Funktion f.

m@a

Losung A5
Die nebenstehende Graphik verdeutlicht die Pl f ()
Situation. 4
Gesucht ist die Stelle x =u, sodass die beiden
Tangenten t; und t, parallel verlaufen. Parallele f .
Geraden missen dieselbe Steigung haben, somit g =7
muss gelten f'w) = g'(w. ) Q(ulg(w))
fO) =x% f'(x)=2x
g(X):\/_ g(JC):Z\/E 10 i 3 4 s e 7

f (u) =g (u) -

2u—2\/_

4uu =1
16ud =1

1
ud =—
16

3/1

u= 16
1y (we)
Die Tangenten an f in P(u|f(w)) und g in Q(u|f(w)) \(/
I llel X Palfw)
sin uru—\/%parae. // 1T T
=16
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Losung A6
f)=x?>-2x+1; f'(x)=2x-2

X 1
ga(x) = ax? _E+ 1, go(x) =2ax +E

Bedingung flur rechtwinkliges Schneiden:
f'(0) - ga(0) £ -1

1
f10) =2 gi(0) =3
1
_2.E=_1
Die Steigungen von f’(0) und g,(0) sind unabhangig von A,

f'(0)-gq,(0) =-1, somit schneiden sich fur a€eR die Tangenten in S5(0[1)
rechtwinklig.

Losung A7

f(x)=-04(x—2)*-15 f'(x) =-08(x—2); P(0]5)

Der Beriihrpunkt habe die Koordinaten B(u|f(u)), dann gilt:
tx)=f'(w)-(x—w)+f(w | Punkt-Steigungsformel
f'(w)=-08u+16; f(u)=-04u—-2)*>-1,5

t(x) =(—0,8u+16) - (x—u)—04(u—2)2-1,5

5=(-08u+16) (—u)—0,4u?—-4u+4)—15 | Punktprobe mit P(0|5)
5=08u®?—-16u—04u®>+16u—16—-15

5—04-u —-3,1 | +3,1; : 0,4

u? = O— = 20,25 | v

u;, = £4,5

Gefragt ist nach Tangente mit negativer Steigung:
f'(45)=-08-25=-2; f'(-45)=-08-(—6,5)=5,2
Gesucht war also u = 4,5.

f(4,5) =-0,4-25%—-15=—4
t(x)=—-2(x—45)—4=-2x+5

Der Bertuhrpunkt hat die Koordinaten B(4,5| — 4).

Losung A8

fa) =a-(x*—4x+2); fi(x)=a-(3x*—4)

a) fi)=x3—-4x+2; fl(x)=3x2—-4
Tangente an f; von P(1|1) aus vorhanden?
Der Beriihrpunkt habe die Koordinaten B(u|f(u)), dann gilt:
t)=f'"(w-x—w)+f(w | Punkt-Steigungsformel
fiw)=3u?—-4 filw)=u3—4u+2
t)=Cu?—4)-(x—uw)+ud—4u+2

1=0Cu?-4)-01—-w)+ud—4u+2 | Punktprobe mit P(1]1)
1=3u?>-3u—4+4u+ud—4u+2

1=-2u3+3u?-2 | -1

3u?—-2u®-3=0

WTR

u® —0,68

An f; " existiert eine Tangente durch den Punkt P(1|1). Der Berlihrpunkt hat
die Koordinaten B(—0,68|4,41)
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b) fa)=a (x*—4x+2); fi(x)=a (Bx*-4)
ta(x) = fa(W) - (x —w) + fo(w)
fa) =a-@®—4u+2); fi(w)=a- Bu*-4)
ta(x) = Bau?® —4a) - (x —u) + au® — 4au + 2a
1= (3au?—4a)-(1—u)+au® —4au + 2a
1 = 3au® — 3au® — 4a + 4au + au® — 4au + 2a
—2aud®+3au®*—-2a-1=0
Die hiermit ermittelte Gleichung ist eine Gleichung dritten Grades.
Gleichungen dritten Grades besitzen mindestens eine, maximal drei
Nullstellen. Lediglich flir a = 0 macht diese Gleichung keinen Sinn. Daraus
folgt:
Fur alle a € R, a # 0 existieren Tangenten an den Grafen von f,, die durch den
Punkt P(1]1) verlaufen.
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