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Definition des Begriffs Ableitung

Merksatz

Die Ableitung einer Funktion f an der Stelle x, ist gleich der Steigung der
Tangente an die Kurve im Punkt (x|f(x)). Sie entsteht Uber den Grenzwert des

Differenzenquotienten % fir Ax — 0.

Einleitung

Nachdem wir nun alle Ableitungsregeln kennen, stellt sich doch die Frage, was wir
damit anfangen kénnen. Eines dieser Anwendungsgebiete beschaftigt sich mit der
Aufstellung von Tangenten- bzw. Normalengleichungen in bestimmten Punkten
von Graphen anderer Funktionen bzw. legen von Tangenten von bestimmten
Punkten aus an den Graphen einer Funktion.

Tangente und Normale in bestimmten Punkten
Wegen Reparaturarbeiten ist der
Austausch von acht Seitentragern
des Eiffelturms erforderlich. Die
Seitentrager beginnen in einem
Punkt des unteren Bogens und
enden kurz vor dem ersten
Aussichtsplateau des Turms.

Fir die Anfertigung der neuen
Trager wird eine Konstruktions-
zeichnung bendtigt, um die Arbeiten
in Auftrag geben zu kénnen. Hierzu
muss zunachst die Schragstellung
sowie die Lange des Tragers
ermittelt werden.

Eine Architektengruppe fertigte Bilder der Situation im geeigneten MaBBstab an. Die
obige Grafik zeigt die Situation, einer der acht auszutauschenden Trager ist in der
Grafik rot gekennzeichnet.

Die Aufnahmen wurden digitalisiert und vermessen. Dabei wurde festgestellt, dass
der Bogen durch f(x) = —0,0096x* + 0,00002x3 — 0,05537x% — 0,0023x + 6 beschrieben
werden kann. Der Ansatzpunkt des schragen Tragers am Bogen liegt im Punkt
P(-5,8|3,0). Der Trager geht in diesem Punkt tangential in den Bogen uber.
Gesucht wird die Funktionsgleichung g, die den Verlauf des Tragers beschreibt.
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Eine solche, wie auch immer geartete Aufgabenstellung ist ein Tangentenproblem
in einem bestimmten Punkt des Graphen einer Funktion. In unserem Beispiel stellt
die Funktion f den Verlauf des Bogens dar, der Punkt P liegt auf dem Bogen, wird
also durch die Funktionsgleichung von f beschrieben und der Trager wird zur
Tangente an den Bogen im Punkt P.
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Hleraus ergeben SICh dle nachfolgenden Bedlngungen
Soll der Trager im Punkt P den Bogen tangential berihren, so muss die
Geradengleichung des Tragers dieselbe Steigung haben, wie der Bogen selbst im
Punkt P. Zudem liegt P auBer auf dem Bogen selbst auch auf der Tangente. Also
beschreibt auch die Tangentengleichung den Punkt P.

Eine Tangente ist mathematisch gesehen eine Grade mit der Funktionsgleichung
y = mx + ¢, wobei m die Steigung der Geraden und ¢ deren Schnittpunkt mit der
y-Achse ist (y-Achsenabschnitt). Somit bendtigen wir zunachst die Steigung m. Da
diese gleich groB sein muss wie die Steigung des Bogens im Punkt P, kbnnen wir
diese Uber die erste Ableitung der Funktionsgleichung des Bogens berechnen.

f(x) =—0,00096x* + 0,00002x3 — 0,05537x% — 0,0023x + 6
f'(x) = —0,00384x3 + 0,00006x? — 0,11047x — 0,0023
Der Punkt P hat die x-Koordinate —5,8, also benétigen wir f'(—5,8)
f'(-5,8) = —0,00384 - (—5,8)3 + 0,00006 - (—5,8)3 — 0,111047 - (—5,8) — 0,0023

= 1,393
Die Tangente hat somit etwa die Steigung m = 1,393, die Tangentengleichung ist
somit zunachst y = 1,393x + c.
Jetzt benétigen wir noch den Wert von ¢. Da aber P auf der Tangente liegt, kdnnen
wir den Punkt P in die Tangentengleichung einsetzen und daraus ¢ berechnen.
3,0=1,393:(-58)+c¢c
3,0=-8,0794 +c | +8,0794
c =11,0794
Die Geradengleichung, die den Verlauf des Tragers beschreibt, lautet somit:

y =1,393x + 11,08

Tangentengleichung Uber die Punkt-Steigungs-Formel

Die zuvor beschriebene Aufstellung der Geradengleichung der Tangente entspricht
der Vorgehensweise zum Aufstellen von Geraden in Klasse 8 bzw. Klasse 9. Wegen
der etwas umstandlichen Berechnung lernen wir hier nun eine elegantere Methode
kennen, ohne die wir Aufgaben eines spateren Kapitels auch nicht l6sen kénnen.

Zunachst beschreiben wir die Tangentengleichung nicht mehr mit der Variablen
y =, sondern vielmehr beginnen wir mit t(x) =. Das t steht hier flir Tangente, mit
t(x) = weiB jeder, dass nachfolgend eine Tangentengleichung beschrieben wird.

Dann merken wir uns die Punkt-Steigungs-Formel einer Geraden. Flr diese gilt:

Ist ein Punkt P(u|f(w)) Element einer Funktion f , so lautet die Funktionsgleichung
der Tangente im Punkt P

t() = f'(w-(x—w+ fw

Wie wir sehen, bendtigen war also lediglich den Wert der Steigung des Graphen
der Funktion f im Punkt P, also f'(u) und schon kénnen wir die Tangentengleichung
ohne weitere Berechnung aufstellen.

Fir unser obiges Beispiel bedeutet dies: f'(u)=f'(-58)= 1393, u=-58 und
f(u) = 3. Die Gleichung des Tragers damit

t(x) = 1,393 (x + 5,8) + 3
(Ausmultipliziert ergibt dies wie oben t(x) = 1,393x + 11,0794)
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Normalenqlelchunq iiber die Punkt Stelqunqs Formel
Zunachst definieren wir, was eine Normale
ist. Eine Normale ist ebenfalls eine Gerade,
die auf irgendeiner Tangente senkrecht
(orthogonal) steht. Die Tangente ist in
nebenstehender Grafik rot, die Normale
grin gekennzeichnet.

Mithilfe der Punktsteigungsformel ist es
nun ein leichtes, die Funktionsgleichung
dieser Normalen aufzustellen.  Wir
bezeichnen die Normale zunachst mit n(x),
dann lautet die Funktionsgleichung

n(x) = — f( ) S —uw) + f(w)
Wie wir sehen, ist der einzige Unterschied zur Tangentengleichung der Ausdruck
f' f,zu). Alles andere ist identisch. Die Normalengleichung unseres
Beispiels lautet also

n(x)=—m (x+58)+3=-0,7179(x + 5,8) + 3.

Normale bei waagrechter Tangente

Einen Sonderfall stellen waagrechte Tangenten und
deren zugehdrige Normalen dar. Waagrechte
Tangenten verlaufen parallel zur x-Achse, wahrend
deren Normalen parallel zur y-Achse verlaufen. Dies
fuhrt zu einer Sonderform der Tangenten- bzw.
Normalengleichung.

Bei einer waagrechten Tangente, deren Steigung
(f'(w)) ja Null ist, erhalten wir Uber die Punkt-
Steigungs-Formel t(x) = 0+ f(w) = f(u).

Da die Normale eine unendlich groBe Steigung hat,
kann deren Gleichung nicht mehr Gber die Punkt-
Steigungs-Formel dargestellt werden. In diesem Falle ' |

lautet ihre Gleichung x = u. Aotz 5 ik ?CB? .
‘Powe edvaEOGL!IBRAorgwffj”f”;

Merksatz Tangente und Normale

Ist P(u|f(w)) € f(x) dann lautet die Gleichung der Tangente in P (u|f (u))

tx) =f'(w) - x—w)+fw
und die Gleichung der Normalen in diesem Punkt

n(x) = — f( ) T —uw) + fw)

Hat f in P(u|f(w) eine waagrechte Tangente, so lautet deren Gleichung
t(x) = f(w) und die Gleichung der Normalen in diesem Punkt x = u.

©.by FJ&-’p-M&ﬂ)QOqlln‘,mehrn(g 500. nqo Aufpgben for, Schnlq,_und Studlum
[ www.fit-in-mathe-online.de . ' - il vt (34 o ggite 3
78 DI'. -Ing. Memolf Miller: / webmademm-l‘n‘ i‘natha-fomnfé de b ‘“_f“,,“ =



'b‘

G T - = . Qtfferenz/a/reeﬁnung
G ; S G “WIKT Ableitangen o :‘ G
vff~|v > gt

Tt \ /|

g P pf~ W‘angenl‘@ndmNepma/e iop - / [u T
Tanqente von einem bestimmten Punkt an eine Funktlon
Wollten wir im bisherigen Verlauf wissen, wie die
Steigung einer Tangente in einem bekannten
Punkt der Kurve lautet, so betrachten wir uns nun
den Fall, wie die Funktionsgleichung einer
Tangente lautet, die von einem Punkt, der nicht
auf der Kurve liegt, an eine Kurve lautet.

Der Unterschied in diesem Falle ist der, dass wir
die Koordinaten des Kurvenpunktes nicht kennen,
dass diese also vorlaufig unbekannt sind. In der
seitlichen Grafik ist dies durch den Punkt Q(u|f (u))
dargestellt, der Punkt, von dem aus die Tangente

an die Kurve gelegt werden soll, ist der Punkt ™ o T 3/F &5 % 2 R
P(2,5]0). . P(2,5]0)
Powergd by GEOGEBRA.org

Aufgabenstellung
Gegeben sei f mit f(x) = (x — 3)? + 2. Wie lautet die Funktionsgleichung der
Tangente durch P(2,5|0) an den Graphen der Funktion f?

Losungsweg
Auch hier stellen wir die Tangentengleichung Uber die Punkt-Steigungs-Formel auf,
also t(x) = f'(w) - (x —u) + f(u). Wir sehen, dass wir f'(u) bendtigen, also bilden wir
zuerst einmal f'(x).
f)=x=-3)2+2=x?-6x+11 = fl(x)=2x-6
Somit ist f'(u) = 2u — 6, unsere Tangentengleichung lautet

t)=Qu—-6)-(x—uw)+ f(w.
Leider sind in diesem Fall die Koordinaten von @ mit u und f(u) unbekannt. Zwar
lasst sich f(u) = u? — 6u + 11 bilden, aber was setzen wir denn nun ein?

Wir haben jedoch noch eine andere Bedingung, denn die Tangente soll durch den
Punkt P(2,5|0) verlaufen. Also beschreibt die Tangentengleichung alle Punkte, auch
den Punkt P(2,5|0) und damit ist doch x = 2,5 und t(x) = 0. Wir sind also in der Lage,
eine Punktprobe zu machen und wir erhalten:

0=Qu-6)25—-—u)+u?—-6u+1ll
Jetzt mUssen wir diese Gleichung nach u auflésen:
Su—2u®—-15+6u+u?—-6u+11=0

—u?+5u—-4=0 | (1)
u?—-5u+4=0
U2 =251625—-4=251,/225 | p/q-Formel

u1=4; u2=1
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Wir erhalten aIso zwei Werte fur u, was oY
bedeutet, dass es zwei Tangenten vom Yy
Punkt P(2,5|/0) aus an den Graphen der ¢
Funktion f gibt. Mit der Kenntnis der Werte 8

u; und u, kénnen wir jetzt problemlos die
beiden Tangentengleichungen aufstellen,
namlich Qs (u: |JG"
t(x) = Quy = 6) - (x —uy) + f (wy) -
=2-(x—4)+3=2x-5
t,(x) = Quy — 6) - (x —uy) + f(uy)

=—4-(x—1)+6=—4x+10 . Qilulf(un))

2
Powered by|GEOGEBRA.org

Beispielaufgaben

Beispiel 1
Bestimme die Funktionsgleichung der Tangente und der Normalen an den Graphen

der Funktion f mit f(x) = (x2 — x)? im Punkt P(2|f(2)).

L6ésung 1
tx)=f'2)-(x—=2)+f(2)
fl)=2x*-x)-(2x—1)
Fl(2)=2(4—-2)-(4—1) =16
fR)=@-27*=4

t(x) =16 (x—2)+4— 16x — 28

n(x) = _f(z) (x—=2)+f(2) ———(x—2)+4
n(x)——ix+E
Beispiel 2

Bestimme die Funktionsgleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f
mit f(x) = x - (x? — x — 4) die parallel zur Geraden mit y = x + 5 verlauft.

Losung 2
Die Tangente soll parallel zur Geraden mit y = x + 5 verlaufen. Parallel Geraden

mussen dieselbe Steigung haben. Da y=x+5 die Steigung m =1 hat, muss
f'(x) =1 sein.

f)=x-(x2—x—4)

fl(x) =3x?—-2x—4

f’(x)=1 = 3x?-2x—-4=1

3x2 —2x — 5 =0 | :3
x% — —x -==0
=14 1 514
12 = 3 s t3=3%
x1 = , x2 = —
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AOEACE . FD= (D) A+1-4 =2
tl(x)=1-(x—§)—%=x—12—775 t,(x)=1-(x+1)+2=x+3
Beispiel 3

Bestimme die Funktionsgleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f
mit f(x) = x - (x? — x — 4) deren Normale parallel zur Geraden mit y = —x verlauft.

L6sung 3
Die Normale muss wegen der Angabe ,parallel zu y = —x, die Steigung m = -1

haben. Damit muss die Tangente wegen m, - m, = —1 die Steigung m = 1 haben.
Da somit dieselben Bedingungen herrschen wie in Beispiel 2, ist die Lé6sung dieser

Aufgabe dieselbe, namlich:

5\ 130 175
tl(x)=1-(x—§)—7=x—7 tb,(x)=1-(x+1)+2=x+3

(siehe auch Beispiel 2)

Beispiel 4
Bestimme die Funktionsgleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f

mit f(x) = x-(—x? + x + 4) die senkrecht auf der Geraden durch die Punkte P(3|9)
und Q(—-1|1) steht.
Berechne auch die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.

LOosung 4

Bestimmung der Steigung der Geraden durch P und Q Uber m =
9-1

Mn =3z (-1 -

Bestimmung der Stelgung der Tangente Uber m,, - m;, = —1:

2-mg=—-1= m,= _E

Bestimmung der Tangentengleichung uber t(x) = f'(w) - (x —w) + f(w):

fw) = —g

f(x)——x +x2 + 4x fl(x) =—-3x>+2x+4

f(u)—— =-3u’+2u+4

—3u? +2u+5=0 I :(=3)

Y2=V1.
Xp—%x1

p/q-Formel

=1L 12 16 1_ |2 _
u1—3+ 18~1,6, Uy =3 B~ 0,94
Auch hier erhalten wir wieder zwei Loésungen, benétigen allerdings noch f(u,) und
f(uz).
flu)) =1,6-(—1,62+1,6 +4) ~ 4,9 f(uy) = —0,94 - (—(—0,94)2 — 0,94 + 4) = -2
HE)=—7 (—16)+49=—2x+57 () =—5 (x+094) —2=—2x—247

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:
Schnittpunkte mit x-Achse mit t(x) = 0:

—>x +563=0; = x; = 11,26 — X — 247 = 0;= x, = —4,94
N, (11,26]0) Ny (—4,94|0)

Schnittpunkte mit y-Achse mit ¢(0)

S,,(0]5,63) S, (0] = 2,47)
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Beispiel 5 . | |
Gegeben ist eine Funktion f durch f(x) ——jz- x € R. Ihr Schaubild sei K.

K stellt flir —6 < x < 6 den Querschnitt eines 500 m langen Kanals dar (x in Meter,
f(x) in Meter). Die sich anschlieBende Landflache liegt auf der Hohe y = 0. Der
Pegelstand wird in Bezug auf den tiefsten Punkt des Kanals gemessen und betragt
maximal 2,25 m.

An Land steht eine Person.

In welcher Entfernung vom Kanalrand darf sie héchstens stehen, damit sie bei

leerem Kanal die tiefste Stelle des Kanals sehen kann (Augenhdhe 1,50 m)?
(Quelle: Abitur BW Analysis 2004)

L6sung 5
Dies ist eine Aufgabe zur Tangentenbildung von einem Punkt an eine Kurve.

Die nebenstehende Grafik verdeutlicht P

die Situation. Die Sichtlinie des R EEENRE
Beobachters ist eine Tangente an f "’f"f"‘""‘""‘"‘"‘" ffff

durch die Kanalsohle. Steht er weiter

weg vom Kanal als die e EEEE REE

x—Koordinate seines Beobachtungs- BEERNEREEE
punktes, kann er den Grund des Kanals 77"°*7 XX *** 7

nicht mehr sehen. PN

Die x—-Koordinate seines Beobachtungs- RE

punktes ergibt sich Gber den N

Schnittpunkt der Tangente mit der EEREREREE\Y

Geraden y = 1.5 (AugenhoOhe des phwcred byicebotsmroy | | |
Beobachters). ‘ S
Der Beruhrpunkt ist P(u|f(u)), damit kénnen wir die Punkt-Steigungsformel der
Tangente aufstellen mit: ¢(x) = f'(w) - (x —w) + f(w).

u?-36
- e r16)2x(x%-36)
_ 2x(x“+16)-2x(x“-36)  104x ’ __ 104u
fie) = (x2+16)2 T (x2+16)2 fw = (u?+16)?
104u u?-36
t(x) = (u2+16)2 -w+ u?+16

Die Talsohle mit T(0| — 2,25) ist Punkt dieser Tangentengleichung. Wir machen
eine Punktprobe mit T und erhalten:

104u
—225= (x2+16)2 (0-w+ u2+16
2_
ot w36 | 505 =0 | - (u? + 16)2

T (u%+16)? u2+16

—104u? + (u? —36)(u? + 16) + 2,25(u? +16)2 =0

—104u? + u* — 20u? — 576 + 2,25u* + 72u®> + 576 = 0

3,25u* —52u? =0

u?-(3,25u?-52)=0

U =0; uz =-—4; uy, = +4

Wir erhalten also 3 Stellen, in denen Tangenten an die Kurve gelegt werden
kdnnen, die gleichzeitig durch den Punkt T(0| — 2,25) verlaufen. Dies ist aus obiger
Grafik auch erkennbar, in der Talsohle bei u;, =0 haben wir eine waagrechte
Tangente, bei u, = 4 die Tangente zum rechten Ufer hin und wegen der Symmetrie
der Funktion zum linken Ufer hin (nicht eingezeichnet) bei u; = —4.
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Zur Losung der Aufgabe (Entfernung des Beobachters vom Ufer) benotlgen wir d|e
Tangente an der Stelle u, = 4.

t() = (x — 4) + = = 0,40625 - (x — 4) — 0,625 = 0,40625x — 2,25

Die Tangente schneldet die Parallel zur x-Achse in Hbhe der Augen des
Beobachters. Schnittpunktbestimmung durch Gleichsetzung.

t(x)n15

0,40625x —2,25=15= x=9,23

Dies ist die Entfernung des Beobachters von der Symmetrieachse (y-Achse), seine
Entfernung vom rechten Ufer ergibt sich unter Abzug der rechten Nullstelle der
Funktion.

fx)=0= x;, =16

9,23 -6 =323

Der Beobachter darf nicht mehr als 3,23 m vom rechten Uferrand entfernt sein, um
bei leerem Kanal die Kanalsohle noch sehen zu kénnen.
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