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Die Ableitung der
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Definition des Begriffs Ableitung

{ N

Merksatz

Die Ableitung einer Funktion f an der Stelle x, ist gleich der Steigung der
Tangente an die Kurve im Punkt (x|f(x)). Sie entsteht Uber den Grenzwert des

Differenzenquotienten % fir Ax — 0.

Einleitung

Die trigonometrischen Funktionen sin, cos und tan (cot) haben eigene Regeln
bezgl. ihrer Ableitungen. Im Folgenden lernen wir diese Ableitungsregeln kennen.

Ableitung der sin-Funktion
Wie bei den anderen Funktionen auch, bilden wir den Differenzenquotienten j—z.

Wir betrachten den Graphen von f mit 2 ==
f(x) = Sin(x)' y Tangeme,// Sekame///
Wir bilden nun den Differenzen- JEg -7
7 L7

quotienten i—i’, entsprechend der h- | L7 BUESIALLS)
Methode, wie wir dies in anderen Kapiteln _ L _
auch kennengelernt haben. B(0,5[(0,5)) £ : f
Zunachst die Steigung der Sekante durch /,/ ! !
die Punkte B und B'": - M s

Ay _ y2=y1 _ fOx+R)—f(x) S | A(0,50) | A*(;:zslo) N:

Ax  xy—xq x+h—x /

4y _ sin(x+h)—sin(x)

Ax - x+th-x -

— Sln(x‘l‘h)_Sln(x) Powered Hy GEOGEBRA.org
h

sin(x+h)—sin(x)

Die Sekante durch B und B’ hat die Steigung .

Nun verkleinern wir h so lange, bis der Punkt A mit dem Punkt A’ und der Punkt B
mit dem Punkt B’ zusammenfallt, also h = 0 ist.

Zur Untersuchung des l OM
Umformungen vornehmen Uber das Additionstheorem
sin(a) — sin(B) = 2cos (azﬁ) sm( zﬁ) erhalten wir:
. . _ x+h+x et x+h—xY\ _ E L er E
sin(x + h) — sin(x) = 2cos (—2 ) sm( > ) = 2cos(x +3) - sin(3)
Damit haben wir

missen wir zunachst noch ein paar

Ay 2cos(x+§) sm(g)

x = . . Wir erweitern diesen Bruch m|t 1 und erhalten:
h h\ 1 h

Ay 2cos| x+= Jsin| - )= h sin| -

p _rele)o@ o )

Ax h.E 2 >
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Es erfolgt nun der Nachwels dass
sm(h)

lim

h—0 =

die Sltuation am Einheitskreis.

Nach den trigonometrischen Funktionen

gilt: sin(§)=2=B=ATB=E. Dieser Wert

liegt auf der Sinuskurve im Punkt

Cc <E|sin (E))
2 2
Mit kleiner werdendem h gilt flr h':

h A'B A'B .
Sm( ') =22 =27 — A'B’. Dieser Wert
2 OB/ 1

liegt auf der Sinuskurve im Punkt
C’ (E sin (E))
2 2

Mit h — 0 wird A'B’ immer kleiner und
damit wandert ¢’ gegen den Ursprung.

= 1. Hierzu betrachten wir uns

Powered by GEQGEBRA.org

Da dadurch auch % immer kleiner wird, streben sowohl % als auch sin(ﬂ)
demselben Wert entgegen, sodass der Quotient aus sm( ) und & gegen 1 strebt.

. (h
h) sm(j)

) h
5 = lim cos <x + E) -1 = cos(x)

h—0

dy
dx

=f (x)=f{%cos<x+

Somit ist bewiesen: die Ableitung der Funktion

f mit f(x) = sin(x) ist die Funktion f' mit f'(x) = cos(x).

Ableitung der coSs-Funktion

Auf ahnliche Art und Weise erfolgt der Nachweis der Ableitung der Funktion f mit
f(x) = cos(x). Wir betrachten uns dies nicht im Detail, sondern merken uns nur:
Die Ableitung der Funktion

f mit f(x) = cos(x) ist die Funktion f' mit f'(x) = —sin(x).
Ableitung der tan-Funktion

Nachdem wir nun die Ableitungen der sin-, und cos-Funktion kennen, ermitteln wir
die Ableitung der tan-Funktion aus der Definition des tan, namlich

sin(x)
tan(x) =
cos(x)
Der folgende Nachweis greift auf die Quotientenregel der Ableitungen zurlick, die

da lautet:

Die Ableitung einer Funktion f mit f(u(x)) ist f’(
Mit £(x) = tan(x) = ”;gg gilt:
u(x) = sin(x) u'(x) = cos(x)
v(x) = cos(x) v'(x) = —sin(x)

u(x)) _ W@ ve)-u@)v'®)

v(x) v(x)?2
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und damlt
__cos(x)-cos(x)+sin(x)-sin(x) _ cos®(x)+sin?(x)

f (x) - cos?(x) - cos?(x)
Wegen sin?(x) + cosz(x) =1 gilt weiterhin

f( ) - COSZ(X)

cos?(x)+sin®(x) _ sin?(x) . .

Wegen der Umformung von c0s?(x) = —cos2(x) gilt aber auch:

f'(x) =1+ tan?(x)

Ableitung der cot-Funktion
Uber die Definition des cot, ndmlich

cos(x)
cot(x) = —
sin(x)
und der Quotientenregel erhalten wir:
u(x) = cos(x) u'(x) = —sin(x)
v(x) = sin(x) v'(x) = cos(x)
f,( ) = —sin(x)-sin(x)—cos(x)-cos(x) _ _sinz(x)+cosz(x) _ 1
X) = sin2(x) - sin2(x) T sin?(x)

alternativ

f'(x) = —1 — cot?(x)

Merksatz Ableitung trigonometrische Funktionen

Die Ableitung von: )
sin(x)

f 7 f
f(x) = sin(x) lautet f'(x) = cos(x)
f(x) = cos(x) lautet f'(x) = —sin(x) ‘1
f(x) = —sin(x) lautet f'(x) = —cos(x) 'COS(X) (;‘OS(X)
f(x) = —cos(x) lautet f'(x) = sin(x)
A\ S F
-sin(x)
f(x) = tan(x) lautet f'(x) = T(x) =1+ tan?(x)
f(x) = cot(x) lautet f'(x) = —m = —1— cot?(x)
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Hohere Ableltunqen von Sin und cos
Mit diesen Ableitungsregeln kénnen wir jedoch nur die Basisfunktionen in der Form
a-sin(x) +d, a-cos(x)+d bzw. a-tan(x) + d ableiten, nicht jedoch die allgemeine
Form der trigonometrischen Funktionen a-sin(b(x —c))+d, a-cos(b(x—c))+d
bzw. a-tan(b(x—c))+d und auch keine mit anderen Funktionstypen

zusammengesetzte Funktionen wie etwa f(x)=x2~sin(5(x—7))+1 oder gar

fx) = 2( ; ableiten. FUr solche Ableitungen bendtigen wir zusatzliche Regeln wie
etwa d|e Produkt- und Quotientenregel sowie die Kettenregel.

Beispiele
Beispiel 1: f mit f(x) = sin(2x)
Losung 1: f'(x) = cos(2x) -2 = 2cos(2x) | Kettenregel

Beispiel 2: f mit f(x) = 1,5 cos (%x — 3)

Lésung 2: f'(x) = —1,5sin (gx - 3) o= —%"sin (gx - 3) | Kettenregel
Beispiel 3: f mit f(x) = sin(x) - cos(x).
Lésung 3: u =sin(x); u' = cos(x) | Produktregel

v =cos(x); v' = —sin(x)
f'(x) =u'v+uv
f'(x) = cos(x) - cos(x) — sin(x) - sin(x) = cos?(x) — sin?(x)

Beispiel 4: f mit f(x) = sin?(x).

Losung 4: f'(x) = 2sin(x) - cos(x) | Kettenregel
Beispiel 5: f mit f(x) = 20sin(x? — 1).
Losung 5: f'(x) = 20 cos(x? — 1) - 2x = 40x - cos(x? — 1) | Kettenregel
Beispiel 6: Leite f mit f(x) = 3cos(x?) zweimal ab.
Losung 6: f'(x) = —3sin(x?) - 2x = —6x - sin(x?) | Kettenregel
u=—6x; u =—6 | Produktregel
v =sin(x?); v' = 2x - cos(x?) | far 2. Ableitung

') =u'v+uw
f"(x) = —6sin(x?) — 6x - 2x - cos(x?) = —6 sin(x?) — 12x? - cos(x?)
Beispiel 7: f mit f(x) =

Losung 7: u=x; u' =1
v= 3cos(x +2x); v' = —32x + 2)sin(x? + 2x)

3cos(x2+2x)

F(x) = Lo |  Quotientenregel
_ 3cos(x +2x)—x-(—6x—6) sin(x2+2x) _ 3(cos(x?+2x)+2(x%+2x)sin(x?+2x))

fii = 9(cos(x?+2x))? - 9(cos(x?+2x))?
_cos(x2+2x)+2(x?+2x)sin(x?+2x)
- 3(cos(x2+2x))?
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

Dokument mit 25 Aufgaben

Aufgabe Al _
Bilde die 1. und 2. Ableitung der gegebenen trigonometrischen Funktions-E;
gleichungen.
fa(x) fu () o' ()

f1(x) = sin(x) filx) = fi'"(x) =

fa(x) = 2sin(x) f2'(x) = f2"'(x) =

fz(x) = asin(x) f3'(x) = 3" (x) =

fa(x) = cos(x) fa'(x) = fa' () =

fs(x) = 3cos(x) fs'(x) = fs"'(x) =

fe(x) = bcos(x) fe'(x) = fe''(x) =

) =3sin(@) +3 | f/(x) = f"(0) =

fe(x) =mcos(x) =5 | fo'(x) = f''(x) =
Aufgabe A2

Bilde die 1. und 2. Ableitung der gegebenen trigonometrischen Funktions-
gleichungen.

fo () o () fa' (%)

f1(x) = 2sin(x + 2) filx) = fi'"(x) =

f2(x) = asin(x + ¢) f2'(x) = ' (x) =

f3(@) = £sin(x - 8) fs'@) = £ (x) =

fa(x) = 0,5c0s(x — 2) fa'(x) = fa'(x) =

fs(x) =4+ cos(x —8) fs'(x) = fs"(x) =

fo(x) = bcos(x + m) fe'(x) = fe''(x) =

f@® =3sin(5+t)=3 | f/(0) = £ =

fe(t) =mcos(t+x)+x | f5'(x)= fe''(x) =
Aufgabe A3

Bestimme f'(x) und f"'(x).
a) f(x)=-9sin(x) b) f(x)= 5 + cos(x) c) f(x) =5x—cos(x)
d) flx)=x%- %cos(x) e) fx)= + Sm(x) f) fx)= % + 2 sin(x)

cos(x)

9) fl=1--

h) f( ) _ 3sm(x)

2cos(x) .
-~ N

f(x) = Vx — 3 sin(x)
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Losung Al
fa ()

fn ()

fu' ()

fi(x) = sin(x)

fi(x) = cos(x)

fr"(x) = —sin(x)

f2(x) = 2sin(x)

f2'(x) = 2 cos(x)

f2"'(x) = =2sin(x)

fz(x) = asin(x)

f3'(x) = acos(x)

f3”(x) = —asin(x)

fa(x) = cos(x)

fi'(x) = —sin(x)

fi''(x) = —cos(x)

fs(x) = 3cos(x)

fs'(x) = —=3sin(x)

f5"'(x) = —3cos(x)

fo(x) = bcos(x)

fe'(x) = —bsin(x)

fe''(x) = —bcos(x)

fr(x) = %sin(x) +3

fr'(x) = %cos(x)

f7'"(x) = =2 sin(x)

fe(x) =mcos(x)—5

Losung A2
fa(x)

fs'(x) = —msin(x)

fu ()

fe''(x) = —mcos(x)

fa' ()

fi(x) = 2sin(x + 2)

fi(x) = 2cos(x + 2)

fi"'(x) = =2sin(x + 2)

f2(x) = asin(x + ¢)

fo'(x) = acos(x + ¢)

2" (x) = —asin(x + 2)

fa(x) = %sin(x - 8)

fs'(x) = Zcos(x — 8)

f3'(x) = —%sin(x -8)

fa(x) = 0,5cos(x — 2)

fi'(x) = —0,5sin(x — 2)

fi''(x) = —0,5cos(x — 2)

fs(x) =4+ cos(x —8)

fs'(x) = —sin(x — 8)

fs"'(x) = —cos(x — 8)

fe(x) = bcos(x + m)

fe'(x) = —bsin(x + m)

fe''(x) = —bcos(x + m)

£ (6) = %sin (% + t) -3

f7'(x) = %cos (% + t)

f"() = —3sin (5 +¢)

fe(t) =mcos(t+x)+x

Losung A3

a) f(x)=-9sin(x)

b) f(x) =5+ cos(x)
c) f(x) =5x—cos(x)
d) f)=x*- %cos(x)
&) [l =1+

f)  fO)=—+2sin)

fs'(x) = —msin(t + x)

f'(x) = —9cos(x)
f'(x) = —sin(x)
f'(x) =5 + sin(x)

fl(x) =2x+ 1sin(x)
f1) =
flex) = —; + ZCos(x)

cos(x)

—=+

fs''(x) = —mcos(7 + x)

f"(x) = 9sin(x)
f""(x) = —cos(x)
f"(x) = cos(x)
fl)=2+ lcos(x)

1 sin(x)
=5

() = = — 2sin(x)
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9 f= T - f@=— 42 @) =4S+ 0

h) f(x) = 3sin(x) _ 2cos(x) f ( ) 3cos(x) + 2sin(x) f”( ) 3Sln(x) n 2c0s(x)
4 5 P — Tt

) f@ =V %sin(x) ffo)=55%- ‘COS(x) fro = - \/- += sm(x)
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Aufgabe Al

Wahr oder falsch?

a) Far f(x) = sin(x) gilt f®’(x) = cos(x)

b)  Flr f(x) = sin(x) gilt f©(x) = sin(x)

c) Fur f(x) = cos(x) gilt fA9"(x) = —sin(x)

d) Fur f(x) = cos(x) gilt fA%"(x) = —cos(x)

e) Fur f(x) = sin(x) — cos(x) gilt £’ (x) = sin(x) — cos(x)

Aufgabe A2

Bestimme den exakten Wert der Steigung des Graphen von f an der Stelle x,.
a) f(x)=—%sin(x)+%\/§~x; x0=§ b) f(x)—%x+cos(x) Xo —Zn

C) f(x)=§sin(x)+§; Xo =§ d) f(x)—%x + sin(x); x, —O

e) f(x) =—2sin(x) +V3cos(x); x5 = 5?” f) f(x)=-sin(x)+x; x=0

g) f(x)=5cos(x)+3x; xy= % h) f(x)= \/§sin(x) —cos(x); xo = g
i) fe(x) = —tsin(x) + t? cos(x); xq =§ i) filkx) = sm(x) + tcos(x) Xo =§
K) fi(x) =t?cos(x) —t?; xo = %ﬂ N fix) = —Ecos(x) + 7Tx 5 Xo =§
Aufgabe A3

In welchem Punkt hat der Graph von f mit f(x) = sin(x) im Intervall [0; 2rr] dieselbe
Steigung wie die erste Winkelhalbierende, die x-Achse bzw. die Gerade mit der

Gleichung y = %x?

Aufgabe A4
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = sin(x) — 2 fur x € [0; 27].
a) An welchen Stellen x, gilt f'(x,) =0? b) Gibt es Stellen mit f'(x,) > 1?

Aufgabe A5

Bestimme jeweils die erste und zweite Ableitung.

a) f(x)=2cos(x)—1 b) f(x) = 2sin(3x)

c) f(x)=x—sin(0,3mx) d) f(x)=4sin(3+2x)+1
e) f(x)=mn—2cos(x+1)) f)  f(x)=4cos (%)

g) f(x)=-3sin(2x2-1) h)  f(x) = 4sin?(5x — 3)
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Losung Al

a) Fur f(x) = sin(x) gilt f®’'(x) = cos(x) ist falsch, denn die 4. Ableitung von sin(x)
ist sin(x).

b) Fir f(x) = sin(x) gilt f©®(x) = sin(x) ist falsch, denn die 9. Ableitung von sin(x)
ist cos(x).

c) Fur f(x) = cos(x) gilt f%'(x) = —sin(x) ist falsch, denn die 10. Ableitung von
cos(x) ist -cos(x).

d) Fur f(x) = cos(x) gilt f%'(x) = —cos(x) ist richtig, siehe c)

e) Fir f(x) = sin(x) — cos(x) gilt f(1%(x) = sin(x) — cos(x) ist richtig.

Losung A2
) f0) = =jsin) + V2w = £ =~ eos(x) + 242
F(2) = ~teos (D) + 2T = 1vE+ 1T =0

1

b) f(x)=>x+cos(x); x4 =

3
pf(2m\ _ 1 .o (2m) _1 1 1
f —-—sin(=)==—->=—-=

3 4 3 4 2 4

271

f'(x) = % — sin(x)

K

) fG) =gsin() +3; xo=7 f'() = 5 cos()
)= es() = 1=

d f)= %xz +sin(x); xo=0 f'x) = %x + cos(x)
f'(0) = cos(0) =1

e) f(x)=-2sin(x) ++V3cos(x); xo = 5?” f'(x) = =2 cos(x) — V3sin(x)
f’(S:)——Zcos( ) \/_sm(sn)=—2-%—\/_-§\/§=—1—§=—§

f) fx)=-sin(x)+x; xo=0 f'(x)=—cos(x)+1
f'(0)=—cos(0)+1=-14+1=0

g) f(x)=5cos(x)+3x; x5 = % f'(x) = —5sin(x) + 3
f’(%) —sm( )+3 = ——\/_+3

h)  f(x) =+3sin(x) — cos(x); xo = 73[ f'(x) =+3cos(x) — sin(x)
(9= () -sin(5) =323 5

i) f(x) = —tsin(x) +t*cos(x); xo = g f'(x) = —tcos(x) — t*sin(x)
f' (g) — tsm( ) + t2cos (2) —t+0=—t

i flo)= ﬁsin(x) + tcos(x); xo = g f'lx) = \/—%cos(x) — tsin(x)

t
__t._
23 2 6 2 3

f'(x) = —t%sin(x)

f (g) = \/%COS (g) — tsin (g)
) 00 = ¢ cos() = ¢7; xp =2

f’(g—n) = —tzsin(%”) = —¢2 %\/E _ _%tz\/i

4
) 00 =—3cos(x) +2x%; %=1 f/(0) = —Lsin() + Zx

PO =-tsn(E) +2 =it
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\Aff il ".' oy wﬂ”entrlgmométnscﬁen Fuﬁkﬁanem A Jf Losufh .

Leve/ 2 Fortgeschr/tten - Blatt 1
Losung A3
f(x) =sin(x); f'(x) = cos(x)
1. Winkelhalbierende: y = x hat die Steigung m = 1:
ffx)=1=cos(x) = x,=0; x,=27
f hat in x; = 0 sowie x, = 2m dieselbe Steigung wie die erste Winkelhalbierende.
Die x-Achse selbst hat die Steigung m = 0:

flfx)=0=cos(x) = x; =§; Xy =377T
f hatin x; = g sowie x, = 37" dieselbe Steigung wie die x-Achse.
Die Gerade y = -x hat die Steigung m = :

1 1 7
fl@)=Z=cos(x) = x =% x=7

f hatin x, = % sowie x, = %” dieselbe Steigung wie die Gerade mit y = %x.

Losung A4
f(x) =sin(x) —2; f'(x) = cos(x)
a) cos(x)=0; = xl—E; x2=—1r

b) Es gibt keiner Stellen f'(x) > 1, da W von cos(x) = [—1;1]

LOosung A5
a) f(x)=2cos(x)—1 f'(x) = —2sin(x) f""(x) = —2cos(x)
b) f(x) = 2sin(3x) f'(x) = 6cos(3x) f"(x) = —18sin(3x)
C) f(x)=x-—sin(0,3mx) f'(x) =1—-0,3mcos(0,3mx) f"(x) = 0,0972sin(0,3mx)
d) f(x)=4sin(3+2x)+1 f'(x) = 8cos(3 + 2x) f""(x) = —16sin(3 + 2x)
e) f(x)=x-2c0sQx+1) flx)=1- 4sin(2(x + 1)) f"'(x) = —8cos(2(x + 1))
f)  f(x)=4cos (g) f'tx) = —%sin (%) f'(x) = —%cos (%)
g) f(x)=-3sin(2x?-1) fl(x) = —12xcos(2x? —1) f"(x) = —48x%sin(2x% — 1)
h)  f(x) = 4sin?(5x — 3) f'(x) = 40 sin(5x — 3) - cos(5x — 3)

u = 40sin(5x — 3) u' = 200cos(5x — 3)

v = cos(5x — 3) v’ = —5sin(5x — 3)

f"(x) = 200 cos?(5x — 3) — 200 sin?(5x — 3)
= 200(cos?(5x — 3) — sin?(5x — 3)
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(- www.fit-in-mathe-online.de > - - (24 od
“/Dr.“Ing: MeTnoif Muller: /" webmasterom-tn mathe-romme de - _j



Qlfferenz/a/reefmung
€ 3RS :?\Aufga’benlﬂatf Ab/e/tadgafi CEATHYE,
"*ff “'“ ;j e trigonome(nxhen$unkhonen y v/f~|b > gk Py

Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt2 '

Dokument mit 24 Aufgaben

Aufgabe Al

Bestimme die erste Ableitung.

a) f(x)=-—sin(3x) + cos(3x) b) f(x) =4cos(2x + 4)

c)  f(x) = sin®(x) d) f() =sin(x?)

e) f(x)=cos*(Vx) f)  f() =3sin®*((x - 2)?)

g) f(x)=sin (% + xz) h)  f(x) = 2tan?(2x)

Aufgabe A2

Bestimme den exakten Wert der Steigung des Graphen von f an der Stelle x,.
a) f(x)=2cos(x)—1; xq =% b) f(x) = 2sin(3x); x, = %ﬂ

c) f(x)=mx—sin(0,57x); x, =2 d) fx)=4sinBr+2x)+1; xo=0
e) f(x)=n—2005<2(x+§)); x0=5?n f) f(x)=4cos(%); Xo=0

g) f(x)=—35in(2x2—%); x0=%\/5 h) f(x)—4sin2 (Sx—gn); X =§
i) fi(x) = —tcos?(x) + t?sin(x); xo = g i) fikx) = cos(x) + tsm(x) Xo =
k) fi(x) =t?sin(x) +t?; x5 = %n D fi(x) = 2\Ecos(x) +— nx, Xo = %
Aufgabe A3

In welchem Punkt hat der Graph von f mit f(x) = sin?(x) im Intervall [0; 2] dieselbe
Steigung wie die erste Winkelhalbierende bzw. die x-Achse?

Aufgabe A4
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 3sin(x) — 1 fur x € [0; 2x].
a) An welchen Stellen x, gilt f'(x,) =0? b) Gibt es Stellen mit f'(x,) > 1?
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\Aff il ;‘- oblap wﬂ”entngomométnscﬁen Fuﬁkﬁanem A Jf Los 1}1 s
| Leve/ 2 Fortgeschr/tten - Blatt 2

Losung Al
a) f(x)=—sin(3x) + cos(3x) f'(x) = —3cos(3x) — 3sin(3x)
b) f(x) =4cos(2x +4) f'(x) = —8sin(2x + 4)
c)  fx) =sin3(x) f'(x) = 3sin?(x) - cos (x)
d) f(x) =sin(x®) f'(x) = 3x%cos(x?)
&) cos*(VE) f'@) = 4cos® (WR) - (= sin(Vx)) - 5=
= —%6053(\/@ - sin(vx)
f)  f(x) =3sin?((x —2)?) f'(x) = 6sin((x —2)?) - cos((x — 2)?) - 2x — 2)
=12(x — )sin((x — 2)?) - cos((x — 2)?)
g) flx)= sin(%+x2) f'(x) = (—xiz+2x)(cos G+x2)
h)  f(x) = 2tan?(2x) f'(x) =4 - tan(2x) - (1 + tan?(2x)) - 2
= 8- tan(2x) - (1 + tan?(2x))
Losung A2
a) f(x)=2cos(x)—1; xg =% f'(x) = —2sin(x)
f' G) = —2sin (4) =-2- —\/_ -2

277:

b) f(x)=2sin(3x); xo = ey
£ (?) = 6cos(2m)=6-1=6

f'(x) = 6cos(3x)

C) f(x)=mnx—sin(0,5mx); xq=2 f'(x) =1 —0,5mcos(0,57x)
f'(2) =m—0,5mcos(0,57-2) =n— (—0,5m) = 1,57

d) f(x)=4sinBr+2x)+1; x,=0 f'(x) = 8cos(3m + 2x)
f'(0) = 8cos(3m) = —8

e) fx) =7T—ZCOS(2 (x+§)>; x0=5?n f’(x)=—4sin(2 (x+§))
f' (5?71) = —4sin (2 (5?71+§)) = —4sin (gn) =—4- %\/5 =-2V3

f)  f(x)=4cos (g), X9 =0 f'(x) = —%cos (i)
f1(0) = =7 cos(0) =~

g) f(x)=—-3sin(2x? - E)' Xo = %\/% f'(x) = —12x - cos (Zx2 - %)
f'(%)=—12x~cos(2 %——)=—6\/_ 12 = -3v2rn

h)  f(x) = 4sin? (Sx—gn), x0=§ f(x)=ZOSin(Sx—gn)-cos(Sx—gn)

f' (g) = 2051'11(53—7r - i7'[) cos (57r
i) f(x) = —tcos?(x) + t?sin(x);

f'(5) = 2tcos () -sin (5) + t2co _(g) —0

i) flo)= \/_cos(x) + tsin(x); xo = g fl(x)=—- \/§sm(x) + tcos(x)

m)=20-3-V3-2=5V3

f'(x) = 2tcos(x) - sin(x) + t%cos(x)

T t t 3

f’(§)= ZJ_SLn()+tcos(:)= 2\/_ 2\/__}. =c+-=2t
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Leve/ 2 Fortgeschr/tten - Blatt 2

K)  fx) =t2sin(x) +t2; xp =2 £ (x) = t2cos(x)
Vi (3:) = t2 os( ”) 1\/_t2

D f)= cos(x) +=; xp =1 flx) = sm(x) —
7(G) =2z (3) —é =+ =

Losung A3 i

f(x) =sin?(x); f'(x) = 2sin(x) - cos(x)
1. Winkelhalbierende: y = x hat die Steigung m = 1:
fl(x)=1=2sin(x)-cos(x) = x;= %; Xy :%

f hatin x, = % sowie x, = %” dieselbe Steigung wie die erste Winkelhalbierende.
Die x-Achse selbst hat die Steigung m = 1:
f'(x) =0=2sin(x) -cos(x) = x;=0;

Vs
xZ = -,

3
S X3 =T X4 =T Xg = 21

f hatin x = {0;%;71;%71; Zn} dieselbe Steigung wie die x-Achse.

Losung A4
f(x) =3sin(x) —1; f'(x)= SCos(x)
a) 3cos(x)=0;, = x, = %;

b)

Xy =E7T

Ja, es gibt Stellen mit f'(x) > 1, da W von 3cos(x) = [-3; 3]
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Level 3 - Expert - Blatt 1

Dokument mit 15 Aufgaben

Aufgabe Al

Bestimme die erste Ableitung und vereinfache so weit wie méglich.

a) f(x)=-—sin(3x) - cos(3x) b) f(x)=4x-cos(2x +4)

c)  f(x) =x?-sin3(x) d) fx)= %-sin(x3)

e) f(x)=cos*Wx)-(x —2)? f)  f(x) =3sin(3x —4)-5x

g) f(o =sin(§+x2)-%\/§ h)  f(x) = 2x3+x?) tan(2x — 4)
Aufgabe A2

Weise nach, dass die 1. und die 2. Ableitung der Funktion f mit f(x) = tan(x)
lautet:

f'(x) =1+ tan?(x)
f""(x) =2 - tan(x) - (1 + tan?(x))

Aufgabe A3

Bestimme die 1. und 2. Ableitung der folgenden Funktionsgleichungen:
a) f()= (%x3 + 4)2 - sin(4x) b) f(x) = (3x + cos(x))?

c)  f(x) =43+ sin(x))? d) f(x)=(x%-4)-sin(3x+3)

e) f(x) = (2x—cos(x))?
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\Aff il ;‘- oblap wﬂ”entngomométnscﬁen Fuﬁkﬁanem A Jf Losu‘h ey
| | Leve/ 3 - Expert - Blatt 1

Losung Al
Flr diese Aufgaben ist die Produktregel erforderlich.
a) f(x)=-—sin(3x) - cos(3x) u = —sin(3x) u' = —3cos(3x)
v = cos(3x) v’ = —3sin(3x)
f'(x) = =3 cos?(3x) + 3sin?(3x) = 3(sin?(x) — cos?(x))
b) f(x) =4x-cos(2x+ 4) u=4x u' =4
v =cos(2x + 4) v' = =2sin(2x + 4)
f'(x) =4cos(2x + 4) — 8x - sin(2x + 4)
c)  f(x)=x?-sin3(x) u = x? u = 2x
v = sin3(x) v’ = 3sin?(x) - cos (x)

f'(x) = 2x - sin3(x) + 3x2 - sin?(x) * cos (x)
flx)=x- sinz(x)(Z sin(x) + 3xcos(x))

d) f(x)=§-sin(x3) u:% u' —_xiz
v = sin(x3) v’ = 3x%cos(x?)
f'x) = —x—lz -sin(x3) + 3x - cos(x?)
e) f(x)=cos*(Wx)- (x —2)? u = cos*(vVx) u' = —% - cos3(Wx) - sin(+v/x)
v=(x—2)2 v'=2(x—2)
f'(x) = —% -cos®(Vx) - sin(Vx) - (x — 2)% + 2(x — 2) - cos*(Vx)
f) f(x) =3sin(3x —4) - 5x u = 5x u =5
v =3sin(3x — 4) v' =9cos(3x — 4)
f'(x) = 15sin(3x — 4) + 45x - cos(3x — 4)
9) f@=sin(3+x2)-3VF  u=Vx w=
v=sin(1+x2) U’—(Zx—xi) cos( +x2)

f'(x) = Sin( ) (2x - —) cos( )

x sm(x += )+(4x3—2) cos( )

flx) = proy
h)  f(x) = (2x3+x?) - tan(2x — 4) u = 2x3 + x? u' = 6x?% + 2x
. 2
v =tan(2x — 4) V' = e
2-(2x3+x2?)

f'(x) = (6x2 + 2x) - tan(2x — 4) + cos? (2t
=2x((3x + 1) - tan(2x — 4) + sec?(2x — 4) - (2x? + x))

Losung A2
Uber die Definition des Tangens tan(x) = Smi"; und der Quotientenregel erhalten
wir:
fx) = i:;gg u = sin(x) u’ = cos(x) v=cos(x) v’ = —sin(x)
. cos?(x) — (—sin?(x)) cos?(x) + sin®(x) cos?(x) sin?(x)
fix = cos?(x) - cos?(x) - cos?(x)  cos?(x)
f'(x) =1+ tan?(x) q.e.d.

f'(x) =2 tan(x) - (1 + tan? (x) q.e.d-
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Losung A3
2 2
a) f(x)=(§x3+4) - sin(4x) u=(;x3+4) u’ —2( x +4)
; _ 6x5+120x?
w= 25
v = sin(4x) v’ = 4cos(4x)
f'(x) = 6x°+120%7 ~sin(4x) + 4 - ( x3+ 4) - cos(4x)
6x5+120x? , _ 6x*+48x
- 25 T s
v = sin(4x) v’ = 4cos(4x)
_ (1.3 2 , _ 6x5+120x2
w = (Sx + 4) w = s
t = 4cos(4x) t' = —4sin(4x)
" 6x*+48 . 6x5+120x?
frx )—(x i x) sm(4x)+4( ad +25 x)- cos(4x) +
4(6x +21520x ) cos(4x) — 4( x3 + 4) - sin(4x)
f"(x) = 4cos(4x) - (%) + sin(4x) (—Ex6 + gx‘* — %x3 + 45—8x - 64)
b)  f(x) = B3x + cos(x))?
f'(x) = 2(3x + cos(x)) - (3 — sin(x))
u = 6x+ 2cos(x) u' =6 — 2sin(x)
v =3 —sin(x) v’ = —cos(x)

f''(x) =23 —=sin(x)) - (3 —sin(x)) — cos(x) - (6x + 2 cos(x))
f"(x) =2+ (3 —sin(x))? — cos(x) - (cos(x) + 3x))
) f(x) =4(x3+ sin(x))?
f'(x) = 8(x3 + sin(x)) - (3x?% + cos(x))
u=8(x3+sin(x)) u =80Bx%+cos(x))
v = 3x2 + cos(x) v’ = 6x — sin(x)
f"(x) =8-(3x%+ cos(x)) - (3x? — cos(x)) + (6x —sin(x)) - 8- (x3 + sin(x))
f'(x) =8-(9x* — cos?(x)) + 6x* + 6x - sin(x) — x3 - sin(x) — sin?(x))
d) f&x)=x*-4)-sin(3x +3)

u=x%-4 u' = 2x

v = sin(3x + 3) v’ =3cos(3x + 3)
f'(x) =2x-sin(3x+3) + 3 (x? —4) - cos(3x + 3)

u=2x u' =2

v =sin(3x + 3) v’ = 3cos(3x + 3)

w=3(x%—-4) w' = 6x

t = cos(3x + 3) —3sin(3x + 3)
f"(x) =2 sin(3x +3) + 6x - cos(3x +3) + 6x - cos(3x +3) —9(x% — 4) - sin(3x + 3)
f"(x) = 12x - cos(3x + 3) — (9x? — 38) - sin(3x + 3)
e) f(x)=(2x—cos(x))?
f'(x) =22x — cos(x)) - (2 + sin(x))
u=202x—-cos(x)) u =22 +sin(x))
v =2+ sin(x) v’ = cos(x)
f'(x) =22+ sin(x)) - 2+ sin(x)) + 2(2x — co s(x)) - cos(x)
f"(x) = 2((2 + sin(x))? + cos (x) -(2x — cos(x)))
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Dokument mit 14 Aufgaben

Aufgabe Al

Bestimme die 1. und 2. Ableitung der folgenden Funktionsgleichungen:

a) f(x) = (sin(x) — cos(x))3 b) f(x)=x? sin(-x+2) i
c)  f(x)=(2x3+x?) tan(2x — 4) d) f(x)=2x-sin(0,5x? + 1,5) [=l
e) f(x)=x-sin(—2x+3) f)  f(x)=x-sin(x)

9) f(x)=x*:sin(x) h)  f(x)=xsin’(x)

i) f(x) =x-sin(x?) i) f(x) = x?-sin(x?)

k)  f(x) = cos(x)-5x D fu(®) = % - cos(2at)

m)  fo(t) = k%t - sin (%t)

Aufgabe A2

Zeige mit Hilfe des Differenzenquotienten, dass die Ableitung der Funktion f mit
f(x) = cos(x) die Funktion f' mit f'(x) = —sin(x) ist.
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Losung Al

a)

b)

d)

©.by FJt-lp-Mathg:Oqllnc,menraig 500.000 Aufo,gben far: Scbulqtund Studlum
www fit=in- m&!he-onune.do N \ i .

f(x) = (sin(x) — cos(x))?
f'(x) =3+ (sin(x) — cos(x))? - (sin(x) + cos(x))

u=3"-(sin(x) —cos(x))®> u' =6-(sin(x) — cos(x)) - (sin(x) + cos(x))

v = (sin(x) + cos(x)) v’ = —(sin(x) — cos(x))
" (x) = 6 (sin(x) — cos(x)) - (sin(x) + cos(x))? —
3 - (sin(x) — cos(x)) - (sin(x) — cos(x))?
= 3 (sin(x) — cos(x))(sin?(x) + 6 sin(x) cos(x) + cos?(x))
f"(x) =3 - (sin(x) — cos(x)) - (1 + 6 sin(x) cos(x))

flx) =x%-sin(—x+2) u = x? u =2x
v = —sin(x — 2) v' = —cos(x — 2)
f'(x) = =2x-sin(x — 2) — x? - cos(x — 2)
u=-2x u' =-2
v =sin(x — 2) v’ =cos(x —2)
w = —x? w' = —2x
t =cos(x—2) t' = —sin(x — 2)

f'(x)=—-2-sin(x —2)—2x-cos(x —2) —2x-cos(x —2) + x? - sin(x — 2)
f"(x) = sin(x — 2)(x? — 2) — 4x - cos(x — 2)

fx) = (2x3+x?) - tan(2x — 4) u = 2x3 + x? u = 6x%+2x
v =tan(2x — 4) v' = 2(1 + tan?(2x — 4))
f'(x) = (6x% +2x) - tan(2x — 4) + 2 - (2x3 + x?)(1 + tan?(2x — 4))
u=6x?+2x u' =12x+2
v = tan(2x — 4) v’ =2(1 + tan?(2x — 4))
w = 4x3 + 2x? w' = 12x2 + 4x

t =1+ tan?(2x — 4) = sec?(x)

t' = 4tan(2x — 4) - sec?(x)
f(x) = (12x + 2) - tan(2x — 4) + (12x? + 4x) - sec?(x) + (12x% + 4x) - sec?(x) +

(16x3 + 8x%) - tan(2x — 4) - sec?(x)

f'(x) = tan(2x — 4) - (12x + 2) + (16x3 + 8x2) - sec?(x)) + (24x2 + 8x) - sec?(x)
f(x) = 2x - sin(0,5x% + 1,5) u=2x u' =2

v =sin(0,5x%2 + 1,5) v’ =x-cos(0,5x% + 1,5)
f'(x) = 2 -sin(0,5x2 + 1,5) + 2x2 - cos(0,5x% + 1,5)

u=2 u' =0
v =sin(0,5x%2 + 1,5) v’ =x-cos(0,5x% + 1,5)
w = 2x? w' = 4x

t = cos(0,5x%+1,5) t' =—x-sin(0,5x? + 1,5)
f"(x) = 2x - cos(0,5x% + 1,5) + 4x - cos(0,5x% + 1,5) — 2x3 - sin(0,5x% + 1,5)
f"(x) = 6x - cos(0,5x% + 1,5) — 2x3 - sin(0,5x% + 1,5)
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e) f(x)=x-sin(—2x+3) u=x u' =1
v = —sin(2x — 3) v’ = —=2cos(2x — 3)
f'(x) = —sin(2x — 3) — 2x - cos(2x — 3)
u=-—-2x u' =-2
v = cos(2x — 3) v' = =2sin(2x — 3)
f"(x) = —2cos(2x —3) — 2cos(2x — 3) + 4x - sin(2x — 3)
f"(x) = =4 cos(2x — 3) + 4xsin(2x — 3)
f) f(x)=x:sin(x) u=x u' =1

v = sin(x) v' = cos(x)
f'(x) = sin(x) + x - cos(x)
f""(x) = cos(x) + cos(x) — x - sin(x) = 2cos(x) — x - sin(x)
g) f&x) =x?-sin(x) u=x?2 u' = 2x
v = sin(x) v' = cos(x)
f'(x) = 2x - sin(x) + x? - cos(x)
f"(x) = 2sin(x) + 2xcos(x) + 2x - cos(x) — x? - sin(x)
=sin(x) (2 —x2) + 4x - cos(x)
h)  f(x) = x-sin?(x) u=x u'=1
v = sin?(x) v = 2sin(x) - cos(x)
f'(x) = sin?(x) + 2x - sin(x) - cos(x)
Fur f"(x) leiten wir zunachst g(x) = 2x - sin(x) - cos(x) ab.

!

u=2x u' =2 v=sin(x) v =cos(x)w = cos(x) w' = —sin(x)

g (x) =u'vw + uv'w + uvw’ = 2 sin(x) cos(x) + 2xcos?(x) — 2xsin?(x)
f"(x) = 2sin(x)cos(x) + 2 sin(x) cos(x) + 2xcos?(x) — 2xsin?(x)
= 4sin(x)cos(x) + 2x(cos?(x) — sin?(x))
Alternativ:
Nach den Additionstheoremen gilt:
2 sin(x) cos(x) = sin(2x)
f'(x) = sin?(x) + x - sin(2x)
f"'(x) = 2sin(x) cos(x) + sin(2x) + 4x - cos(2x) = sin(2x) + sin(2x) + 2xcos(2x)
= 2-sin(2x) + 2x - cos(2x)
i) f(x) =x-sin(x?) u=x u'=1
v = sin(x?) v' = 2x - cos(x?)
f'(x) = sin(x?) + 2x? - cos(x?)
f"(x) = 2x - cos(x?) + 4x - co s(x?) — 4x3 - sin(x?)
= 6x - cos(x?) — 4x3 - sin(x?)
i) f(x) =x? - sin(x?) u = x? u' = 2x
v = sin(x?) v' = 2x - cos(x?)
f'(x) = 2x - sin(x?) + 2x3 - cos(x?)
f'(x) = 2-sin(x?) + 4x% - co s(x?) + 6x2 - co s(x?) — 4x*sin(x?)
=2-sin(x?) (1 — 2x*) + 10x? - cos(x?)
= 6x - cos(x?) — 4x3 - sin(x?)
k) f(x)=cos(x)-5x u = 5x
v = cos(x)
f'(x) =2 cos(x) — 5x - sin(x)
f"(x) = =2-sin(x) + 5 - sin(x) — 5x - co s(x)
= 3 -sin(x) — 5x - cos(x)

!

SIS
ol
[\]

—sin(x)
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D fu(0) = % - cos(2at) u= % u' = —t—z
v = cos(2at) v' = —2a-sin(2at)
2
@) = —% - cos(2at) — 2% - sin(2at)
a ; __ 2a
u = _t_z u = t_3
v = cos(2at) v' = —2a - sin(2at)
_ —2a? ;20
Tt w t2
s = sin(2at) s’ = 2a - cos(2at)
2 2 3
() = i—? -cos(2at) + zi - sin(2at) + ztiz - sin(2at) — 4%- cos(2at)
= % sin(2at) + cos(Zat) (Z_a - 4%)
m) fi(t) = k*t -sm(%t) u=k?t u' = k?
—sin(t 1. 1
v—szn(kt) V=g cos(kt)

1

f'(x) =k?- szn( )+kt cos(k)
f'x)=k- cos( )+k cos(—t
=2k-cos(%t)—t-sin(%t)
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Losung A2

f(x) = cos(x)

Ax cos(x+h)—cos(h)
Ay - x+h—x
Das Additionstheorem cos(a) — cos(B) ergibt aufgeldst:
. a+p . a-pf
~2sin (%55) -sin (57)
Somit ist:
cos(x + h) — cos(h) = —2sin (tzHx) - sin (x+f21—x) = —2sin (x + g) - sin (g)

und
(et D) sin(®
ax _ _ 2sinfee;)sinG) |  Erweiterung mit -
Ay h 2
o __ sl snf)  cinge 4 2y 2E)
Ay 7 3
Wegen
B sm(g)
lim—%=1
h—0 5
ist somit
h
j; =f'(x) = llm —sin (x + h) Smg( ) —}ézr(l)—sm (x + ) 1 = —sin(x)
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