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Einleitung

Im Portalbereich ,Anderungsraten® haben wir bereits kennengelernt,
dass man den Grenzwert des Differenzenquotienten flir minimale Ax
als Differenzialquotienten bezeichnet und dass dieser
Differenzialquotient gleichbedeutend ist mit dem Begriff ,, Ableitung".
Mittels mathematischer Umformungen haben wir den Differenzenquotienten in den
Differenzialquotienten (die Ableitung) in einem bestimmten Punkt des Graphen
einer Funktion Uberfihrt. Diese mathematischen Umformungen waren mehr oder
weniger umstandlich.

Nun fragen wir uns natltrlich, ob diese umstandliche Berechnung nicht einfacher
und eleganter erfolgen kann und vor allem nicht in einem ganz bestimmten Punkt,
sondern generell fir alle Punkte des Graphen einer beliebigen Funktion.

Mit diesem Thema beschaftigen wir uns nun im Portalbereich ,Ableitungen™ und
wir rekapitulieren noch einmal kurz, wie die Ableitung mathematisch formuliert
wird.

Die Ableitung der Funktion f an der Stelle |
xo, bezeichnet mit f'(x,), beschreibt lokal . e o _
dgs Verhalten d];r( 0Izunktion in der J(x) = sin (:r'j,:' +1
Umgebung der betrachteten Stelle x,. A = (—0.6,0.79)

Nun wird x, nicht die einzige Stelle sein,
an der f differenzierbar ist. Man kann
daher versuchen, jeder Zahl x aus dem 21
Definitionsbereich von f die Ableitung an
dieser Stelle (also f'(x)) zuzuordnen. Auf
diese Weise erhalt wir eine neue Funktion
f', deren Definitionsbereich die Menge Q .
aller  Punkte ist, an denen f , 7 0 , ,
differenzierbar ist. Diese Funktion f’ 2\ 0 1 3
heiBt die Ableitungsfunktion oder kurz
die Ableitung von f. f [_[},{j] — 1.03

Das Berechnen der Ableitung einer Quelle: WIKIPEDIA

Funktion wird Differenziation genannt; Die Ableitung an verschiedenen Stellen einer
sprich, man differenziert diese Funktion. differenzierbaren Funktion

'/-

Um die Ableitung elementarer Funktionen (z. B. x™, sin(x), ...) zu berechnen, halt
man sich eng an die oben angegebene Definition, berechnet explizit einen
Differenzenquotienten und Ilasst dann Axgegen Null gehen. In der
Schulmathematik wird dies als ,h-Methode" bezeichnet. Der typische
Mathematikanwender vollzieht diese Berechnung nur ein paar wenige Male in
seinem Leben nach. Spater kennt er die Ableitungen der wichtigsten elementaren
Funktionen auswendig, schlagt Ableitungen nicht ganz so gelaufiger Funktionen in
einem Tabellenwerk nach und berechnet die Ableitung zusammengesetzter
Funktionen mit Hilfe der ,Ableitungsregeln”.
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leferen2|erbarke|t und Stethkelt

Die Ableitung f’ einer Funktion f an der Stelle x, kann jedoch nur gebildet werden,
wenn die Funktion f dort differenzierbar und stetig ist. Mehr hierzu erféhrst du im
Untermenu , Differenzierbarkeit und Stetigkeit" (linkes Menu).

| I

P

Grafisches Differenzieren

Bevor wir uns mit den (rechnerischen) Ableitungsregeln beschaftigen, lernen wir
hier, wie man aus dem Graphen einer Funktion f den Graphen ihrer Ableitung f’
erhalt. Dies ist ins besonders dann erforderlich, wenn zu dem Graphen von f keine
Funktionsgleichung f(x) vorliegt. Mehr hierzu erfdhrst du im Untermen
»~Grafisches Differenzieren™ (linkes Men).

Die Ableitungsregeln

Je nach Art und Auspragung einer Funktion miuissen wir unterschiedliche
Ableitungsregeln einsetzen. Diese sind nachfolgend global beschrieben. Mehr zu
den Regeln erfahrst du in den entsprechenden Untermenlpunkten (linkes Meni).

Die Konstantenregel
Die Konstantenregel besagt, dass Konstanten bei der Ableitung verloren gehen.
Beispiel:

f(x) =5 fix)=0

Die Faktorregel

Die Faktorregel besagt, dass Faktoren bei der Ableitung unverdndert
beibehalten werden.

Beispiel:

f)=a-x flx)=a

Die Potenzregel

Bei der Potenzregel (Ableitungsregel fur Potenzfunktionen) wird der Exponent
von x als Multiplikand vor die Ableitung geschrieben und der Exponent um 1
vermindert.

Beispiel:

flx) =x" fl(x) =n-x""1

Die Summen- bzw. Differenzregel

Die Summen- bzw. Differenzregel besagt, dass bei additiv bzw. subtraktiv
zusammengesetzten Funktionen jedes Glied der zusammengesetzten Funktion
einzeln abgeleitet wird.

Beispiel:

f(x) = g(x) + h(x) —i(x) 1) =g'(x) +h'(x) —i'(x)

Die Produktregel

Sind einzelne Funktionsglieder multiplikativ miteinander verkntpft, so muss fur
die Ableitung die Produktregel angewandt werden.

Beispiel:

f&x) = g(x) - h(x) fix)=9"(x) h(x)+ 1) - g(x)

©.by Fit-in-Mathe-Online, mehr- a{p 500.000 Aumben fir: Scbulq und Studlum
- www.fit-in-mathe-online.de ..« -/ . 324 »lap 214 -

Seite 2 y
“ D= =Ing. Memo" Miller: /" webmasterc)ﬂt-tn mathe~omlne de



P S WY T . .-Differenzialrechinung.
(e I Xrws B, At Y Xl /W K Y (oY Kws A o\ wsk A
(I\_: ‘-5:'/‘;_”&3;,/ ,I\» “",,/ wpaZ 214 L~ ,/_ ‘,,:*/ ‘\ _&:’T,/" ('\;_ 2|
'\’:’ L-,-|H f"“'f}? ;‘V‘ | ZU KdemAbleltung 4 '\v \ﬂ/‘/ [“ 7 plap '\ﬂ/

D|e Ouotlentenreqel
Sind einzelne Funktionsglieder mittels Division miteinander verknlpft, so muss
fur die Ableitung die Quotientenregel angewandt werden.
Beispiel:
gx) g'(x)-h(x)=h' (X) gx)
X) = —= =
f@) f1o0) =

Die Kettenregel

Sind zwei Funktionen miteinander verkettet, so muss fir die Ableitung die
Kettenregel angewandt werden.

Beispiel:

fG) = g(h() f'e) = g'(h(x) - 1 (%)

Ableitungen der trigonometrischen Funktionen
Die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen lauten:

f(x) = sin(x) f'(x) = cos(x)

f(x) = cos(x) f'lx) = —sin(x)

f(x) = tan(x) fl(x) = cosZ(x) =1 —tan?(x)
Ableitung der Exponentialfunktion
Die Ableitung der Exponentialfunktion lautet:

f(x) =¢e* f'(x) =e*

f(x) =a* f'(x) = a* - In(lal)

Ableitung der Logarithmusfunktion
Die Ableitung der Logarithmusfunktion lautet:

f(x) = In(x) fie) ==
f(x) = loga(x) f1(x) =

x- ln(a)

Die Umkehrregel
Ist g(y) = x die Umkehrfunktion von y = f(x), so kann fiir die Ableitung die
Umkehrregel angewandt werden.
Beispiel:
Ist g(y) = x die Umkehrfunktion vony = f(x) so gilt:

flx) =——

9')
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f&) f'G) f'G)
C C € R, constant 0 0
ne€Nn>0
x" n € Zx#*0 n-x"1 n-(n—1)-x"?2
ne€Rx>0
Vx € Rx=>0 ! &
X X = — -
X 2vx 4x+/x
sin(x) x €ER cos(x) —sin(x)
cos(x) x €ER —sin(x) —cos(x)
x €ER — 2
T 2 .
tan(x) x £ 2k+1)E ke cos?(x) , 2tan(x) - (1 + tan®(x)
2 =1+ tan“(x)
. 1 x
arcsin(x) x €[—1;1] T (1 xz)m
1
arccos(x) x €[-1;1] —m (1 _ xz)m
1 2x
arctan(x) x € R 1+ x2 m
x a € Ra>0,a#1 x . x. 2
a £ eR a* - Iln(a) a* - (In(a))
e* x € R e* e*
109, (x) a € Ra>0a=#1 1 _ 1
Ya x € R* x - In(a) x? - In(a)
1 1
In(x) x € RY - i
x x?
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