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Wir kdnnen viele Berelche unseres Lebens ja mit messbaren GroBen
beschreiben. So messen wir z. B. die Entfernung zwischen zwei
Stadten in Kilometer. Wir bestimmen den Inhalt einer Flasche in
Litern, das Gewicht eines Kdrpers in Gramm oder Kilogramm, die
Konzentration eines Medikaments in Milliliter, usw., usw.

Wir bezeichnen diese unterschiedlichen MessgréBen mit dem Buchstaben G
Auf der anderen Seite kann es ja vorkommen, Lun

dass eine solche MessgroBe ¢ nicht konstant ist,
sondern im Verlaufe eines Zeitabschnittes sich
verandert. Wenn wir mit dem Auto von s

Stuttgart nach Hamburg fahren, so ist die WV 4 B
gesamte Wegstrecke ja etwa 650km. Wir WL A
bendtigen hierzu etwa 6,5 Stunden. Sind wir 5 isg1omn | G
aber erst etwa zwei Stunden gefahren, so  *™*
befinden wir uns erst im Raum Frankfurt am !
Main und haben somit erst 195 km Wegstrecke ~ *g" De tschland
zurickgelegt.

Die zurlckgelegte Wegstrecke auf unserer 5
Fahrt ist also abhangig von der Zeit, die wir von

Stuttgart aus gesehen, unterwegs sind. Ly S

Karlsrihe |
Die bezeichnen diese Zeitdifferenz mit At, \q«?c,%smdtbibliothekstungan
wobei At =t, —t; ist, mit t; als Anfangszeit  Sgte 4

Hamburg
Bremen
o

Lelprlg

Frankfurt

und t, als aktuelle Zeit zum Messpunkt. Tl

Frankfurt Flug hafe:go 7
Auf unser Beispiel angewandt: At ware fur die g Wiirzhurg
gesamte Strecke Stuttgart -> Hamburg damit & g
At =6,5—0=6,5 Stunden und fur die Strecke WA i
Stuttgart -> Frankfurt At =2-0 =2 Stunden. o A Sen

Und damit ware At fur die Strecke Frankfurt -> Heidelberg

Cocd
Hamburg At = 6,5 — 2 = 4,5 Stunden. m\M\ \ -
1 Std. 26 Min. x
alle 2 Stunden Stadtbibliothek St
raEburgc/

s 2

Merksatz

Die Anderungsrate einer zeitabhdngigen MessgréfBe G beschreibt das AusmaB
der Veranderung von G in einem bestimmten Zeitraum im Verhaltnis zur Dauer
des Zeitraums At. Anschaulich gesprochen ist sie ein MaB dafir, wie schnell sich
die GroBe G andert.

Anderungsraten unterscheiden sich von Verdnderungsangaben dadurch, dass
sie immer ein Verhéaltnis der Form ,,GroBe pro Zeit" mit entsprechender
MaBeinheit sind.

Wir unterscheiden dabei zwischen

mittlerer Anderungsrate und momentaner Anderungsrate.
Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Anderungsrate
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Mittlere Anderunqsrate
Einmal angenommen, wir hatten auf .
sin k:m

unserer Fahrt zwischen Stuttgart L1 — AR — L ----- SRS Y-
und Hamburg alle 10 Minuten die ‘ i ! |
zurickgelegte Strecke Uber das
Tachometer gemessen und die sich

ergebenden Punkte in einem e R I SO e i il e
Koordinatensystem eingetragen wl 7 es0 100k L
und miteinander verbunden. Wir Y i 65 i M

erhielten dann die in nebenstehen- Duchschitsgesstiinagier, ”a}ikfm;i(i’éiiéé’) """
Stuttgart -> Frankfuilt : ' ' i

der Grafik gestrichelt blau markierte 95 N R TN SN NUUNNS TS S—
Kurve. 1,5 7 k) : i : : : : ! :
Jetzt wird Vater Jan von seinem rowereasycrocesraos'  °  ° " °  {inh °

funfjahrigen Sohn Berti gefragt, wie
schnell er denn gefahren sei.

Vater Jan Uberlegt nicht lange und sagt: ,Berti, ich bin mit 100kTm von Stuttgart

nach Hamburg gefahren.™ Wie kommt Vater Jan darauf?
Nun, er hat ganz einfach gerechnet in 6,5 Stunden bin ich 650 km weit gekommen,

0 ke 100— Vater Jan hat damit seine Durchschnitts-

das entspricht ja genau

Geschwindigkeit errechnet Und dlese Durchschnittsgeschwindigkeit ist nichts
anderes, als die mittlere Anderungsrate im Zeitraum zwischen Abfahrtszeit
(Stunde null) und Ankunftszeit Hamburg (Stunde 6,5).

Betrachten wir noch die Strecke zwischen Stuttgart und Frankfurt. Fir 195 km hat

Vater Jan 1,5 Stunden benétigt. Also fuhr er mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit

von % = 130 kTm Die mittlere Anderungsrate im Zeitraum zwischen Abfahrtszeit

(Stunde null) und Ankunftszeit Frankfurt (Stunde 1,5) betragt 130 kTm

Betrachten wir uns noch einmal die Grafik. Wir sehen, dass die grin
eingezeichneten Durchschnittsgeschwindigkeiten die blau gestrichelte Messkurve
schneiden. Die grinen Linien sind ja Geraden. Bekanntlich haben Geraden ja eine
Steigung m. Und der Wert dieser Steigung ist gleich dem Wert der mittleren
Anderungsrate, in unserem Beispiel die Durchschnittsgeschwindigkeit.

Merksatz

Die mittlere Anderungsrate ist die durchschnittliche Anderung einer
zeitabhangigen MessgréBe G zwischen zwei Zeitpunkten t;und t,, also im
Zeitraum At =t, —t;. Berechnet wird sie als Quotient aus der Differenz der
beiden Werte zu diesen Zeitpunkten AG = G(t,) — G(t;) und der Dauer At des

Zeitraums AA—f.
Im Zeit-GréBen-Diagramm (Funktionsgraph, Schaubild) von G(t) ist die mittlere

Anderungsrate zwischent,und t,die Steigung der Sekante durch die Punkte

(t11G(t)und (t;|G(ty)auf dem Diagramm.
Quelle: h@s://de.wikipedia.orq/wiki/Anderunqsrate#Mitt_lere .C3.84nderungsrate
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Momentane Anderunqsrate
Wie wir zuvor gesehen haben, gibt es s in kil : : : ‘ : , ‘ K
auf der Strecke zwischen Stuttgart L I SR T VS TP TR S R
und Hamburg wohl unterschiedliche - __l“)’:”;f:;i:fﬁ_e_s?';‘fv'_”f’_‘9'fe_'t____3 _____ el i
Geschwindigkeiten. Uns interessiert | 200, 20 189,65 | km | | |
nun, welche Geschwindigkeit Vater T 9,55+ 1,48 h
Jan zu einem ganz bestimmten w00

Zeitpunkt fahrt. Hierzu betrachten
wir den Punkt Frankfurt (1,5/195).

300

Nehmen wir einmal an, wir hatten die 200

zurlickgelegte Strecke zum Zeitpunkt w00 --

t; =145 Stunden und t,=1,55 ! ! . ‘ : , ] !
Stunden gemessen. Als Mess- I T S B Tinh °©

Powered by GEOGEBRA.org

ergebnisse bei t; erhielten wir
189,65 km und bei t, erhielten wir
200,29 km.

GemaB den Regeln fiir die mittlere Anderungsrate bilden wir nun Quotient aus
der Differenz der beiden Werte zu diesen Zeitpunkten As = s, —s; und der Dauer
At = t2 - tl'

As = s, —s; = 200,29 — 189,65 = 10,64; At=t, —t; = 1,55 — 1,45 = 0,1

As 10,64 km km

ac - oin 1365~

Jetzt haben wir zwar wiederum eine mittlere Anderungsrate im Zeitintervall
zwischen 1,45 h und 1,55 h berechnet, da dieses Zeitintervall jedoch sehr klein ist,

kénnen wir ohne Bedenken erklaren, dass Berts Vater mit 136"7"1 an Frankfurt

vorbeigefahren ist.

Wir koénnten dieses Spiel jetzt noch lange weitertreiben, indem wir unsere
Zeitpunktintervalle immer kleiner machen, z. B. zwischen t; =1,499h und
t, = 1,501 h. Wir kdmen damit immer naher an die momentane Geschwindigkeit
heran. Und diese momentane Geschwindigkeit entspricht der momentanen
Anderungsrate.

Betrachten wir uns noch einmal die Grafik. Wir sehen, dass die grin eingezeichnete
Momentangeschwindigkeit die blau gestrichelte Messkurve berlhrt. Die griine Linie
ist wiederum eine Gerade. Der Unterscheid zur mittleren Anderungsrate ist der,
dass dort die grinen Linien die Messkurve schneiden. Bei der momentanen
Anderungsrate haben wir aber keine Schnittpunkte mehr, sondern einen einzigen
Berthrpunkt. Die Gerade ist also zur Tangente an die Messkurve geworden. Die
momentane Anderungsrate entspricht also der Steigung der Tangente als auch der
rKurve im untersuchten Punkt.

Merksatz

Die momentane Anderungsrate ist die auf einen ,Moment" (sehr kurzen
Zeitraum) bezogene Veranderung einer zeitabhangigen MessgroB3e G. Sie kann

mathematisch als Ergebnis des Grenzprozesses % = AltimO% als Ableitung G'(t)

einer Zeit- G-Funktion G(t) dargestellt werden.
Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Anderungsrate#Momentane_.C3.84nderungsrate

Nahere Einzelheiten und Regeln als auch Ubungen findest du in den einzelnen
Kapiteln ,Mittlere Anderungsrate" und ,Momentane Anderungsrate™ hier im
Portal.
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Schwankungen. So andert sich die Bevélkerungszahl eines Landes, der e L
Durchmesser eines Baumes, die Anzahl der Bakterien, die
Geschwindigkeit eines Autos, der Zufluss in ein GefaB usw. nicht
konstant, sondern sind auf die Zeitachse bezogen, unterschiedlichen
Zunahmen der BestandsgrdoBen unterzogen.

Bei solchen Vorgangen kommt es jedoch nicht nur auf den aktuellen Bestand an,
sondern auch darauf, wie schnell sich die BestandsgréBe &ndert. Diese
~Schnelligkeit™ versuchen wir, mathematisch zu beschreiben.

Beispiel 1

Wahrend eines Dauerregens wird die Wassermenge V
(in Liter) in einer Regentonne in Abhangigkeit von der
Zeit t (in Minuten) gemessen.

Zeit ¢ | o | 1| 3 | 5
VolumenVv | 25 | 292 | 376 | 58

Ubertrage die Messdaten in ein geeignetes Koor-
dinatensystem und berechne die mittlere Volumen-
anderung pro Minute in den ersten 5 Minuten.

L6ésung
Der Eintrag der Messpunkte in ein

Koordinatensystem  flhrt zum
Schaubild gemaB nebenstehender
Grafik. Wie du siehst, lauft der o
Vorgang nicht kontinuierlich ab
(beachte die gepunkteten Linien).

FOlr

GOltr

401t

301tr
. . . A3
Die blaue Linie stellt nun die =«

mittlere Anderungsrate in den .,
ersten 5 Minuten dar. Diese Linie | | | | | i
St ol ainer Seraden duch de i i
Bekanntlich haben Geraden ja eine Steigung m. Der Wert dieser Steigung ist gleich
dem Wert der mittleren Anderungsrate in den ersten 5 Minuten.
In der Mittelstufe haben wir die Steigung einer Geraden mithilfe der Formel
V2=V
- X2 — X1
berechnet. Diese Berechnung gilt auch fir die mittlere Anderungsrate, nur dass
wir jetzt an Stelle von m schrelben . Um den Bereich zu beschreiben, fur den wir

die mittlere Anderungsrate bestlmmen wollen, schreiben wir I = [a; b] (gesprochen
»Im Intervall von a bis b™). In unserem Beispiel ist a = 0 und b = 5. Mithilfe dieser
Definitionen kdnnen wir nun die mittlere Anderungsrate (die ja eine Anderungsrate
des Volumens ist) berechnen mit:

Ay 58-25 33

Ax- 5-0 5 %
Die mittlere Volumenanderung in I = [0; 5] betragt 6,6 lt—r

Der mathematische Namen fur —= Iautet ,,leferenzenquotlent“

: byj-frn-mrné-bnuggrmhr als 500,000 Ayfgaben fur s‘a\ula Bung Stidium |
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Merksatz
Die mittlere Anderungsrate einer Funktion f im Intervall I = [a;b] ist der
Differenzenquotient %.
Mit dem Differenzenquotienten kann z. B. beschrieben werden:
- die mittlere Steigung einer Kurve
- die mittlere Volumenzunahme
- die mittlere Geschwindigkeit (Durchschnittsgeschwindigkeit).
Beispiel 2

Berechne mithilfe des Differenzenquotienten die mittlere Volumenanderung der
Messwerte aus Beispiel 1 in den Intervallen I = [0;1], I = [1;3] und I = [1;5].

L6sung , ] l
 ra.a1. Ay 292-25 42 tr
[ [1f5]. B _solma o8 W

e AT 5—-1 T 4 T 7% min

Geometrische Bedeutung
Wie wir in den beiden
Beispielen gesehen haben,
verandert sich die mittlere
Anderungsrate je nachdem,
zwischen welchen Mess-
punkten wir sie berechnen.
Nun lassen sich solche
Messreihen auch  durch
mathematische Funktionen

beschreiben, denen eine = @&EsEeee | M NN 0
Funktionsgleichung Zu- IEERE N by
grunde liegt. e Ry ="

Betrachten wir uns einmal
die h — t—-Funktion des freien

Falls. Ihre Funktions- - . \
gleichung lautet j? ~0-3,3 3s_f__§?_f?_—___‘_\__;__________;_ _____
| i :
h(t) = hO _E'gtz M:E_:[Q,QG ??.\

2-0,5

mit g= 9,81?2 als Erdbe- : _ ‘ A s VI
schleunigung (Ortsfaktor). Powered by GEOGEBRA.0rg | TZeitin & Q(3,38]0)
by Fit<In-Mathé ule und-Studium 4
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Wir lassen einen Stein vom schiefen Turm in Pisa aus rund h, =56m Hohe
herunterfallen. Der Graph der Funktion des freien Falls ist ja eine Parabel wie
obenstehend abgebildet. Die Fallgeschwindigkeit des Steins wird ja stets groBer,
bis er auf der Erde aufschlagt. Nun wollen wissen, mit welcher
Durchschnittsgeschwindigkeit der Stein fallt, bilden also den Differenzenquotienten
zwischen den Punkten P und @, also in I = [0; 3,38]. Die Berechnung zeigt, dass wir
eine mittlere Fallgeschwindigkeit von 16,57% haben.

Bei der Fallstrecke zwischen den Punkten P’ und @', also in I = [0,5; 2], kommen wir
zu einer mittleren Fallgeschwindigkeit von 12,26%. (Dass die Geschwindig-keiten

in der Grafik mit ,-, angegeben sind, rihrt daher, dass der Stein ja nach unten
fallt.)

Betrachten wir uns noch einmal die obige Grafik. Die rote Linie flur I = [0;3,38]
schneidet ja den Graphen der h — t—Funktion in den Punkten P und Q. Sie ist also,
bezlglich des Graphen eine Sekante. Gleiches gilt auch fir die grine Linie mit den
Punkten P’ und @', sie ist ebenfalls eine Sekante. Sekanten sind im
mathematischen Sinne Geraden und Uber den Differenzenquotienten haben wir die
Steigung dieser Geraden berechnet.

Mit anderen Worten:

4 N

Merksatz

Die mittlere Anderungsrate einer Funktion f im Intervall I = [a; b] entspricht der
Steigung der Sekante durch die Punkte P(a|f(a)) und Q(b|f(b)).

‘® by Fit-In-Mathe-Online, riehr als 500000 Ayfgaben fur Schule ungd-Studium
www.fit-in-mathe-oplife.de RL b b eite 9
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Aufgabe 1

Berechne fir die im Schaubild dargestellte Funktion die Steigungen der &
Sekanten durch die gegebenen Punkte. Zeichne die Sekanten in ¥
verschiedenen Farben ein und beschrifte sie.

a) DundC b) CundB c) BundA d) DundA

5

Yy

5 4

[u]

Dj: ([]f(_‘j} 3 4 é: BE'ID)? =] o 1D:B1'

Powered by GEOGEBRA.org

Aufgabe 2

Chemische Reaktionen kdnnen langsam oder schnell ablaufen. Bringt man z.B.
Zink in Salzsaure, entsteht Wasserstoff. Die folgende Tabelle gibt die Menge des
Wasserstoffs in Abhdngigkeit von der Zeit an.

Zeit in s | 2 | 4 | 6 | 8 | 10 | 12
Menge Wasserstoffinm! | 21 | 305 | 355 | 405 | 425 | 43
L Juewren L
a) Erstelle hierzu ein Diagramm. V"‘r““
Was lasst sich  Uber die amd--ood
Wasserstoff-Produktion aussagen? ; A T A
b) Trage die Steigungsdreiecke der T
nachfolgenden Intervalle in das —ohmed 1 1 Lol bbbl b
Diagramm ein und berechne die ! A
mittleren  Anderungsraten in "YUV U
diesen Intervallen: B s (o M S S SEE S S S
[2;4]; [4;8] und [8; 12].
_:'::anz I N N N S B | 5 Zsi

by Fitin-Math "‘Dﬂﬂ/_gtgiban far S’ﬂ’lula ung-Studium W
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Aufgabe 3

In der Tabelle findest du die zurlickgelegte Strecke eines Autos Uber eine Fahrt

von 10 Stunden.

a) Trage die Messpunkte in das Koordinatensystem ein und verbinde die
einzelnen Punkte. Uberlege und berechne, zwischen welchen Zeitpunkten
das Auto die hochste Geschwindigkeit hatte und wie hoch diese
Geschwindigkeit war.

b) Berechne auch die mittlere Geschwindigkeit Gber die gesamte Fahrtzeit und
zeichne diese ebenfalls in das Koordinatensystem.

tinh |f@)inkm| | A
1200km k ____________________________________________________
0 0 : moo
5 150 S e
4 400 51000km VVVVV === R e ittt T e T - (S | ___i_
i I i i i I i i i I i i
6 800 | 900km §- - - - - rTTTAT T TTryTTTTr-TT T TTTATTTTYCTTTTrTTTo T TTATTTTTY T
i i i i | i i i i i i i
| | | | 1 | | | 1 | | |
1800km§- - == === ==q-=-==f----pF-=--j--==-q----f----F--=--j-=--q--=-=-7-
8 950 | | T ’ | T . | T
i I i i | I | i i I i i
I (11 1L e B B et e e e B e e e et
10 1000 ! ! ! ! ! ! | | | | | |
i I i i | i | i | I i i
N O O S T SR
i I i | i i i | | I i i
|
e B e e e e R saeay s
i
e R St e e et st &
: | | | 1 | | | 1 | | |
| 300km §- - - - - (et ek St e e D S it it s s
1200km§- - - === == -q----FT----F----j----q----f----pf-=-=--]-——-q----1-
i I i i | i i i | I i i
i i i i i I i i i I i i
[ (111 1 e e B ik T e e B S e B s et
i i i i i i i i i i i i
! _Okm ! !
PR
1h oh  1h 2h 3h 4h 5h 6h 7h 8h gh wnt 11h
PSS | S MY VRN NV MV MO PR SN SO 1
! Powered by GEOGEBRA.org ! ! | ' : ! |

Ein Rickhaltebecken flllt sich
nach anhaltenden Regenfallen. |
Das Wasservolumen V im Becken &
(in Mio. m3) lasst sich in Ab-
hangigkeit von der Zeit t (in
Tagen) wie folgt beschreiben:

V(t) = —0,015t3 + 0,26t + 0,25.
Bestimme die durchschnitt-
liche Anderungsrate des Wasser-
volumens in den ersten drei
Tagen. Erlautere den Wert.
Rechne den ermittelten Wert auch
in kleinere Einheiten um.

by Fit<in-Math nﬂ/ng{u'fdhr als 5 ’tnuwzqibun far §
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Losung Al

a) & _yem_00_ by 2 =Z%Ye_L720_ 399

Mxpc  xc-yp 50 Mxcp  xp—Yc 9,55 ’
9) Ay _Ya~yp _ A4-17 _ 54 d) Ay  _ya—yp _ 4470 _ 0 44
Axga xa-yg  10-95 ! Axpa  Xa-yp  10-0 !
84-———4————; ———————— S S — n Bl e Tl e i b (el el
| I | | | | J | |
| I | | | | I | |
| I | | | | I ( | |
| I | | | | I | |
5‘ NN [P N RN —— S PSR FE—— e eaebocaecacsadecccecdaece-l S QR SAp—
|

| |

Powered by GEOGEBRA.org

LOosung A2
a) Die Wasserstoffproduktion pro

Sekunde nimmt mit steigender ﬁK;
Zeit ab. |

b) Intervall [2;4]: e
AV=V,—V,=355-305=5 ;
At=t,—t,=4—-2=2
AA—‘:=§=2,5ml/s Soémmz Lo A
Intervall [4; 8]: CENTYY RN S -
AV =Vg—V,=405-355=5 I S e e R N
At=ty—t,=8—4=4
s =5 =125ml/s
Intervall [3;12];
AV =V, —Vg=43—-40,5=25 USRS SN NN N S S SN NN N SO S S S
At=ti,—tg=12-8=14 e
50= 7 = 0625 ml/s " Rl Godioios T T T T T E

by Fitin-Math nﬂ/ng{u'ldhr als 5 ’fuuwzqibun flr &
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

Lésung A3
a) Nach dem Einzeichnen der Punkte . e e o
und der Strecken zwischen den .l v .
Punkten in das Koordinatensystem oo A S T S S S ¢
erkennen wir den steilsten Verlauf §9mkm
der Verbindung zwischen der i«

vierten und sechsten Stunde. 700 { - T =
_ As _ Se—S4 __ 800—400 _ k_m Eeoom i ;
m46max At tg—ty - 8—6 =200 h Esocmm ! ! !
— _ As _ sjp—sp _ 1000—0 _ km OOy [ T SR S
b) m= At~ tio—to  10-0 100 h* ! v

| 300km
i

i ' ‘
1 200km 4 - - = —- - - <
i i

| 100km §- - - -
i

.__Okm
Ah

N T e B B8
i H g |

1-200km - = = = —l= === A === —fmm——pmmm—mm—m o ——— = ——— e

Losung A4

Wir bestimmen den Differenzenquotienten flr das Intervall I = [0; 3]:
AV V(3)-V(0) _ -0,015-3°+0,26:t*+0,25-(0,25) _ 1,935

= = 0,625
At 3-0 3 3
Deutung:
i 3
In den ersten drei Tagen flieBen im Durchschnitt 0,625M;f2;" Wasser in das
Rlckhaltebecken.

Umrechnungen in kleinere Einheiten:

: 3 3 3
0,625X™ — 625000 2 = 260412 = 26.041.000~
Tag Tag h h

‘® by Fit<in-Mathe rnl}(ﬂmhr als 500,000 Aufgaben fur Sehule und-Studium |4
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 2

Dokument mit 11 Aufgaben

Aufgabe 1

Bei einem Experiment wurde die Temperatur einer FlUssigkeit zu
verschiedenen Zeitpunkten gemessen. Die Tabelle und der Graph

zeigen die Messergebnisse. Eingetragen ist zusatzlich die Sekante des

Intervalls I, = [30; 50].

| | | | | | | | | | | | s

Jl._qc“.___:____l_ __:__ L___:. L___:. -_—L L e——-L L___l;f_

:L tin T
L min in
| °C
T 0 10
0 10 5
0 20 4,5
f 30 11
T 35 17
! 50 30
T P ! | ! | ! | : |

! _ 7 Powered by GEOGEBRAQIG '+ 1 |

Trage die Sekanten zwischen den einzelnen Messpunkten in die Grafik ein und
berechne deren Steigung. In welchem Intervall ist die Steigung minimal, in
welchem maximal?

Aufgabe 2
Entscheide, zu welchem Graphen der Differenzenquotient in den Kastchen gehort.
0-(18) _ ¢ o 175-0 _5

{

Seite 14
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 2
Aufgabe 3

Ermittle die mittlere Anderungsrate im angegebenen Intervall zeichnerisch und
Uberprife rechnerisch.

a) f(x)=x3+1; 1 =[0;2]

b) f(x)=-x%+1; 1=11;3]

) f)=x*+x+2;, 1=[-1,2]

Aufgabe 4

Bestimme den Differenzenquotient der Funktion f im angegebene Intervall (ohne
GTR/WTR).

a) f()=x-2)% I'=1[1;6]

b) f(x) =x’;2_3; I=[-3;-1]

C) f(xX)=vVx+5+x; [=[-4-1]

by Fit<In-Mathe-Online, riehr als 5i ‘*no/mﬁ.!mban fur Sehule und-Studium %
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49 ifferenzialrechnun
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Losung Al

1,40‘ N NI SRS W) W sy Ny STy SeS TRy [ Wy——" Wp=—— |
| | | | | | | | | | | |

_Poyv !ered by GEOGEBRA org_ | . 1. el tin min
Mig:10) = 355 = ~05 M10;20] = 2405——150 =005

M = =055 m = =50

M{35;50] = % =087 M50;60] = % =-7,0

Im Intervall [30; 35] ist die Steigung maximal, im Intervall [50; 60] minimal.

Losung A2
Zur Identifikation von Kastchen und Graph musst du folgendermafBen vorgehen:
Beispiel fir Kastchen A:

Der Differenzenquotient lautet ja 22 =22 pamit kannst du bei A: zwei

Ax Xp—Xq
Punkte eines zugehodrigen Graphen bestimmen. Im Beispiel ist dies ein Punkt
Q(3|0) da x, = 3 und y, = 0 ist. Der zweite Punkt ist P(0| — 1,5). Nun musst du
in den vier Grafiken nachsehen, welcher Graph durch diese zwei Punkte
verlauft. Dies ist nur in Grafik (4) der Fall.
Es gehdéren zusammen:
A und (4); B und (1) Cund (2) D und (3)

1000 Aufgaben fur Schule und-Studium 4




asungen
Level 1 - Grundlagen - Blatt 2

Losung A3

Du musst die Graphen der gegebenen Funktionen zeichnen, die Punkte P(x;|f(x,))
und Q(x;|f(x;)) eintragen, die Punkte verbunden und Uber ein Steigungsdreieck die
Steigung ermitteln. AnschlieBend prifst du mit Hilfe des Differenzenquotienten dein
Ergebnis.

2 POID; QI9) i
Mzeichnerisch =A4 o1 ‘ y | ! v
mrechnerischzﬁzﬁ:‘l' o °

b)  P(I0); QGI-8) o)
Myeichnerisch = —4 ! A

Ay —-8-0 I Ay
Myechnerisch = x = 5.1 =—4 .

c) P(=1]2); Q(I8)

Myeichnerisch = 2
Ay — 8-2

m ; = = =2 /1 0 2 3 4
rechnerisch = ax ™ 2—(-1) Powebed bv GEOGERRA.ora

A
1

0

| | | | 1
-2 -1 0 1 2 3 <

_Powered by GEOGEBRA.org |

Losung A4
Ay  (6-2)2-(1-2)% 15 _
a) Ax 6-1 =5 =3
9 9
Ay (W_s)_((—s)z_‘?’)) 9-3-(1-3) 6+2 8
b) —_ = = = —_— - = 4
Ax —1-(=3) 2 2 2
Q) Ay _ V-145-1-(V=4+5-4) _ 2-1+3 _ 4
Ax —1—(-4) T3 3

by Fit<in-Mathe ru}{rﬂum als 5| ‘tnuwzqaban T
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Br-Ing. Meinolf Milter: / webmaster@fit-in-mathe-online.de




9 P 9 £ ifferenzialrechnun
L A&f/ abenb tbd/o L/AM -
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 3

Dokument mit 16 Aufgaben

Aufgabe Al
Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?
Wahr | Falsch
Die durchschnittliche Geschwindigkeit ist die
a) |« R O 0
Anderungsrate zum zurlickgelegten Weg.
Anderungsraten lassen sich mithilfe eines Quotienten
b) g Q 0 0
berechnen.
Bei einer Funktion mit konstanten Werten existiert
c) o 0 0
keine Anderungsrate.
d) | Anderungsraten besitzen stets eine Einheit. O 0
Aufgabe A2 )
Welche der nachfolgenden Terme stellen Anderungsraten dar:
fla+1)—-f(a) Fe)-f(h) fb)-f(@)
a) T ) % — )
O O O
Aufgabe A3

Die lineare Funktion f hat die Gleichung f(x) =3x — 7. Kreuze an, welche der
nachfolgenden Zahlen die Anderungsrate angibt.

-7 3 _g
O O O

Die Anzahl von Salmonellen in einem Kartoffelsalat verdoppelt sich stindlich.

Zu Beginn sind 8000 Salmonellen vorhanden.

a) Bestimme die Anderungsrate der Salmonellenzahl im Intervall I = [2h; 4h]

b) Zu Beginn welcher Stunde ist die Zahl von 100000 Salmonellen erstmals
Uberschritten?

Bei einer Fahrt mit einem HeiBluftballon wird die Entfernung x und die Hohe y

Uber dem Ausgangspunkt aufgezeichnet.

x(nkm) | 0o | 10 | 25 | 50 | 60 | 70

y (inm) | 0 | 900 | 1200 | 2400 | 900 | 0

a) Bestimme flr die Zuordnung x — y die Anderungsrate flir den zweiten und
dritten, sowie flur die letzten beiden Tabellenwerte.

b) Nach 50 km wird beim Aufstieg die maximale Hdhe erreicht. Um wie viel m
stieg der Ballon pro km durchschnittlich?

byj-fn—Mathd—bnﬂgg(Muhr als 500/000 A ) Ayfgaben fur Schule un t;lchStudlum 9
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Level 1 - Grundlagen - B/att 3
Aufgabe A6
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x? — 3.
Bestimme den Wert des Differenzenquotienten in
a) [1=1]0;3] b) 1=[-2;1]

Quelle alle Aufgaben: WADI-Arbeitsblatter Klasse 9/10 Teil 2 Aufqaben Nr. C11 1-6
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2 Ve qungen
Level 1 - Grundlagen - Blatt 3

Losung Al
Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Wahr | Falsch
a) I?ie durchschnittliche Ge_:.schwindigkeit ist die =
Anderungsrate zum zurlckgelegten Weg.
b) Anderungsraten lassen sich mithilfe eines Quotienten 7
berechnen.
Bei einer Funktion mit konstanten Werten existiert
; X
©) keine Anderungsrate. () ]
d) | Anderungsraten besitzen stets eine Einheit. O
Hinweis:

Die Beantwortung von Aufgabenteil c) mit Wahr darf als korrekt angenommen
werden, wenn man davon ausgeht, dass eine Steigung m = 0 ebenfalls eine
Anderungsrate darstellt.

LOésung A2 )
Welche der nachfolgenden Terme stellen Anderungsraten dar:
fla+1)-f(a) f)-f(h) f)-f(a)
a) T b) T ) e
O
Losung A3

Die lineare Funktion f hat die Gleichung f(x) =3x — 7. Kreuze an, welche der

nachfolgenden Zahlen die Anderungsrate angibt.
7

-7 3 -3
O O
Hinweis:

Gegeben ist eine lineare Funktion der Form f(x) = mx + ¢, in der die Variable m
die Steigung der linearen Funktion darstellt.

Losung A4
Tabellarische Lésung:

t (in h) o | 1 | 2 | 3 | 4 | s
Anzahl Salmonellen | 8000 | 16000 | 32000 | 64000 | 128000 | 256000

a) i—'; = 1280?__232000 = 2990 — 48000 Salmonellen/Stunde.

b) Aus der Tabelle lesen wir ab, dass zu Beginn der 4. Stunde die Zahl von
100000 Salmonellen erstmals Uberschritten ist.

Rechnerische Lésung:

Die Salmonellen vermehren sich exponentiell, die Funktion n(t) =8000-2¢

beschreibt dieses Wachstum.

a) i—rtl = "(4:'21(2) = 2R = 222 = 48000 Salmonellen/Stunde.

‘® by Eit<in-Mathe-Online, mer als 500.000 A /cglqaben fur s‘a’uula und-Studium ¥
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b) 100000 = 8000 - 2¢ | : 8000
100000 _ ¢
8000
2t =125 | log
t-log(2) =1log(12,5) | :log(2)
_ log(12,5) ~ 3,64
log(2)-
LOosung A5
. Ay _ 1200-900 _ 300 _ m
a) [=12;3] o 35 1 —300km
_ . A_y _ 0-900 _ m
I'=15;6] Ax T 6-5 900 km
b) Berechnet werden muss das Intervall I = [0; 4].
[=[0;4] X 200_20_ 4001
Ax 4-0 4 km
Der Ballon stieg im Durchschnitt 600 m auf einen km.
Losung A6
. by _ fFG3)=f(0) _ 6=(=3) _ 9 _
a) 1=10;3] Ax — 3-0 3 _3_3
o Ay _ f()—f(=2) _ =21 _ -3 _ _
b) I=[2z1] 5= 1-(-2) 3 3 1
tudium 4
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Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1

Dokument mit 10 Aufgaben

Aufgabe Al

Wahrend eines Dauerregens wird die Wassermenge V (in Liter) in einer &
Regentonne in Abhangigkeit von der Zeit ¢ (in Minuten) gemessen:
Zeit ¢ | o | 1 | 3 | s
VolumenV | 25 | 292 | 376 | 58
Berechne die mittlere Volumenanderung pro Minute in den ersten 5 Minuten.
Ubertrage die Messdaten in das Koordinatensystem und kennzeichne die mittlere

Volumenanderung durch ein Stelgungsdreleck

- )
] 1 ] ] ] 1

o esw dMOlumen . .
i i i i i

i I 1 1 1 I

- -BOWr 4 - ——— — — i [, Lo B [ IR Lo
i i | i i
i [ | [ i

- - Bty - - == - - - T === r------ ------- jm------ r----
1 1 I
i i i i i

--50tr 4-- - -- - - +- - - - —-"-“4-—-—-—---—-"b-——————d————_——_——_—_—_—_—_—_— - ===
I 1 1 1 I
1 | 1 1 1 !

—-agir g - - — o e b - b -
| | | l |

—-40ltr - - - - - - — T--T T (e r-——-—--- L A (e ro-o-
| l l l |

e 1 i S I
I 1 1 1 I
| 1 1 1 ]

--30lr 4 ------4------- e it it LE e F----
I 1 1 1 I

-6l g ———=-=f--———- - ——--—p--——--q-—————mm—————p - ===
i i i i i
I 1 1 1 I

— 20 A - ——— — — i [, Lo B [ IR Lo
i i | i i

T —— N R

I i i i I
1 e —.——_———"—"_f———ee-
1 ] ] ] 1

n Omin 1min 2min 3min amin Smin Eilrnilt ’
| | X | | |

Aufgabe A2

Die Flughdhe einer Rakete nach dem Start hangt von der Zeit ab. FlUr eine
Saturn-V-Rakete kann die Flugbahn (in Metern) naherungsweise durch die
Funktion f(x) =1,17x?2+5,99x in Abhé&ngigkeit von der Zeit x (in Sekunden)
beschrieben werden. Berechne die Anderungsrate der 3. und 7. Sekunde, der 3.
und 5. Sekunde, der 3. und 4. Sekunde. Interpretiere diese Anderungsraten.

‘ by Fit-in-Math ehr als 50 ‘nnn/éqtqaban far ﬂula/l.ig]dﬁtudlum M
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Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1

2

Aufgabe A3

Die Hohe einer Kresse Pflanze wurde Uber mehrere Tage bestimmt (siehe
Tabelle).

--I : : | | | | | | | | | T Hh
JHéhemmm 0 o0 age | none
| | i . . . | . . . | . d (in mm)

N N O N O O O O N
S S N N SN S NSNS SN NN S N S B 2 0
Lo 3 0

E _______________________________________________________
4 0

5 ——————————————————————————————————————————————————————————
| | | | | | | | | | | | 5 1

PP R ! ____'_____'____'_____:____:_____'_____'____'_____'____'_____'
o 6 2

T e : ___________________________________
! 7 4

2"___1____r___—I____r____:____T____I____T____I____T____I____-l
| | | | | | | | | | | | 8 6

‘1.____l____L____l____L____l____JI. _____________________________
| | 9 7

o | | |

o 1 3 3 4 5 6 7 g a 10 1 12

Ao o oo 1 1 dinTag

Trage die Messpunkte in das Koordinatensystem ein und verbinde sie mit einer
Kurve. Berechne dann die mittlere Anderungsrate der Funktion Tage — Hohe fiir

a) den gesamten Messzeitraum, b) flr die ersten drei Tage,
c) fur die letzten drei Tage, e) fur die mittleren drei Tage.
Aufgabe 4

Bei einer Bakterienkultur verdoppelt sich jede Stunde die Anzahl der Bakterien.
Zu Beginn der Messung waren etwa 12000 Bakterien vorhanden. Bestimme die
mittlere Anderungsrate der Bakterienzahl fiir das angegebene Intervall I.

a) I=[3h;8h] b) I =[1h;5h]

c) I=[10h;12h] d) I=[101k;105h]

4 ule und-Studium %
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Losung Al
AV =Vs—V, =58 —25 =33

At=ts—ty=5-0=5 78 [ S S e o
w33 ] R e N S o o
At 5 66 - - - 66 --——-——1: ------- 3 ——————— i—-——-——-‘:——- o e
Die mittlere Volumenanderung pro Minute in i ! | )
B i S it it il bl
den ersten fUnf Minuten betragt etwa 6,6 ltr/min. [ | L v Sl
- —-40H --——-——15 ------- 3-----/-;.5-57_.__.‘: _____ A_‘./_____rj_';___.
- 30t 4 - -~ 5:,5""""T'T'"":""""l"'"""'"":""'
-~ 251 E 3 At::S 3 : ,,,,,, Er,,,
Dl I | I | i I Zeit
. Omi m 2mi 3mi 4m| 5r:n Emrt
Losung A2
x | 3 ] 4 | 5 | 7 g g oy
_ f@) | 285 | 42,68] 59,2 | 99,26 ) flx) =1,17%"+9,99x /.,
Anderungsrate zwischen der B £
3. und 7. Sekunde: .
(7; 5(3) 99, 264—28,5 — 17,69 m/s = i
3. und 5. Sekunde: Ls -
Ay f(5; 1;(3) 592;28,5 = 15,35 m/s ,'/
3. und4 Sekunde: i A
Ay _ f(W-f(3) _ 42,68-285 _ 14,18 m/s e ; _ i
Ax 7-3 1 A
B {’ x:..-

Bedeutung der mittleren Anderungsrate:
Die Anderungsrate 17,69 m/s ist die Steigung der Sekante 4B, d.h., Anderungsrate

17,69 m/s = y . Dies entspricht der mittleren Geschwindigkeit ( ) der Rakete von der

3. bis zur 7 Sekunde. Da sich die Kurve und die Strecke im Intervall [3;7]
unterscheiden, ist 17,69% nur ein Naherungswert und nicht die tatsachliche

Geschwindigkeit der Rakete nach 3 bzw. 7 Sekunden.

Losung A3

y & -7 y & = c) % 3 y & =
Ad[l 9] 8 Ad[1;3] Ad[7;9] 2 Ad[4;6]

Losung A4

8 _ 5_»1
a) AB _ 12000-2°-2%) _ 372 - 10° b) AB _ 12000-(2°-2" —9.10%
At[zg) 8 At[1s] 4
12_510 105_,101
0) AB _ 12000:(2'2-2"%) _ 184107 d) AB _ 12000-(2195-21%%) _ 114 -10%
At[1o;12] 2 At[1o1;105] 4
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Dokument mit 6 Aufgaben

J

49 < {9 ifferenzialrechnun
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Aufgabe Al

Die Ausbreitung einer Schockwelle einer atomaren Explosion kann

beschrieben werden.
Berechne die mittlere Ausbreitungsgeschwindigkeit in den Intervallen [0;3] und
[2; 5].

Aufgabe A2
Ein Radfahrer fahrt zwischen 10:30 Uhr und 11:50 Uhr mit der mittleren

Geschwindigkeit 18 kTm Um 11:50 Uhr zeigt sein Kilometerzahler den Stand
10142 km an.

a) Wie war der Zahlerstand um 11:30 Uhr?
b) Welche Aussage kann man zum Zahlerstand um 11:40 Uhr machen?

Aufgabe A3

Skizziere den Graphen einer Funktion f, die folgende Differenzenquotienten hat:
Der Differenzenquotient von f im Intervall [0;2] betragt 0,5; der
Differenzenquotient von f im Intervall [2;5] betragt 1 und der Differenzenquotient
von f im Intervall [0; 6] betragt 0.

Aufgabe 4

Bei einem Messfahrzeug wird soq----vo-qooo oo b
wahrend einer Fahrt die S tnm R
zurickgelegte  Strecke aufge- | R
zeichnet. Nebenstehende Grafik (-~~~ 1/
zeigt den Graphen der Funktion ) . . i i . f.
Zeit t — Strecke s (t in min, s in m). A T S S H S S R S A
Die mittlere Anderungsrate von s SN Sl S R TR e R U N -
in einem Messintervall h ist die 25¢{--F--1--G--G-—-"-----F--r--i--1- /-
Durchschnittsgeschwindigkeit des T RN W S i G R A
Fahrzeuges in dem Intervall.

Bestimme naherungsweise die ]

30 4

| | | | | | | | | | |
20¢--r-——-71v-- > aacteriy Bt i prr] mtoirs amtead fmaems: Araiorim et e
| | | | | | | | | | |

Durchschnittsgeschwindigkeiten 104

far F

a) I =[0min;8min] . : L

b) I =[10min; 12 min] o 1 2 3 4 5 & 7 & 5 W 1w
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9 {9 ifferenzialrechnun
] | | Aufgabenb att/o ke

4l Y\
.zur ttleren And

asungen
Level 2 - Fortgeschrltten - Blatt 2
Losung Al
[0; 3] [2; 5]
At=t,—t;=3-0=3 At=5-2=3
As=s(3)—s(0)=336—0=2336 As=s(5)—s(2) =56—12,8 =432
As 33,6 As 432

VS =11,2 VRS =144

Losung A2

Zunachst Umrechnung von 2 in E
18 km km

187———,=0,3 — .

60 min min

a) Tachostand um 11:30 Uhr:

At =11:50Uhr — 11:30 Uhr = 20 min

10142 km — 20 - 0,3 km = 10136

Um 11:30 zeigte der Tacho 10136 km.
b) Tachostand um 11:40 Uhr:

At =11:50Uhr — 11:40 Uhr = 10 min

10142 km —10-0,3 km = 10139

Um 11:40 zeigte der Tacho 10139 km.

Losung A3
Wir missen zunadchst flur die o

einzelnen gegebenen Intervalle
Punkte der gesuchten Kurve
eintragen. Da wir nicht wissen, wie
die Kurve in y-Richtung verschoben
ist, beginnen wir im Ursprung. Dort
zeichnen wir ein Stick einer Gerade
mit der Steigung 0,5 und erreichen
damit den Punkt (2|1). Von dort aus
zeichnen wir eine Gerade mit der
Steigung 1 bis zum x-Wert 5, was
zum Punkt (5]4) fuhrt.

Da die Steigung im Intervall [0;6]
gleich 0 ist, muss der Punkt (6/0)
ebenfalls ein Punkt der Kurve sein.
Nachdem wir diese Punkte identifiziert haben, zeichnen wir skizzenhaft einen
madglichen Verlauf des Graphen.

3
7 E\w 7 8
1{Powered by GEOGEBRA:0rg- -\~~~ =~ ~-- =~~~

Losung A4
a) I =[0min;8min]
s _1020_ 4o m
At[o;8] 8 min
b) I =[10min; 12 min]
As _ 45720 o m
At[10;12] 2 min
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.zur ttleren Anderungsrate

J

49 < {9 /fferenfialrech n
oS  Aufgabenb a;td/c ] 4
3

Level 3 - Experte - Blatt 1

Dokument mit 16 Aufgaben

Aufgabe Al

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =~ +2. Bestimme rechnerisch die IEI"' e

mittlere Anderungsrate der Intervalle I m|t

a) 1[1=1[0,001;0,005] b) [=710,01;0,05] c) 1=10,1;0,5] d) I1=11;2]

e) I=]3;4] f) I=1[5;6] 9) I = [50; 60] h) I = [500; 600]
Was fallt auf, je mehr die Intervallgrenzen gréBere Werte aufweisen?

Aufgabe A2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x%. Zeige, dass die Differenzenquotienten von

f in den Intervallen [a; b] und [a — 1; b + 1] Ubereinstimmen.

Aufgabe A3
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %xz — 3x. Berechne

a) die mittlere Anderungsrate im Intervall [2;5];
b) die Gleichung der Sekante g durch P(2|f(2)) und Q(5|f(5));
c) die mittlere Anderungsrate im Intervall [2;2,01].

Aufgabe A4

Ein Pudding kihlt nach seiner Zubereitung ab. Der Term T(t) = 20 + 70e~%1¢; t >0

(t in Minuten, T(¢t) in Grad Celcius) beschreibt den Abkihlvorgang. Die Abbildung

zeigt das Schaubild der Funktion T.

a) Von welcher anfanglichen Temperatur geht man aus?

b) Welche Temperatur hat der Pudding, wenn er abgekuhlt ist?

c) Zu welcher Zeit ist die ,,Geschwindigkeit", mit der sich der Pudding abkhlt,
am groBten?

d) Berechnen Sie flir die ersten 10 Minuten die durchschnittliche

Temperaturanderung. - Mompl T
. ] Templ ] ] ] ] ] ] ] I ] ]
T ] ] ] ] ] ] ] ] | ] ]
| i
T A P
\
|
iR 1 R e e e e e
L T O S Y S R S R
ey L S S S S S S S
80°C4 - - Nj-——-j-—=-T----—=-—-f---q-=-=-F---f-=--——=--f-=-=—7---
400 — —— + A—— - '____l____'____'_____'____: _____________________
-0t |
ﬂf.) = 20 + 708 | !
e I T N R A N [ S SR SR
\ \ V
Lk S
WLE ———q-—---——-T-—--—---f-—-q-—--F---T----—---7---q---
|
Lol rn e e
Omin | OmirOmin 20min 30min 40min §0min B0min 70min 80min QUmln 1DUm|n 11Dmin'
| i | | i i i | i

Hinweis: e ist die ,,Euler'sche Zahl* mit dem Wert 2,716923932 .....
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7 {9 ifferenzialrechnun

] :Aufg/abenb ttd/ﬁ /A”” 2
— - ZUR .

2

asungen
Level 3 - Expert - Blatt 1

Losung Al
Ay Ay Ay _ _ Ay _ _
a) =-200000 b) X=-2000 Q) ==-20 d) ==-05
Ay Ay _ Ay Ay _
e) i = —0,0833 f) Vi 0,03333 g) i 0,000333 h) vl 0,0000033

Je groBer die Intervallgrenzen werden, umso mehr nahert sich E einer Grenze 0.

Losung A2
Intervall [a; b]:
Ay _ f)—f(a) _ b*-a® _ (b+a)(b-a)
Ax (b—a) (b a) (b—a)
Intervall [a—1;b + 1]:
Ay _ f(b+1)-f(a-1) _ (b+1)?-(a-1)*> _ b*+2b+1-(a’*-2a+1) _ b*-a’+2(b+a)

=b+a

Ax ~ b+1-(a-1)  (b—a+2) (b-a+2) T (b-a+2)
_ (b+a)(b—a)+2(b+a) (b+a)(b—a+2)
- (b—a+2) (b—a+2) =b+a
Losung A3
Ay
a) Ax 7,5

b) y=75-x-2)+f2)=75-(x—2)—2 = y=75x—-17
c) 2=3015
Ax

Losung A4
t 0 ‘ 5 ‘ 10‘ 60

T(t) 90 ‘ 62,5 ‘45,8‘ 20,2

a) Man geht von einer anfanglichen
Temperatur von 90 °C aus.

b) Der Pudding hat 20 °C Temperatur, wenn
er ausgekuhlt ist.

c) Die groBte Abkihlungsgeschwindigkeit
ist zum Zeitpunkt t = 0 mit —7 °C/min am
groBten.

d) AT =T,y—Ty=458—90=—44,2
At=t—t,=10—0=10 |
AT - 22 _442°C/min -

At 10 10min OminMOmin 20min  30min 40min S0min B0min 70min SUmln g0min 1DUm|r\11Dm|
| Powered by GEQGEBRA.org | |
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.zur ttleren Ander ?ngsrate

Level 3 - Experte - Blatt 2
Dokument mit 15 Aufgaben
=
Aufgabe 1 ::
Berechne fur die Funktion f die durchschnittliche Anderungsrate auf dem
Intervall I = [a; b].

a) f(x)=5x%1=[-2;8] b) f(x)=-3x>+4;1=[-1;3]
c)  flx)=3x2—2x;1=[2;6] d) fO)=2+x1=[3;4]
e)  f()=4x—5x%1=[0;9] f)  fx)=08%1=][1;2]
9)  f() =sin(x); I =[-1;3] h)  f(x)=vx—cos(x); I = [4;5]

Aufgabe A2 =i
Berechnen Sie die Anderungsrate von f mit f(x) = ixz —x+ 1 im gegebenen
Intervall.

a) [1;1,5] b) [—4; —2,5]
C) [2;t] mitt>2 d) [3;3+h] Mith>0

3
Aufgabe A3 :f
Peter behauptet von sich, ein besonders korrekter Autofahrer zu sein. ,Gestern",
so sagt er, ,habe ich flr die 2,5 km lange Ortsdurchfahrt in Heilbronn genau 3
Minuten benétigt.™
War Peter so korrekt, oder aber hat er nur Glick gehabt, dass an manchen Stellen
keine Geschwindigkeitskontrolle war?
Die Auswertung des elektronischen Fahrtenbuchs, das die Fahrzeit und die
zuruickgelegte Strecke speichert, hat festgestellt, dass die Weg-Zeit-Funktion
ungefahr durch folgende Funktion f beschrieben werden kann: (x Zeit in Minuten,
f(x) Strecke in km).

S e e et EE e L P T T e B
i i

(]

| i i i
2 3 4 xr 5
| i i i
|

Powered by GEOGEBRA org

a) Wie kommt Peter zu der Aussage, dass er ein korrekter Autofahrer sei? Gibt
es Zeitintervalle, in denen er schneller / langsamer als 50 km/h gefahren ist?

b) Wie misste der Funktionsgraph aussehen, wenn Peter korrekt gefahren
ware? Gib eine Funktionsgleichung an.

c) Peter hat erfahren, dass nach 1,5 Minuten Fahrzeit die Geschwindigkeit
gemessen wurde. Muss er mit einem BuBgeld rechnen?

by Fit<in-Mathé-Online nehr ais 500.000 A /{_L{,lqﬁbanftlr S‘éﬁula und-Studium 4
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asungen
Level 3 - Expert - Blatt 2

LOosung Al

Detaillierte Vorgehensweise mit dem GTR flr a).

f(x) =5x%1=[-2;8]

GTR-Einstellungen:

Y1:5x2 -
‘EEE! SETUP
T%é%t?r*t= gl : 1z
s = :
Irndrnt: A= k - 4E
Oerpend: A=k I;ih Eﬂ
ﬂ — 320-20 =30 1 E
Ax  8—(-2) ——
A Y1
Ay _ -23-1 _ 5 125
D T s |
) X=22F_ | 535
AAx 3666267—4 5 El:l Egg
d) o ="——=-08333 il EhE
e) =20 31667 =8
f)  Detaillierte Vorgehensweise mit dem WTR (TI-30X Plus)
Ay _ 064-08 m
oo - 0l6 2: Edit function
9) Ay _ 014112—(- 084147)_02456 F{.I.}=U.8'I-l

Ax 3—(-1)
Ay _ 1,9524-2,6536 _ m
hy = =-—7T"—"=-07012

step=1 %
% CALC
41 FLad
0 i
E—C’aﬂ
) e N
Losung A2 =1
Ay _ by _ _
a) =34 b) =92

c) detaillierte Lésung:
Ay %tz—t+1—(l-22—2+1) H2ot41-142-1  2t2-t+1 4(3P-t+1) (2 g4y

Ax -2 - t—2 Tot-2 T 4@t-2) | 4(t-2)
_ (t=2)> _t-2
T a2 4
d) detaillierte L6sung:
9

L 2_ —(L32_ 1 2)_3_p4+1-243- 2i8n4ip2_p-2
By _ B2 -G+ (33%-3+1) _ 3(9+6n+h?)-3-h41-343-1  THinein?-h—3

Ax 3+h—3 h - h
Zh4in2
— o _ h(ht2) _ h+2
h 4h 4

'® by Fitin-Mathe
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) /a ) Mlﬁerenﬁlrfgaung

.zur a:leren And ngsrate ésungen

Level 3 — Expert — Blatt 2

LOésung A3 )
a) Peter bildet die Durchschnittsgeschwindigkeit (mittlere Anderungsrate) im

Intervall [0; 3] Minuten mit 2,5 km lang gefahrener Strecke.
B o250 _Skm 30 MM _ 50 kem/h

At 3-0  6min _ 60 min
Zeitintervalle schnellerer / langsamerer Geschwindigkeiten

Intervall [0; 1] (y-Werte aus Funktionsgleichung errechnet):
As _ 06570 _65km _ 39 km _ 3q km/h

At 1-0 10 min 60 min

Intervall [1; 2] (y-Werte aus Funktionsgleichung errechnet):
4s _ 1857065 12km _ 72 km _ -, km/h

At 2-1 1 min 60 min

Intervall [2; 3] (y-Werte aus Funktionsgleichung errechnet):
As 2,5—-1,85 0,65 km 39 km

== =—=— == —= =39 km/h

At~ 3-2 1 min 60 min
Ja, es gibt Intervalle schnellerer und langsamerer Geschwindigkeiten.

b) Funktionsgraph korrekter Fahrweise
Eine konstante Geschwindigkeit von 50 km/h entspricht dem Weg-Zeit-Gesetz
gleichférmiger Bewegungen mit v=%, umgeformt nach s als Funktionswert

ergibt s=v-t bzw. s(t)=v-s. Dies ist die Funktionsgleichung einer
proportionalen Funktion mit der Steigung v.

Funktionsgleichung fiir Peter mit v = 50 km/h = % km/min:

f)=2-x

c) Wir bilden die mittlere Anderungsrate im Intervall [1,4;1,6].
fs - 13751125 _ 025 km _ 75 K™ _ 75 km/h

At~ 1,6-14 02 min 60 min
Peter muss mit einer Anzeige einschlieBlich einem BuBgeld rechnen.

—
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WIKI

- - -

das Steigungsverhalten von Kurven

aussieht.

zwischen

Momentane/Anderunggrafe

Haben wir im Kapitel ,Mittlere Anderungsrate® kennengelernt, wie wir EI
bestimmten
Kurvenpunkten ermitteln, so ist es auch von Interesse zu wissen, wie 3
die Anderungsrate in einem einzigen bestimmten Punkt der Kurve

zwei

Differenzia/rechnung

-  —

S

Um zu verdeutlichen, wie das geschieht, betrachten wir wieder das Beispiel mit
dem schiefen Turm zu Pisa aus dem Kapitel , Mittlere Anderungsrate®.

In den nebenstehenden Grafiken sehen wir
zunachst die Ausgangssituation. Die mittlere
Anderungsrate zwischen den Punkten P und Q
betragt —9,81%.

Wir mochten wissen, welche Geschwin-
digkeit denn genau im Punkt Q herrscht.
Hierzu lassen wir den Punkt P entlang der
Kurve auf den Punkt Q zuwandern indem der
grin markierte Schieberegler a in der Bild-
mitte jeweils um 0,5 Einheiten naher an @
herangefiihrt wird. (Beachte dabei, wie sich
die Koordinaten des Punktes P und auch der

Differenzenquotient % verandern.)

Fallt letztendlich P mit Q zusammen, zeigt
uns der Differenzenquotient dann die genaue
Geschwindigkeit im Punkt Q mit —19,57m/s
an.

Letztendlich haben wir somit die urspring-
liche Sekante in eine Tangente an den
Graphen von f uberfihrt. Dies fuihrt uns zu
folgendem

Merksatz
Die momentane Anderungsrate einer
Funktion f in einem beliebigen Punkt

Q(a|f(a)) entspricht der Steigung der
Tangente an den Graphen der Funktion im
Punkt Q.

Mithilfe der momentanen Anderungsrate
ldsst sich somit die Steigung jeder beliebig
geformten Kurve in jedem ihrer Punkte
bestimmen.

Hinweis:

Im Online-Portal sind die nebenstehend ab
gebildeten Grafiken animierbar. Schaue dort
einmal vorbei.

Weg

om
_, [Hohe inm

P(0]56)

an_
At

36.38 — 5()
2-0

Q(2]36,38)

—9.81m/s

m" '#
mm
,pllug,ﬂ'

L JHBhe in m
N

*Zeit it s

P(0.52|54.67)

36.38 — 54.67

N\ A7 = - 5
\ At 2-0.52

Q(2/36,38)
N

by =+31

= =-12.36 m/s

*Zeil i1t s

N [Hoheinm

i
337 \,

 P(1[51.1)
Ah
At

36.38 — 51.1
R

Q(2|36,38)

=-14.72m/s

E s
Powered by GEOGEBr{i‘C rg

*Zeit irt s

o Hoh{z inm

f‘““’m
m“lf'w

;mm.,,;
,,muﬁ&

 P(1.544.96)
R

Ah

_ 36.38 — 44.96
At

2 1.5

Q(2/36,38)

= -17.17m/s

B0m H

It

il
’winu\,;ﬁ

*Zeit irt s

\
Bhe in m

\
R(1.99]36.58)

Ah _ 36.38 — 36. 58
At T 2-1.99

Q(2/36,38)

—19.57 m/s

Powered by GEOGEBRX.$rg
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Differenzia/rechnung

A MomentaneVAnderunggrate A

Beispiel 1

- - . -

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —2x2 +3x; x € R.

a) Berechne die mittlere Anderﬂungsrate im Intervall I = [1;3].
b) Berechne die momentane Anderungsrate an der Stelle x = 1. Interpretiere

den Sachverhalt geometrisch.

Losung )

a) Mittlere Anderungsrate in I =[1; 3]:
dy _ f@-f() _ 4525 _ 4
Ax - 3-1 2

b) Momentane Anderungsrate in x = 1:
Hierzu wéhlen wir den Punkt P(1|f(1))
und einen Punkt Q, der etwas weiter
rechts von P zu liegen kommt, zum
Beispiel den Punkt Q(1,1|f(1,1)).
Mithilfe einer Tabelle berechnen wir
nun mehrere Differenzenquotienten,
indem wir die x-Koordinate von @
immer naher an die x-Koordinate von
P heranrlicken. Das sieht dann so

L,
Tangentey ”‘Z.L—i—O,a 7
] ,, __________________
L v’
s
N D Vo foz_?@qnt_e_ y_i @+ 1_ 23
7 Q)
ad I 4PN ol i ____L
W0 ,
! //: iAy I'yq 'yp.—tia 23.—2 !
I Y £ e .
| ] 1 ] ] ] ] ]
P(l 2,5)‘ it \ ' ' '

N EAY
S |funktion fmit flz) =+ 5 2 3z\

o 1 2 3 4 < 7 a’:s
Powered by GEOGEBRA.org | | | |

aus:
Intervall [xp; x,] [1;1,1] [1;1,01] [1;1,001] [1;1,0001]
Ax = xg — xp 0,1 0,01 0,001 0,0001
w 1,95 1,995 1,9995 1,99995
X

Je naher wir also dem Punkt P kommen, umso naher kommt i—z der Zahl 2.
Wir kénnen also sagen, dass die Steigung der Tangente an die Kurve im
Punkt P(1|f(1)) m, = 2 ist. Mathematisch ausgedrtickt:

Die mittlere Anderungsrate auf I = [1; x,] strebt flir Ax — 0 gegen 2.

Die momentane Anderungsrate in x = 1 ist 2.

Geometrische Bedeutung

Die momentane Anderungsrate in x, =1 ist gleich der Steigung der
Tangente durch den Punkt P(1|f(1)). Dies ist gleichzeitig die Steigung des

Graphen der Funktion in xp = 1.

‘® by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fir Schule und Studium
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Differenzialrechnung

B nacanli & Momentane/Anderunggrate £ s

Beispiel 2

Ein Flugzeug beschleunigt beim
Startvorgang bis zum Abheben.
Das s-—t-Diagramm zeigt den
zurickgelegten Weg s in m in
Abhangigkeit von der Zeit t in s.

Da die Geschwindigkeit v in den
ersten 20s stetig zunimmt, kann
man die Momentangeschwindigkeit
v nicht mehr mit v=§ berechnen.

Bestimme die Geschwindigkeit des
Flugzeuges zum Zeitpunkt t = 10s
aus dem Diagramm heraus.

L6sung
Da wir keine Messdaten zur

Verfligung haben, sondern nur den
Graphen im s —t-Diagramm, legen
wir eine Tangente an den Graphen
bei t = 10s.

Wir tragen dann ein geeignetes
Steigungsdreieck an die Tangente
an und ermitteln daraus den
Differenzenquotienten.

Aus der Grafik lesen wir ab:

4s _ 200
— = =20m/s
At 10

Die Geschwindigkeit des Flug-
zeuges zum Zeitpunkt t=10s
betragt 20 m/s.

[

|
o a8 10 15 20
| | | |

by-GEOGEBRAQFG - - -—— -
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Aufgabenblatt

Level

Aufgabe Al

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (x — 2)? + x (siehe Grafik).
Zeichne in den Stellen x, Tangenten an den Graphen und bestimme mit

zurmomentanen Anderungsrate

Differenzia/rechnung

=

1 - Grundlagen - Blatt 1

Dokument mit 11 Aufgaben

Hilfe eines Steigungsdreiecks die momentane Anderungsrate an den

Stellen x,.
a)x,=0
b) xo=1
C) xo =15
d) xg=2
e) xg=-2

: Powered by GEOGERRA.org -1

Bestimme auch die Funktionsgleichungen der Tangent
Steigungs-Formel.

Aufgabe A2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2x2 — 3x.
Zeichne in den Stellen x, Tangenten an den
Graphen und bestimme mit Hilfe eines
Steigungsdreiecks die momentane
Anderungsrate an den Stellen x,.

a) xo = _1
b) xo = 1
C) Xg = 4

en mit Hilfe der Punkt-

Powered|

------------------------------

by GEOGEBRA.org

Bestimme auch die Funktionsgleichungen der Tangenten mit Hilfe der Punkt-

Steigungs-Formel.
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Aufgabenblatt

Aufgabe A3

zurmomentanen Anderungsrate

Differenzialrechnung

t— - -

Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x* - ~x? — 3x.

Zeichne in den Stellen x, Tangenten an
den Graphen und bestimme mit Hilfe

eines Steigungsdreiecks die
momentane Anderungsrate an den
Stellen x,.

a) xp=-2

b) x,=1

c) x,=3

_________________________

Powered by -GEOGE

__________________________

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

__________________

Bestimme auch die Funktionsgleichungen der Tangenten mit Hilfe der Punkt-

Steigungs-Formel.

Lésungshinweis:

Punkt-Steigungsformel:

Ist P(xq]ye) Punkt einer Funktion f

und t die Tangente an f in P, so gilt:
t(x) =m-(x —x0) +yo

mit m = i—i als Steigungsdreieck.

P(1()|y())

7L1 2 g 4
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Aufgabenblatt

~". zur momentanen Anderungsrate .

Losung Al

a)

b)

d)

e)

xo = 0 (rotes Steigungsdreieck)

Ay -3
—_— —= —3
Ax 2

Die Tangente an f im Punkt _
P(0]4) hat die Steigung m, = —3.
to(x) =—3x+4

xo = 1 (grines Steigungsdreieck) -

Ay =2
—_— —= —1
Ax 2

Die Tangente an f im Punkt
P(1|2) hat die Steigung m, = —-1.
ti(x) =—x+3

xo = 1,5 (lila Linie)

Im Punkt P(1,5|1,75) kann kein
Steigungsdreieck gebildet
werden, da die Steigung m; =0
ist.

t15(x) =175

Xg =2 (braunes Steigungs-

= Differenzia/rechnung

A
Aosunhgen-
Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

————————————————————————————————————

””””””””””””””””””””””””

wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

_________________________________

dreieck)
Ay 2

Ax 2

2 -1
Rowered bx GEOGEBR/

0
\.0rg

Die Tangente an f im Punkt P(2|2) hat die Steigung m; = 1.

t,(x) =x

xo = —2 (blaues Steigungsdreieck)
Ay =7 .

Ax 1

Die Tangente an f im Punkt P(—2|14) hat die Steigung m, = —7.

t_,(x)=—-7x

Losung A2

a)

b)

xo = —1 (rotes Steigungsdreieck)
Ay _ —45 — _4x
Ax 1 7

Die Tangente an f im Punkt P(-1|3,75)
hat die Steigung m, = —4,5.

t_1(x) = —-4,5x—-0,75

xo = 1 (griines Steigungsdreieck)

Ay -—=1,5

—=——=-1,5
Ax 1

Die Tangente an f im Punkt P(1] — 2,25)

hat die Steigung m, = —1,5.
t;(x) = —-1,5x — 0,75

xo = 4 (lila Steigungsdreieck)
Ay 3

Ax 1

Die Tangente an f im Punkt P(4]|0) hat
die Steigung m; = 3.
ty(x) =3x—12

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

—————————————————————

! ' \ti(z) L :
Powered¥y GEOGEBRA.Or 1 | ] \
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Aufgabenblatt

_~". zurmomentanen Anderungsrate N rdeungen.

7

Losung A3

a)

b)

xo = —2 (rotes Steigungsdreieck)
Ay 5

Ax 1
Die Tangente an f im Punkt P(-2]|0) hat
die Steigung m; = 5.

t_,(x)=x+10

xo = 1 (griines Steigungsdreieck)

Ay =5

E —_ 7 —_ _2,5

Die Tangente an f im Punkt P(1] — 3) hat
die Steigung m, = —2,5.

t;(x) =—-2,5x—-0,5

xo = 3 (lila Steigungsdreieck)

Ay 75

a1

Die Tangente an f im Punkt P(3|0) hat
die Steigung m, = 7,5.

t3(x) =7,5x — 22,5

g Differenzia/rechnung

Z<

Level 1 - Grundlagen - Blatt 1
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g o Differenzia/rechnung

Aufgabenblatt

~".~ zur-momentanen. Anderungsrate A

~ . -

Level 1 - Grundlagen - Blatt 2

Dokument mit 14 Aufgaben

Aufgabe Al :f
Gegeben ist die Funktion f mit f£(x) = 1,9 sin (” ) (siehe Grafik) Zeichne

Steigungsdreiecks die momentane Anderungsrate an den Stellen x,.

a)x=0 e i_____
b) xo =1
C) xo =3 Yy | | | ! | |
d) 1 = 35 S N S S S S
e) xo=5,5 ‘ | | | | |

B S R R S A S S

Powered by GEOGEBRA.orgl |

Bestimme auch die Funktionsgleichungen der Tangenten mithilfe der
Punkt-Steigungs-Formel.

Losungshinweis:

Punkt-Steigungsformel: o — ! |
Ist P(xoly,) Punkt einer Funktion f Yy |
und t die Tangente an f in P, so gilt: ..., . . i
t(x) =m-(x —x0) + Yo 1 o f :

mit m = 2—y als Steigungsdreieck. I ‘ N S—

X ! |

‘ | AY |
Ll ‘ :
‘ 1 |

“;W“,H*_é%_% -

Pladyo) |

75 A P
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Aufaabe A2 -

Aufgabenblatt

zurmomentanen Anderungsrate an

2 Differenzia/rechnung

~ . -

Level 1 - Grundlagen - Blatt 2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 19cos( ) (siehe Grafik). Zeichne in den

Stellen x, Tangenten an den Graphen und bestimme mithilfe eines Steigungs-
dreiecks die momentane Anderungsrate an den Stellen x,.

a)x,=0
b) x, =0,5
C) xo =15
d) xo =4
e) xo=5,5

Powered|by GEOGEBRA.org |

Bestimme auch die Funktionsgleichungen der Tangenten mithilfe der

Punkt-Steigungs-Formel.

Aufgabe A3

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %+ 1 (siehe Grafik). Zeichne in den Stellen

x, Tangenten an den Graphen und bestimme mithilfe eines Steigungsdreiecks die
momentane Anderungsrate an den Stellen x,.

a) xO = _2

b) Xg = _0,5
1

C) xO =§

d) Xg = 1

Powered by GEOGEB}:ZA.org

Bestimme auch die Funktionsgleichungen der Tangenten mithilfe der

Punkt-Steigungs-Formel.
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i Differenzia/rechnung

Aufgabenblatt

»
Eosuhgen-

Level 1 - Grundlagen - Blatt 2

. zur.momentanen Anderungsrate
Losung Al
a) x, =0 (rotes Steigungsdreieck)
Ay 2
Ax 1
Die Tangente an f im Punkt
P(0]0) hat die Steigung m, = 1.
to(x) = 2x
b) x,=1 (grines Steigungsdreieck)
Ay 2
Ax 2

Die Tangente an f im Punkt
P(1]1.65) hat die Steigung m; = 1.
t;(x) =x+ 0,65

c) x, =3 (oranges Steigungsdreieck

Ay —4

A2 2 J
Die Tangente an f im Punkt
P(3]0) hat die Steigung m; = —2.

t3 (x) =-2x+6 - -Pawered by GEOGEBRA.0rg
d) x,=3,5 (lila Steigungsdreieck)

Ay —-595 17

Ax 35

Die Tangente an f im Punkt P(3,5| — 0,95) hat die Steigung m;, = —
t3s(x) =—-1,7x +5
e) x,=05,5 (braunes Steigungsdreieck)
Ay 2,55 17
Ax 1,5 7

Die Tangente an f im Punkt P(5,5| — 0,95) hat die Steigung m, = 1,7.

t5,5(X) = 1,7x - 10,4

Losung A2

a) x,=0 (kein Steigungsdreieck
madglich), m =0 !
Die Tangente an f im
P(2]2) hat die Steigung m; = 0.

to(x) =2 !

b) x,=0,5 (grines Steigungsdreieck)
Ay =22 77777
Ax 22

Die Tangente an f im Punkt}

P(0,5/1,65) hat die Steigung-

m, = —1. !

tos(x) = —x+2,2 ***** =
c) x,=1,5 (lila Steigungsdreieck)

Ay _3 2 Powered,y |

Ax 1, 15

Die Tangente an f im Punkt

P(1,5|0) hat die Steigung m; = —2.

ty(x) =—2x+3
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= Differenzia/rechnung

Aufgabenblatt

~".~ zur.momentanen AnderungSFate K6sungen.

Level 1 - Grundlagen - Blatt 2
d) x, =4 (oranges Steigungsdreieck)
Ay 3,5 — 175
Ax 2
Die Tangente an f im Punkt P(4| — 1) hat die Steigung m; = 1,75.
ty(x) =1,75x— 7,9
e) x,=>5,5 (hell lila Steigungsdreieck)
Ay 1, 7
Ax 1 7
Die Tangente an f im Punkt P(5,5|1,7) hat die Steigung m, = 1.
tss(x) =x—3,8

Losung A3
a) x,=-2 (rotes Stelgungsdreleck) | ;
Ay =075
=——=-0,13 | | |
Ax 6 ; y | :
Die Tangente an f im Punkt . - . W SN S I N
P(-2|0,75) hat die Steigung
m, = —0,13.

t_,(x) =-0,13x+0,5
b) x,=-05 (grines Steigungs-

dreieck)

Ay =2

—_— —= —2
Ax 1

Die Tangente an f im Punkt
P(0,5]0) hat die Steigung

mt - _2.
tos(x) =—2x—1 l b
Cc) X =§ (lila Steigungsdreieck) Powered by GEOGEBRA.or
Ay =3
— == —45
Ax 2
3

Die Tangente an f im Punkt P(§|2,5) hat die Steigung m, = —4,5.
ti(x) = —4,5x+ 4
3

d) x,=1 (braunes Steigungsdreieck)
Ay _ -2 — _os
Ax 4 7
Die Tangente an f im Punkt P(1|1,5) hat die Steigung m; = —0,5.
t;(x) = —-0,5x + 2
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Aufgabenblatt

zurmomentanen Anderungsrate

Aufgabe A1 :

2 Differenzia/rechnung

4 ~ . -

Level 2 - Fortgeschritten - Blatt 1

Dokument mit 11 Aufgaben

sowie die Gleichung der Tangente in P(xo|f(x,)). Zeichne dann die

Tangenten in die Grafik ein.
a) xO = 0

b) xo =1
C) xo =15
d) xg=2
e) xg=-2

Aufgabe A2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2x2 — 3x (siehe Grafik).

Bestimme tabellarisch die momentane
Anderungsrate in den Stellen x, sowie

die Gleichung der Tangente in
P(xo|f(x0)).  Zeichne  dann  die
Tangenten in die Grafik ein.

a) x,=-1

b) x,=1

C) x=4%

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben flr Schule und Studium
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Aufgabenblatt

Aufgabe A3

zurmomentanen Anderungsrate

Differenzialrechnung

7

- ‘/// ""

t— - -

Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %x3 —%xz — 3x (siehe Grafik).

Bestimme tabellarisch die momentane
Anderungsrate in den Stellen x, sowie
die Gleichung der Tangente in
P(x0|f(x0)).

a) xp=-2

b) x,=1

C) x =3

Lésungshinweis:

Punkt-Steigungsformel:

Ist P(xo|f(xo)) Punkt einer Funktion f

und t die Tangente an f in P, so gilt:
t(x) = f'(x0) - (x — x0) + f(x0)

mit f'(xo) = lim f)- 7o)

xX—Xxg

________ .2A._._._._J_.__._._E_._._._._A.._._._._I.__
____________ 1.__________:______.______
g .

2 1 0 1 2 4

: : £
,,,,,,,,,,,, LR SR VR N T P ——
____________ L) SRR PR RN S R P —— -
------------- Y OSPRG-S - ——-——
____________ V.Y PR PR R AN . -
Powered by GEOGEBRA.OFG ~ -~~~ -+~~~
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i Differenzia/rechnung

Aufgabenblatt

A w ZULC n'iomentaneﬁ Anderungsrate "_kBsungen.
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1
Losung Al
a) Detaillierte Lésung
I = [xg; xo + h] [0;0,1] [0;0,01] [0;0,001] [0;0,0001]
Ax = (xg + h) — xq 0,1 0,01 0,001 0,0001
Ay = f(xo + h) — f(xo) -0,29 —-0,0299 —0,002999 | —0,00029999
Ay -2,9 —-2,99 —2,999 —2,9999
Ax

b)

)

d)

lim i— —3 = Die Tangente an f hat im Punkt P(0|4) die Steigung m, = —3.
to(x)=-3(x—-0)+4=-3x+4
lim 2 = -1 = Die Tangente an f hat im Punkt P(1|2) die Steigung m; = —1.

Ax—0 AX

tl(x)——l(x—1)+2——x+3

AleOE = 0 = Die Tangente an f hat im Punkt P(1,5|1,75) die Steigung m; = 0.
X—
tl 5(X) = 1 75
AleOE =1 = Die Tangente an f hat im Punkt P(2|2) die Steigung m; = 1.
X—
t,(x) =x

Allmoi—x = —7 = Die Tangente an f hat im Punkt P(—2|14) die Steigung m; = —7.
X—

t,(x)=—-7(x+2)+14=—-7x

Pdwered by GEOGEBRA
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Aufgabenblatt

Differenzia/rechnung

Ay

e ZUE n'iomentaneﬁ Anderungsrate ¥ésungen.
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1
Losung A2
a) Detaillierte Lésung
I = [x0; 0 + A] [-1;-0,9] | [-1;-0,99] | [-1;-0,999] | [-1; —0,9999
Ax = (xo + h) — x, 0,1 0,01 0,001 0,0001
Ay = f(xg+h) — f(x0) —0,4425 —0,04425 | —4,5-107% | —4,5-107*
&y —4,425 —4,4425 —4,5 —4,5
Ax

lim 2 = —4,5 = Die momentane Anderungsrate im Punkt P(—1|3,75) ist —4.

Ax—0 Ax
t_(x)=—-45(x+1)+3,75=—-4,5x— 0,75
b) lim 2 =_-15= Die momentane - \: - e R S S
Ax—0 Ax |
Anderungsrate im Punkt Y

P(1| — 2,25) ist —1,5.
t;(x) =-1,5(x—-1) — 2,25

=-1,5x—-0,75
C) lim 2 =3= Die momentane )
Ax—0 Ax
Anderungsrate im Punkt P(4]0)
ist3,. === e e s | i
ty(x) =3(x—4) =3x—12
1 1 2 3 ém 6
£_1(z) .
,,,,,,,,, 4(@)
34
- ) } ta(z)
Powejred by t;EOGEBRA.org-
Losung A3
a) Detaillierte Lésung
I = [xo; xo + h] [-2;-1,9] | [-2;-1,99] | [-2;—-1,999] | [-2; —1,9999
Ax = (xo + h) — x, 0,1 0,01 0,001 0,0001
Ay = f(xo + h) — f(xo) 0,4655 0,04965 0,004996 | 4,99-107*
A
A_y 4,655 4,965 4,996 4,99
X
lim 2 = 5 = Die momentane Anderungsrate im Punkt P(—2|0) ist 5.

Ax—>0 Ax

t.,(x)=5(x+2)=5x+10
b) lim 2 = —25 = Die momentane Anderungsrate im Punkt P(1]| — 3) ist —2,5.

Ax—0 Ax

t;(x) =-25(x—1)—-3=-2,5x—-10,5

C) Allmoi—x = 7,5 = Die momentane Anderungsrate im Punkt P(3]0) ist 7,5.
X—
22,5

t3(x) =7,5(x—-3) =7,5x —
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e Differenzia/rechnung

Aufgabenblatt

~".~ zurmomentanen. Anderungsrate e

~ . -

Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 2

Dokument mit 14 Aufgaben

Aufgabe A1

Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=19sin(5x) (siehe Grafik).
Bestimme tabellarisch die momentane Anderungsrate in den Stellen x,
sowie die Gleichung der Tangente in P(x,|f(x,)). Zeichne dann die
Tangenten in die Grafik ein.

a) Xg = 0 o) o i ___i_____
b) xO = 1
C) xo = 3 y | | | | [ |
d) % = 35 B I Sy R R
e) xp =55 | ‘ ‘ ‘ | ‘
3 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
powerbd by GEOGEBRA.OrG.
Lésungshinweis:
Punkt-Steigungsformel: Rl B e R
Ist P(x,|f(xo)) Punkt einer Funktion f Yy ! ! | !
und t die Tangente an f in P, so gilt:  —--——-af -/ /.
t(x) = f' (x(})( )(9;(— ;CO) + £ (%) | I b
mit f'(x,) = xli)rgczo poy | 3 ‘ :Ay
-2 <- ! : ‘
‘ : |
P(mowo) i
NAECE
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R Differenzia/rechnung

Aufgabenblatt

/ ' zurmomentanen Anderungsrate A

. ~ . -

Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 2
Aufgabe A2 =
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)—19cos( ) (siehe Grafik). Bestimme

tabellarisch die momentane Anderungsrate in den Stellen x, sowie die Gleichung
der Tangente in P(x,|f(x,)). Zeichne dann die Tangenten in die Grafik ein.

a)x,=0 ‘ ‘ ‘ : ; : :
Ma-0s L
C) x0=1,5 y | ! ! | ! ! !
d) Xo =4

e) Xg = 5,5

Powered|by GEOGEBRA.org |

Aufgabe A3 i
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %+ 1 (siehe Grafik). Bestimme tabellarisch

die momentane Anderungsrate in den Stellen x, sowie die Gleichung der
Tangente in P(x|f (xy)). Zeichne dann die Tangenten in die Grafik ein.

a) xO = _2

b) x, = —0,5
1

C) Xg = 3

d) xo =

Powered bi( GEOGEBRA.org
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Aufgabenblatt’

Differenzia/rechnung

e ZLHE n'iomentaneﬁ Anderungsrate ¥Bsuhgen.-
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 2
Losung Al
a) Detaillierte Lésung
I = [xg; xo + h] [0;0,1] [0;0,01] [0; 0,001] [0;0,0001]
Ax = (xo + h) — x, 0,1 0,01 0,001 0,0001
Ay = f(xo + h) — f(x0) 0,1986 0,0199 0,00199 0,000199
A_y 1,986 1,99 1,99 1,99
Ax
Alzmo—x = 2 = Die Tangente an f hat im Punkt P(0|0) die Steigung m, = 2.
X—
to(x) = 2x
b) Detaillierte L6sung
I = [x0; %0 + A] [1;1,1] [1;1,01] [1;1,001] [1;1,0001]
Ax = (xg + h) — xp 0,1 0,01 0,001 0,0001
Ay = f(xo +h) — f(x0) | 0,09029 0,00986 0,00094 0,000099
ﬂ 0,9029 0,986 0,94 0,99
Ax
lim 2 =1 = Die Tangente an f hat im Punkt P(1|1,65) die Steigung m; = 1.

Ax—0 Ax

t;(x) =(x—-1)+165=x+0,65
C) lim 2 = -2 = Die Tangente an f hat im Punkt P(3|0) die Steigung m; = —2.

Ax—0 Ax

t3(x) = —2(x—3)+0 =-2x+6

mt _1,7.
t3 5(x) =-1,7(x—-3,5) —

095=-1,7x+5

—1,7 = Die Tangente an f hat im Punkt P(3,5|—

e) lim A——17=> Die Tangente an f hat im Punkt P(55|—

Ax—0 AX

m, =1,7.

tss(x) =1,7(x —5,5) — 0,95 =1,7x —

10,3

0,95) die Steigung

0,95) die Steigung

R T A —— o = i o} e e e o e = =

Yy

Poyi

X

-2

yered by GEOGEBRA.org

=)
T
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Aufgabenblatt

Differenzia/rechnung

Ay

A
zur. n'iomentaneﬁ Anderungsrate ¥Bsuhgen.-
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 2
Losung A2
a) Detaillierte Lésung
I = [x0; %o + A] [0; 0,1] [0;0,01] [0;0,001] [0;0,0001]
Ax = (xo + h) — x, 0,1 0,01 0,001 0,0001
Ay = f(xo+h) — f(xo) | —0,0104 —0,0001 —0,000001 | —1,0-1078
i—y -0,104 -0,01 —0,001 —0,00000001
X
Alzmo—x = 0 = Die momentane Anderungsrate im Punkt P(0]1,9) ist 0.
xX—
to(x) =19
b) Detaillierte L6sung
I = [x0; %0 + A] [0,5;0,6] [0,5;0,51] | [0,5;0,051] | [05;0,0051]
Ax = (xg + h) — xp 0,1 0,01 0,001 0,0001
Ay = f(xo+h) — f(xo) | —0,1083 —0,0100 —0,001 —0,0001
ﬂ —-1,08 -1 -1 -1
A Ax )
Alimoﬁ = —1 = Die momentane Anderungsrate im Punkt P(0,5/1,65) ist —1.
xX—>
tos(x) =1(x—0,5) + 1,65 = —x + 2,15
C) Alimoi_x = —2 = Die momentane Anderungsrate im Punkt P(1,5|0) ist —2.
X—
tls(x) =—-2(x—-15)=-2x+3
d) AlzmoA— = 1,72 = Die momentane Anderungsrate im Punkt P(4| — 0,95) ist 1,72.
X—
t4(x) =1,72(x —4) — 0,95 = 1,72x — 7,83
e) leOE = 1 = Die momentane Anderungsrate im Punkt P(5,5|1,65) ist 1.
Ax—

tss(x) = (x—5,5)+1,65=x—3,85
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Aufgabenblatt’

.~ zur momentanen Ainderungsrate

Differenzia/rechnung

e
Aosunhgen-
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 2
Losung A3
a) Detaillierte Lésung
I = [xg; xo + h] [-2;-1,9] | [-2;-1,99] | [-2;—-1,999] | [-2; —1,9999
Ax = (xo + h) — x, 0,1 0,01 0,001 0,0001
Ay = f(xo +h) — f(xo) | —0,01316 | —0,001256 | —0,000125 | —0,0000125
i—y —0,1316 —0,1256 —-0,125 —-0,125
X
| zmoi—z = —% = Die momentane Anderungsrate im Punkt P(—2|0,75) ist —%.
X—
t_,(x) = —1(x +2)+0,75 = —lx+1
b) AleOA—x = —2 = Die momentane Anderungsrate im Punkt P(—0,5/0) ist —2.
xX—
t_os(x)=—-2(x+05)=—-2x—-1
C) Alimoi—z = —4,5 = Die momentane Anderungsrate im Punkt P( |2 5) ist —4,5
xX—

. Ay
d) lim = =
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Seite 52

W I K I . Differenzia/rechnung

T Vom leferenzenquet/enten zur Ableltung/

Im Kapltel ~Momentane Anderungsrate" haben wir gelernt dass die “E L
momentane Anderungsrate der Steigung des Graphen einer Funktion f j = e
in einem bestimmten Punkt entspricht, und gleich der Steigung der %=
Tangente an den Graphen in diesem Punkt ist. Berechnet haben wir dort .. i
Uber eine umstandliche Tabellenkalkulation.

Nun fragen wir uns natlrlich, ob dies auch effizienter Uber eine einfache

Rechenoperation maglich ist.

-

Dieses Kapitel bringt dir nun diese Rechenoperation ndaher. Wir unterscheiden
dabei zwei wesentliche Operationen, namlich

»  Steigungsbestimmung in einem bestimmten Punkt.

»  Steigungsbestimmung in beliebigen Punkt.

Betrachten wir zunachst die Steigungsbestimmung in einem bestimmten Punkt.
Der Mathematiker unterscheidet hier nach zwei Methoden, zum einen der
sogenannten "x"-Methode und zum anderen der sogenannten "h"-Methode.

Beispiel 1
Bestimme fiir die Funktion f mit f(x) = x* — 4x die Steigung im Punkt P(3|f(3)).

Lésung 1: "x"-Methode
Auch hier missen wir den Differenzen-

quotienten i—z aufstellen. Ein beliebiger -
Punkt Q@ auf f hat die Koordinaten \
Q(x[f ().

Wir bilden den Differenzenquotienten
mit

Ay _ f)~f(xo) _ x*~4x—(32-43)
Ax X—Xq x—3 2
= xz;i§+3; X *+ 3
Der Zahler x?2-4x+3 lasst sich
faktorisieren zu (x —3)-(x — 1), sodass
gilt:

Ay  (x-3)(x-1) _ . _
T A X 1 =m(x)

Die Grenzwertbetrachtung fuhrt zu:
m(x) fl','lr x — 3:
(3) = llmm(x) =limx—1=2

x—3

Die Stelgung der Tangente an f in P(3|—3) und damit auch die Steigung der
Kurve betragt m = 2.

™

Hinweis:
Die "x"-Methode ist im gymnasialen Schulbetrieb untblich, wird jedoch an
Universitaten behandelt.
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W I K I . Differenzia/rechnung

T Vom leferenzenquat/enten zur Ableltuny

Losunq 1: "h"-Methode

Im Gegensatz zur "x"-Methode wird
hier ein beliebiger Abstand h der x-
Koordinate, den der Punkt Q zu P hat,
herangezogen (siehe Grafik).

Die Aufstellung des Differenzen-

quotienten fuhrt damit zu:
Ay _ fB+R)-f(3) _ (3+h)?—4(3+h)—(3%2-4-3)
Ax ~ 3+h-3 h
_ 9+6h+h?-12-4h—9+12

_ h®+2h _ h}zh+2) |
h h
=h+2
Lauft nun h gegen Null, so bedeutet : : . ‘ .
dies, dass der Punkt Q auf dem ]FfeoweredbyeroGeeRxe | SRS R
Graphen der Kurve solange verschoben
wird, bis Q mit P zusammenfalit.
In diesem Fall wird dann aus der Sekante durch Q und P die Tangente in P.

2@ =limh+2=2
Die Steigung der Tangente an f in P(3|—3) und damit auch die Steigung der
Kurve betragt m = 2.

-

mit h gekirzt °

Betrachten wir nun die Steigungsbestimmung in einem beliebigen Punkt. (auf die
"x"-Methode wird hier nicht mehr naher eingegangen).

Zundachst fuhren wir hier einen neuen Begriff ein, die ,,Ableitung". Spricht der
Mathematiker namlich von der Steigungsbestimmung in einem beliebigen Punkt
des Graphen einer Funktion f, so sagt er hier kurz ,Ableitung von f". Und
selbstverstandlich hat er sich auch ein diesbezligliches Formelzeichen
ausgedacht, namlich f' (sprich f Strich). " wiederum ist eine Abklrzung flir den

. . . d . . . A
Differenzialquotienten d—z, der wiederum aus dem Differenzenquotienten ﬁ

herrihrt.
Der Differenzenquotient i—z wird zum Differenzialquotienten j—i’ in dem Moment,
wo die beiden Punkte P und Q zusammenfallen und aus der Sekante eine

Tangente wird.

a B

Merksatz
Definition:
Die Funktion f sei auf einem Intervall I definiert und es sei x, € I. Wenn der
Differenzenquotient f(x"+)_f(x°) fir h — 0 einen Grenzwert besitzt, so heiBt f

an der Stelle x, differenzierbar (oder ableitbar). Ist f fur alle x,€l
differenzierbar, so nennt man f eine auf I differenzierbare Funktion.

Der Grenzwert Aimo f(x"+)_f(x°) heiBt Differenzialquotient oder Ableitung

von f an der Stelle x,. Daflr schreibt man kurz f'(xo) und liest
»~f Strich von x,,,.
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,, WIKI D/fferenzra/rechnung

B Vom leferenzenquet/enten zur Ableltung/

M
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=—;x2+3x x ¢ R. Bilde mithilfe der

"h"-Methode die Ableitungsfunktion f'(x).

-

Losung 2
Ay  flx+h)-f(x) _ —%(x+h)2+3(x+h)—(—%x2+3x) _ —%(xz+2xh+h2)+3x+3h+%x2—3x
Ax x+h—x - - h - ) h
_ —Exz—xh—ah +3x+3h+-x?-3x _ —h?—xh+3h _ h(—;h—x+3) | b kiirzen
h h h
=- %h —-x+3

/ T - _
f(x)—’{ll)r%) 2h x+3=—x+3

Beispiel 3
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =2x3-x?% x € R. Bilde mithilfe der

"h"-Methode die Ableitungsfunktion f'(x).

Lésung 3
Ay _ fxe+h)—f(x) _ 2(x+h)3—(x+h)?—(2x3-x?)
Ax x+h—x - h

In dieser Losungsformel befindet sich nun das (x + h)3. Die einfachste Form
binomische Formeln mit einer Potenz gréBer als 2 aufzuldésen, ist Uber das
Pascalsche Dreieck, weshalb wir es hier noch einmal behandeln.

Das Pascalsche Dreieck

(a +b)° 1 =

(a+ b)?! 1 1 =1la+1b

(a + b)? 1 2 1 = 1a% + 2ab + 1b?

(a + b)3 1 3 3 1 = 1a® + 3a?b + 3ab? + 1b3

(a + b)* 1 4 6 4 1 = la* + 4a3b + 6a%b? + 4ab® + 1h*

(a + b)® 1 i S @ 1 = 1a® + 5a*b + 10a3b? + 10a%b® + 5ab* + 1h°
Ay  2(x®+3x%2h+3xh?+h%)—(x2+2xh+h?)-2x3+x2  2x3+6x2h+6xh?+2h%—x2—2xh—h?-2x3 +x2

Ax h h

6x2h+6xh?+2h3—2xh—h? _ h(6x?+6xh+2h?-2x—h) |
- h

h kirzen

h
= 6x%+6xh+2h?—2x—h
f’(x)=’{irr%)6x2+6xh+2h2—2x—h=6x2—2x
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W I K .l ® D/fferenzralrechnung

s ms Vom D/fferenzenquat/enten zur Able/tung/

Be|5|:_>|el4
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=—-; xeR\{(-1}. Bilde mithilfe der

"h"-Methode die Ableitungsfunktion f'(x).

-

Losung 4
A f( +h) f( ) 1 1 x+1—(x+h+1) h
8Y _ JOXAM—T(X) _ xtht1 a1 . (Hh+D(x+1) - i
Ax x+h—x h h h-(x+h+1)(x+1) | h kirzen
-1
- (x+h+1)(x+1)
(x) _ -1 1
f h—>0 (x+h+1)(x+1) (x+1)2
Beispiel 5

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =vx—1; xe R>1. Bilde mithilfe der
"h"-Methode die Ableitungsfunktion f'(x).

L6sung 5
Ay _ f(x+h)—f(x) _ Vx+h—1—x—1 _ (Vx+h—1+Vx—1)(Vx+h—1-vVx-1) . .
Ax x+h—x - h - h(Vx+h—1—/x-1) | erweitert mit
| Vx+h—-1+vVx—-1)

_ x+h-1-(x-1) .. . .
= h(xth-1—Vx-1) | Auflésung 3. Binomische Formel
h 1
|

- h(Vx+h—1—/x-1) \/x+h \/
/@) = fim e = s

h klrzen
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D/fferenzra/rechnung

, Aufgabenb/ati’
A Vom Qlfferenzenquot/enten zur Ab/e/tung/

- . -

Leve/ 1 - Grund/agen - Blatt 1

Dokument mit 15 Aufgaben

Aufgabe A1l
Berechne wie im Beispiel mithilfe des Differenzenquotienten i—z die
Ableitung im Punkt x, = 3.
Beispiel Differenzenquotient aufstellen und vereinfachen
Ay _ flxo+h) = f(x) (3+h)2—9_9+6h+h2—9_h(h+6)
Ax  xp+h—x h h h  h
flx) = x? =h+6
dy

— = f'(®=limh+6=6
a) gx) =3x b)  h(x) = 3x? c) i(x)y=x>—x d) jlx)=x3
e) k(x) =x?>+5 f) I(x)=x3*+1 g) mkx)=-2x> h) nk)=-x*

Aufgabe A2

Berechne fir die Funktion f mit f(x) = (x —2)? +x mit Hilfe des Differenzen-
quotienten die Steigung der Tangente und des Graphen von f an den Stellen x,.
Bestimme auch die Gleichung der Tangente und zeichne sie in die Grafik ein.

a)x,=0

b) xo =1

C) xo =15

d) x, =2

e) xg=-2
3 2 1 0 0 1 2 3 7 5
+ Powered by GEOGEBRA.org - -1 :

Aufgabe A3

Ulrike fahrt mit ihrer Mutter Schlitten. Die zurlickgelegte Strecke (in Metern) beim

Anfahren kann mit der Funktion s,(t) = t? + t anndhernd beschrieben werden.

a) Ulrike holt nach 4 Sekunden ihre Mutter ein, die vorausgefahren war. Wie
schnell ist sie in dem Moment, in dem sie an ihr vorbeifdhrt?

Berechne die Geschwindigkeit v; mithilfe des Differenzenquotienten.
Nachdem sie 5 Sekunden gefahren ist, erreicht sie das Ende der Abfahrt und Ulrikes
Schlitten wird immer langsamer. Der zuriickgelegte Weg kann von diesem Moment
an durch die Funktion s,(t) = 11t — t? beschrieben werden.

b) Wie schnell ist sie nach weiteren 5 Sekunden? Berechne die Geschwindigkeit

v, wieder mithilfe des Differenzenquotienten.
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y AU fga ben bla t‘t leferenzia/rechnung

“Vom Di/ﬁ,’erenZenqu/tfent‘en zur/\bleitung
Z . 2 . Losungen
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 1

LOosung Al
Detaillierte Lésung flr a)
Ay _gxog+h) —g(x) 3-(3+h)—3_9+3h—9 3h
Ax ~ xo+h—x, h h h T h

y . .

- 9@ =[m3=3

b) h'(3)=18 ) i'(3)=5

Detaillierte Lésung fur d)

Ay _ j(xo +h) —ji(xo) (3+h)3—27_(3+h)2-(3+h)—27

gx) =3x

Ax xo + h - xO h - h
j(x) = x3 (9+6h+h2) (3+h)-27 27+27h+9h2+h3—27 h3+9h2+27h __ h(h?+9h+27)
d " h neooT
d—y— j'3) = llmh2+9h+27—27
€) kK@) =6 ) I®=27 g w@E=-12 h) w(3)=-101

Lésung A2

a) f)=x-2)2%+x
Ay  flxo+h)—f(x) (o+h—2)2+o+h—((o—2)2+o) h2-3h+4—4 _ h(h=3)
A xoth-xo h h h
f’(o):,{%h_3:_3

Die Tangente an f hat im Punkt P(0|4) die Steigung m; = —3.
to(x) =—3x+4
Ay _ (1+h- 2)2+1+h ((1-2)?+1)  h?2-2h+1+1+h-2  h(h-1)
b) = =
Ax h h
') = llmh 1——1
Die Tangente an f hat im Punkt P(1|2) die Steigung m; = —1.
tt(x)=—1x—-1)+2=—x+3
C) Ay _ (1,5+h-2)2+1,5+h—((1,5-2)?+1,5) _ h?—h+0,25+1,5+h—-1,75 _ h?

=h-3

—h-1

=X —p
h h

Ax h
f'(L5) = limh=0
Die Tangente an f hat im Punkt P(1,5|1,75) die Steigung m; = 0.

tl,S(x) = 1,75
2 2 2 —
d) ii/ (2+h-2)*+2+h—((2-2)*+2) _ h +2’;|-h 2 _ h(hh+1) —h+1

f(2)—llmh+1—1

Die Tangente an f hat im Punkt P(2|2) die Steigung m; = 1.
t(x) =x
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AU fg abe n bla tt leferenzia/rechnung

~Vom Dif/ferenZenqu/tfent'en zur/Able)’tung
L. Losungen
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 1

Ay _ (—2+h- 2)2—2+h ((-2-2)2-2) _ h?-8h+16-2+h-14 _ h(h-7) —h_7

Ax h h
f'(— 2)—llmh 7——7

Die Tangente an f hat im Punkt P(—2|14) die Steigung m, = —7.
t,(x)=—T7(x+2)+14=—-7x

Pdwered by GEOGEBRA

Lésung A3

a)

b)

s;() =t?+t
Asy _ si(toth)=sy(to) _ (4+R)*+4+h—((4)°+4) _ 16+8h+h2+4+h—(16+4) h(h+9) —h49
At~ to+h—ty h - h h

s{(4)=’€irrgh+9=9
Ulrike hat in diesem Moment eine Geschwindigkeit v, von 9%.

s,(t) = 11t — t2
As; _ sy(to+h)=sa(ty) _ 11(5+R)—(5+h)*—(11-5-25) _ 55+11h—25-10h—h?-55+25 _ h(1-h)

At~ to+h—tg h h T h
=1—h

55(5)=’£irrgl—h=1
Ulrike hat eine Geschwindigkeit v, von 1%.
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D/fferenzra/rechnung

Aufgabenblatt
A Vom Qlfferenzenquot/enten zur Ab/e/tung/
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 2
Dokument mit 17 Aufqgaben
Aufgabe Al
Berechne wie im Beispiel mit Hilfe des Differenzenquotienten i—z die
Ableitung im Punkt x, = 2.
Beispiel Differenzenquotient aufstellen und vereinfachen
1 1 2—(2+h)
Ay fxo+h)—f(xo) 2F¥R"2_ 2Q+h)
Ax xo+h-—x, B h B h
fe) == __h 1
2h(2 +h) 4+42h
dy _ 2 = 1 _ 1
=f@= _14 +2h 4 .
) W= B AW=—= O BY_ ) feo=xes
fs(x) fo(2) f7(x) fs(x)
€) —5—x +x D =6x2—x+1 9 __1 h) =—x——
x2 x
Aufgabe A2

Berechne fur die Funktion f mit f(x)=%x2—3x mit Hilfe des

Differenzenquotienten die Steigung der Tangente und des Graphen

von f an den Stellen x,.
Bestimme auch die Gleichung der Tangente und zeichne sie in die

Grafik ein. R D A S A S
a) xp=-1 :q 7777777777777777777777777777777
b) x0=1
€)  x=2 e e e e e
d) x,=4 : [ i : ! i
,,,,, I I S A SR R A S
A K
1 1 2 3 ?m
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Aufgabenb/atf

D/fferenzra/rechnung

5 / Vom Qlfferenzenquot/enten zur Able/tung

Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 2

Aufgabe A3

Die Grafik zeigt das Schaubild der Funktion f mit f(x) = xiz +
Berechne mit Hilfe des Differenzenquotienten
Tangentensteigungen fir:

a) x,=0,5

b) x,=32

C) x =3

d) x,=-1

e) xy=-3

Gib die Funktionsgleichungen der
Tangenten an und zeichne sie in
nebenstehende Grafik ein.

X.

die

owered by GEOGEBRA(
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AU fg abe n bla t‘t leferenzia/rechnung

“Vom Di/fferenZenqu/tfent'en zur/\ble)’tung
o o . Losungen
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 2

LOosung Al
Detaillierte Losung flr a)
1 1 4-(Q2+h)7?
A_y:fl(x0+h)—f1(x0):(2+h)2 4 _ 4(2 + h)? :4—(2+h)2
1 | Ax Xo +h—xp h h 4h(2 + h)?
filx) = — _ _ _4h+h® _ h(4+h) _ 4+h
X T 4h(2+h)2 ~ 4h(2+h)2  4(2+h)?
d 2= i 4+h 1
x O = i e T T,

S w

b) fz'(z>=—§ 0 A@=2 & @)=
e) f@=-2 f) f@=2 9 f7’(2)=% h) fg’(2)=—%

L6ésung A2
flx) = zxz —3x

3= 2_3(- (3 3 3h4+3p243-3p-32 3p2.9 3p2
a) & G _ ST+ o314 (3+3) _ 3ah+ih?43-3h—3-3  Fh?-th n(3h-3)

= — 4 —_\4 2
Ax Xo+h—xgo h h h h
"(=1) = lim3p-2=_2
fi( 1)_;?_%4h 2 2
Die Tangente an f hat im Punkt P(—1|175) die Steigung m; = —g.
i) =-2(x+1)+=—2x-2
b) By _ E(1+h)2—3(1+i1)—(312—3-1) _ 2e2h+3n2-3-3n-2+3 _ p2-2n _ n(3h-3) _3,_3
Ax 3 h h h 4
') = llm h————E
Die Tangente an f hat im Punkt P(1| —%) die Steigung m, = —=
3 9 3 3
) =—SE&-1D—-7=—Jx—7
ay  @+m2-32+m-(322-32)  3+3n+dn2-6-3n-3+6 _3n? n(3h) 3 L
C) Ax h - h “h T nh 4

£1(2) = }{in%%h =0
Die Tangente an f hat im Punkt P(2| — 3) die Steigung m; = 0.

t3(x) = _3
3 2_ —(3.42_3. 3p2_12-3n—-12— 3p2 3
d) by _ F+m?-304+n) (342-3.4) _ 1246h+30?-12-3h-12-12 _ h°+3h _ n(3h+3) EPRS
Ax h h h h 4

f'@=lim>h+3=3
Die Tangente an f hat im Punkt P(4|0) die Steigung m; = 3.
ty(x) =3(x —4) =3x—12

o

<

Powered by GEOGEBRA.org
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G AU f gabenbl att leferenzia/rechnung
Vom DlﬁferenZenqu /tfen ten zur/Able)’tung g

4 Losungen
Losung A3
1
fx) = ) +x
1 1 1+(h—4)-(0,5+h)2
a) Ay _ flo+h)—f(x0) _ (0,5+h)2+0'5+h_(4+0'5) _ (0,5+h)2+h—4 _ (0,5+h)2 __ h®-3n?-3,75h
Ax — xo+h—xo h - h - h = h(0,5+h)?
__ h(h?-3h-3,75) _ h?-3h-3,75
T h05+h)2 (0,5+h)2
h2-3h-3,75 375 _
£'(0,5) = l 0—(05+h)2 = 02" 15

b)

d)

e)

Die Tangente an f hat im Punkt P(0,5|4,5) die Steigung m, = —15.
tos(x) = —15(x —0,5) + 4,5 = —15x + 12

) - 35 1+<h—£)-(3\/—+h) .
2 - - . 2 34a. h2
_CGam) P (Gaw) PSR ane3dE)

S+ 3/2+h— <—+3\/_
Ay _ (3\/—+h) 3z

bx h h h on(¥zen) 2(VEen)

— lim h(2h+3-32) -0
r'(V2) = fim, 2(Vz+n)’

Die Tangente an f hat im Punkt P(WI%W) die Steigung m; = 0.
ta\/—(x) = 3 V2 =~1,9

1 2
1 1 1+(h—3)-(3+h)
Ay _ Gz 3the (5+3) _ Gzt —GamE ~ _ h3+53h2+75h _ h2+53h+75
Ax h h - h T 9n(3+h)2  9(3+h)2
h?+53h+75 _ 75
f'3) = lim — == = 5 ~ 0,926
28, .. .
Die Tangente an f hat im Punkt P(3|) die Steigung m, = .
75 28
t;(x) = a(x -3) t5 = 0,93x +1/3
1 1 1+(h—1)-(h—1)2
Ay _ 1+h)2_1+h_(1_1) _ (h-1)2 1+h _ (h—1)2 __ h®+3h%+3h _ h2+3h+3
Ax - h - h T h(h-12 T (h-1)2

h +3h+3

Die Tangente an f hat im Punkt P(—1|0) die Steigung m, = 3.
ty(x)=3(x+1)=3x+3

1 2
1 1 1 1 1+(h—3)-(=3+h)
_C 3+h)2_3+h_(5_3)  Gamrths | T CsimZ - 9r3-55h2457h _ 9h2-53h+87
Ax - h - h T 9n(-3+h)2 9(-3+h)2
—-53h+87 87
f(=3) = lim === = 51 = 1,07
At 9( 3+h)2 81

87
81"

Die Tangente an f hat im Punkt P(-3]| —%) die Steigung m; =
ta() = (x+3) -2 =11x+3

-4
Powered by GEQGEBRA.org

‘© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben flr Schule und Studium
www-fit-in-mathe-online.de ,
Dr.-Ing. Meinolf Muller / webmaster@fit-in-mathe-online.de



D/fferenzralrechnung

, ‘Aufgabenblatt
A Vom Qlfferenzenquot/enten zur Ab/e/tung/

- -

Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3

Dokument mit 29 Aufgaben

Aufgabe A1l %
Berichtige die eventuell falsche Aussage. Wahr Falsch
a) Ableitung und momentane Anderungsrate D D

beschreiben denselben Sachverhalt.
Korrektur, falls falsch:

b) Gilt f'(—2) =3, so hat die Ableitung von f an der D D
Stelle 3 den Wert 2.
Korrektur, falls falsch:

c) Existiert fir f die momentane Anderungsrate in x,, so D D
ist f differenzierbar in x,.
Korrektur, falls falsch:

Aufgabe A2

Entscheide, ohne zu rechnen, welches Vorzeichen die
Ableitung der Funktion f mit f(x) = —0,1x2 an der Stelle x,

mit
a) x,=-3 hat. ] ]
b) x, =30 hat. ] ]

Positiv  Negativ

Aufgabe A3

Bestimme die Ableitung in x, mithilfe des Differenzenquotienten.

a) f(x)=0.2x3% x,=15 b) fx) = %; Xo = —5
Aufgabe A4

Bestimme die Ableitung in x, = u mithilfe des Differenzenquotienten.
a)  f(x)=x* b) f(x)=5x3—-7x+2

Q) flx)=4x3-2
Tipp: Verwende das Pascalsche Dreieck.
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A ufg abenbla tt D/fferenzra/rechnung

/ Vom Qlfferenzenquot/enten zur Able/tung/

LLof . -

Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3
Aufgabe A5

Entscheide, welchen Wert die Ableitung der Funktion f an der Stelle x, = 2 besitzt.
Kreuze die richtige Lésung an.

a)
-1
—
-0,9
1
-1 o 1 2 3 5
Powerrd by GEQOGEBRA.org
b)
B 4
M 15
3 4
2,75
o 4
] 3,25
1 [u} 1 2 3 4 Fal [}
ey
gTedb GEOGRBRA.org

Aufgabe A6 :f
Der Temperaturverlauf in einem Ofen lasst sich durch die Funktion T mit
T(t) =40-/t+20 (0 <t <20, t in Minuten, T in °C) beschreiben.
a) Berechne T(16) — T(4).
b) Steigt oder fallt die Temperatur fir t = 16?
c) Was bedeutet T'(4) = 10:
I.) In der nachsten Minute steigt die Temperatur um etwa 10 Grad an.
IT1.) In der nachsten Minute steigt die Temperatur um genau 10 Grad an.

Aufgabe A7

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 4 — x2. Bestimme die Gleichung der Tangente
an den Graphen von f flr:

a) xp=1 b) x,=0

® by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben flr Schule und Studium
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3l

. ,_v.  Differenzialrechnun
~Aufgabenblatt > S
_~~_ Vom Differenzenqguotienten zur Ableitung—~ =
| | | | | | Leve/ 1 - Grund/ageh - Blatt3
Aufgabe A8

In welchem der Punkte A, B oder C ist die Tangenten an den Graphen falsch
eingezeichnet?

...

Powarpd by GEOGEBRA.org

Aufgabe A9

In den Punkten A4, B, € und D sollen die Steigungen des Graphen der Funktion
verglichen werden. Ordne die Punkte nach ansteigenden Steigungswerten.

Welches ist die
richtige
Reihenfolge?

BADC

CDBA

DCAB

Y & CBDA

gl
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. Differenzialrech
Au fga benbla tt ifferenzialrec nung

| / Vom Qlfferenzenquot/enten zur Able/tung

! —- - -

Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3

=3
Aufgabe A10 :f
Bestimme fir f mit f(x) =0,2-x3 die Gleichung der Tangente durch den Punkt
P(3|f(3)).

Tipp: Verwende das Pascalsche Dreieck.

Aufgabe A11
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —x2 + 2. An welcher Stelle x, nimmt die
Steigung der Tangente den Wert m = 4 an?

Aufgabe A12
Bestimme zeichnerisch die Steigung der Tangente an den Graphen in den Punkten
A und B und kreuze die richtige Losung an.

Steigung
in A in B
2 4
31 —2,5 0,5
\——
29 —4 ] 1
A B , k
/ -5 ] 1,5
I:I - - b

Powered by GEQGEBRA.org

Aufgabe A13

Zu welcher Tangentensteigung m gehort dieses Verkehrsschild?
Wie grof ist der Winkel zwischen der Horizontalen und dem
Anstieg?
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4 S Au fga ben bla t‘t D/fferenzialrechnung

“Vom Di;ferenzenqu/tfent‘en zur/\b/eitung
Zz S . Losungen-
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3

Dokument mit 29 Aufgaben

Losung Al

Wahr Falsch

a) Ableitung und momentane Anderungsrate beschreiben %
denselben Sachverhalt. D

b) Gilt f'(—2) =3, so hat die Ableitung von f an der Stelle 3 X
den Wert 2. D
Die Ableitung hat an der Stelle —2 den Wert 3.

c) Existiert fir f die momentane Anderungsrate in x,, so ist
! X
f differenzierbar in x,. D

Losung A2
Der Graph der Funktion ist eine nach unten gedffnete
Parabel mit dem Scheitel in 5(0]4). Deshalb gilt:

a) xo=-3 D
b) x,=30 D

Positiv Negativ

Losung A3
Ay  flxo+h)—f(xo) _ 0,2(1,5+h)3-0,2-1,5% _ 0,2:(1,53+6,75h+4,5h2+h3-1,5%) _ 0,2:(h3+4,5h%+6,75h)
a) A xoth-xo h - h - h
__ 0,2h(h?+4,5h+6,75) __ 0,2(h?+4,5h+6,75)
h 1

ﬂ _ gl . 2 —
Z=f'(1,5) = lim 0,2(h? + 4,5k + 6,75) = 1,35

1 1 1 1 —5+5—h
b) Ay _ fGro+h)=f(%0) _ Zs3n =5 _ _G-m'5 _ 5G6-m _ __~h _ 1
Ax Xo+h—2g h h h 5h-(5—h) 5-(5-h)
dy g T _ 1 _ _i
dx f1)= ;ll% 5.(5-h) 25
Aufgabe A4
a) Ay f(u+h) —f@ _ (u+h)4—u"’ u*+4udh+6u?h?+4und+h*-u* _ h(h3+4uh?+6uh+4ud)
Ax ~ u+h-h h - h

= (h® + 4uh® + 6uzh + 4u?)
; =f'(w) = ,gma(iﬁ + 4uh? + 6ulh + 4u3) = 4u3
b) Ay _ futh)—f(w) _ 5-(u+h)3-7-(u+h)+2—(5u>-7u+2)

Ax u+h-u h
_ 5-(u3+3u?h+3uh?+h3)-7u—7h+2-5u3+7u—-2

h
_ 53415u?h+15uh?+5h3—7u—7h+2-5u3+7u—2 _ 15u?h+15uh?+5h3-7h _ h(15u?+15uh+5h%-7)

. - h - h - h

2 = f'(w) = lim (15u? + 15uh + 5h% — 7) = 15u% — 7

dx h—0
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’  A ufg abe n bla t‘t D/fferenzialrechnung
“Vom Di;ferenZenqu /tfen ten zur/\b/eitung

=z b . Losungen-
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3
) Ay _ futh)—f(w) _ 4-u+h)®-4u® uzﬁ-ﬁ _ 4(2+3uPh+3un?+h3—u2) %
Ax ~ u+h-u h no) h h
_ 4h(3u’+3uh+h?) -2k 2
= - Ao = 4(3u® + 3uh + h?) + u(u+h)
——f (w) = llm4(3u + 3uh + h?) + e +h)— 12u 2+§
Losung A5
Losung A6

a) T(16) —T(4) = 40-V16 + 20 — (40 - V4 + 20) = 180 — 100 = 80.
b) T(17)-T(16) = 40-v17 +20 — (40 -vV16 +20) >0
Flr t = 16 steigt die Temperatur.
c¢) In der nachsten Minute steigt die Temperatur um etwa 10 Grad an.

Losung A7
a) Ay _ fO+h)-f(1) _ 4-(1+h)*-(4-1) _ 4—(1+2h+h*)-3 _ 3-2h-h*-3 _ —h(2+h)
Ax — 1+h-1 h - h - h T ohn

d , .

o= f() = lim —(2+h) = =2

f()=4—-1=3

t) =" -x-1+f(D)

tx)=—2-(x—1)+3=-2x+5
R

2= 0= fim -h=0

f(0)=4—0=4

t(x) = f'(0) - (x = 0) + f(0)

tx)=0-x—0)+4=4

Losung A8

Falsch ist die Tangente in C. X

Losung A9

Seite 68

Richtig ist
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AU fg abe n bl att D/fferenzialrechnung

VOm Di;ferenzenqu/tfenten zur/\b/eitung
A = . Losungen-

Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3

L6ésung A10
Ay_f(3+h)—f(3) _0,2-(3+h)3’—0,2-33 _ 0,2-(27 + 27h +9h? + h3) — 0,2 - 27
Ax  1+h-1 h B h
_ 5,4+5,4h+1,8h%+0,2h3 —5,4 _ h(0,2h?+1,8h+5,4)
h h

23 = lim (0,2h* + 1,8k + 5,4) = 5,4
f3)=02-27=54

t)=f'Q)-(x-3)+f(3)
t(x)=54-(x—3)+54=54x—10,8

Losung Al1l

Ay f)—f(x) —x*+2—(=xf+2) —x*+x§  (x—x) (x+x)

—_— = = = = — =—(x-|—x0)
Ax X — Xo X — Xo X — X X — X

dy

s =f'(xo) = llm —(x +xg) = —2x

f(xo)—4——2x0 = xy=—2
An der Stelle x, = —2 nimmt die Steigung der Tangente den Wert m = 4 an.

Losung Al12

Die Steigung in A ist| —4 l
Die Steigung in B ist 1 I

LOosung Al13

Das Verkehrsschild gibt ein Gefédlle von 22 % an. Die Tangentensteigung betragt
somit m = —0,22.

Der Winkel zwischen der Horizontalen und dem Gefallt betragt:

a =180°+ tan~1(-0,22) ~ 167,6 °.
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A ufg abenbla tt D/fferenZIalrechnung

5 Vom Qlfferenzenquot/enten zur Able/tung/

Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 1

Dokument mit 17 Aufgaben

Aufgabe Al

Berechne - wie im Beispiel - mithilfe des Differenzenquotienten % die

Ableitung im Punkt x, = 4.

Beispiel: Differenzenquotient aufstellen und vereinfachen:
Ay _ flxo+h)=f(xo) _ \/x0+h—\/x_0 _ ([Xoth—yxo)-(Jxo+h+/x0)
Ax Xo+h—x, h(\[xo+h+/x0)
_ Xo+h—xg
f(x) - \/; h(Jx0+h+J_) Jxo+h+\/_
1 1
Grenzwert ermitteln: f'(4) = llm F AT AT a

a) fitk=vx—-1 Db) fLlx)=vVvx+16 C) f3(x)= Zx3 —-x% d) falx) =
h) fe(x)=+v3x+1

ﬂl

1
€) fS(x):_x% f) fe(x)=—x+% g) fr(x)= —

1

Aufgabe A2
Die Grafik zeigt das Schaubild der Funktion f mit f(x) = v2x + 4. Berechne mit
Hilfe des Differenzenquotienten die Tangentensteigungen fur:

a) xXo = —1 7
b) =x,=1 .
C) xo=4% ()
d) x,=8 ’
4
Gib die Funktionsgleichungen 3
der Tangenten an und
zeichne sie in ;
nebenstehender Grafik ein. 0
-2 -1 o 1 2 3 4 a [} 7 g ;rg
-1
-2
Powered By GEOGEBRA.org

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fUr Schule und Studium

Seite 70 www.fit-in—matheﬂ_r_:rane.de :
~Dr.-Ing. Meinolf Miller / webmaster@fit-in-mathe-online.de



D/fferenzra/rechnung

Aufgabenb/atf
Vom Qlfferenzenquot/enten zur Able/tung/

3l

,,/

Level 2 - Fortgeschrltten - Blatt 1
Aufgabe A3

Ein Koffer fallt aus einem in 1000 m H6he Uber dem Meer fliegenden Flugzeug aus
der Ladeklappe. Die Fallhohe des Koffers kann mit der Funktion s,(t) = 5t?
annahernd beschrieben werden (s,(t) in Metern, t in Sekunden).

a) In welcher Hohe befindet sich der Koffer nach 9 Sekunden? Wie groB ist
seine Fallgeschwindigkeit in v; in km/h in diesem Moment? Berechne diese
Geschwindigkeit v; mithilfe des Differenzenquotienten.

Nach welcher Zeit trifft der Koffer auf der Meeresoberflache auf?

Nach dem Auftreffen auf der Meeresoberflache kann der Sinkweg des Koffers in
den ersten 5 Sekunden annahernd beschrieben werden durch die Funktion

s,(t) =6 —x+05 m (s(t) in Metern, t in Sekunden).
b) Wie tief ist der Koffer 3 Sekunden nach dem Auftreffen auf die Meeresober-

flache gesunken? Welche Sinkgeschwindigkeit v, in km/h hat er zu diesem
Zeitpunkt. Berechne v, wiederum mithilfe des Differenzenquotienten.

Aufgabe A4

Ein 100 m-Laufer hat zum Zeitpunkt ¢ die Strecke s(t) (t in Sekunden, s(t) in Meter)
zurickgelegt. Die zugehérige Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t ist v(t). Ordne den
beschriebenen Sachverhalten (A) - (E) das richtige Kartchen @, ®, ©, ® oder ©

ZU.

(A) (B) (C) (D) (E)
Laut seines Trainers Einen tollen Tatsachlich war die Laut seines Trainers Sportbegeisterte
lag die Durch- Laufstil. Seine Strecke, die der lag die Durch- wird vor allem die

schnittsgeschwindig-
keit des Laufers
zwischen 2 sund 5 s

Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt 2,5

Laufer zum
Zeitpunkt 2,5 s

schnittsgeschwindig-
keit des Laufers

mittlere Ander-
ungsrate von v im

s zeigte deutlich, zuruckgelegt hat o] zw1schen 2s und 5 s | Intervall [2;5]
o

(1] (2 © o (5
s'(2,5) v'(2,5) s(2,5) v(5)-v(2) s(5)-s(2)
3 5-2
Aufgabe A5

Bei einer Pipeline wird die seit Mitternacht durchgeflossene Olmenge durch die
Funktion f(t) beschrieben (¢t in s, s(t) in m3).
a) Zwischen 3 Uhr und 8 Uhr sind

450m3 durch die Pipeline
geflossen. Wie hoch ist die
mittlere  Durchschnittsrate im

Intervall [3;8]?

b) Um 6 Uhr ist die momentane
Durchflussrate 30m3/h. Wie viel
Ol flieBt bis 6:10 Uhr durch die
Pipeline, wenn die Durchflussrate
in diesem Zeitraum konstant
bleibt?
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= Vom Dif/ferenzenqu /tfenten zur/\b/eitung

A ufg abe n bl att D/fferenzia/rechnung

- Losungen-
Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 1
Losung Al
a) Detaillierte Lb‘sung:
fi(x) = Vx —
Ay _ f(xo+h) f(xo) _ VA-1+h—V4-1 _ (V3+h—V3)(V3+h+V3) _  3+h-3
Ax — xo+h—xo h - h(V3+h+V3) T h(V3+h+V3)
h 1

T h(V3thev3)  V3thiv3
1 1 1
fI®) = lim e 7= 75 =5 V3

h—0 6

b) HW=2vE o f4) =4 d fiw=-+

e) fi®=; f fW=-2 g F@®=-3V2 h) f[FA =313
Losung A2
a) Detaillierte Losung
fx)=+V2x+4
Ay _ flro+m)=f(xg) _ V=2+4+h—V=2+4 _ (V2+h—V2)(V2+h+V2) _ _ 2+h-2
Ax xwf—lh—xo ) h h(VZ+h+2) " h(V2+h+v2)

b)

C)

d)

= h2hVD) WM

1
= D‘;f‘ﬁ%Whr =3 V2

Die Tangente an f hat im Punkt P(-1|v2) die Steigung m, = %\/5

ta(x) = 3V2(x +1) + V2

ta(x) =%\/7x+§\/7

Die Tangente an f hat im Punkt

P(1|V6) die Steigung m, = %\/3.

t(x) = =V6(x — 1) + 6
=%\/€x+g\/€

Die Tangente an f hat im Punkt

P(4]2V3) die Steigung m, =%\/§. - . .-

te() = zV3(x —4) + 23 ISR TS S IO N U N AU B

1 4 Powered by GEQGEBRA.org
=-vV3x+-V3 ‘ - :

Die Tangente an f hat im Punkt P(8|2V5) die Steigung m, = 1—10\/5
ta(x) = =V5(x — 8) + 2V5
=1—10\/§x+§\/§

Losung A3

a)

s,(t) = 5t?
s1(9) =5-92 = 405
Nach 9 Sekunden befindet sich der Koffer in 1000 — 405 = 595 m HOhe.

Asy  sp(tg+h)—s1(to) _ 5-(9+h)2-592  4054+90h+5h*—405 _ h(5h+90) — SR 490
At to+th—-ty h - h - h -

lim 5h+90 =90
h—0

Der Koffer hat in diesem Moment eine Geschwindigkeit v, von 90%.
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- A ufg abenbla tt D/fferenzia/rechnung

_~ Vom Di;ferenzenqu /tfent‘en zur/Ab/eltung
oL - Losungen-

Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 1

1
b) s2(t) =6 - x+0 5 (x+0,5)2

1
52(3) 6— 3+0,5 (3+0,5)2 =56

Nach 3 Sekunden befindet sich der Koffer etwa in 5,6 m Tiefe.

6 1 1 ( 1 1 ) 1 1,1, 1
Asy _ Sp(tg+h)—sz(tg) _ ° (3+h+05) (3+h+0,5)2 3+0,5 (3+0,5)2) __  (35+h) (3,5+h)2 3,5 3,52
At to+h—tg h h
—3,52:(3,5+h)—3,52+3,5:(3,5+h)% +(3,5+h)2

. 3,52-(3,5+h)2 _ -3,5%-3,521-3,5%2+3,53+24,5h+3,5h%+3,52+ 7Th+h?

- h - h-3,52:(3,5+h)2

_ —3,52h+24,5h+3,5h2+7h+h? _ n(31,5-3,52+4,5h) _ 19,25+4,5h

- h-3,52+(3,5+h)2 T h352(35+h)2  3,52(3,5+h)?

19,25+4,5h _ 19,25
h->03,52(3,5+h)2 3,54 0,1287
Nach 3 Sekunden hat der Koffer eine Sinkgeschwindigkeit v, von etwa
0,13 =,

N

Losung A4

Text (A) beschreibt eine Durchschnittsgeschwindigkeit. Also ist Kartchen @ mit
v(5)-v(2)

das Richtige.

Text (B) beschreibt eine Momentangeschwindigkeit. Die Ableitung des Weges
nach der Zeit ist die Geschwindigkeit, also ist Kartchen ® mit s'(2,5) das Richtige.
Text (C) beschreibt eine zurlickgelegte Strecke, also ist Kartchen ® mit s(2,5)
das Richtige.

Text (D) beschreibt eine momentane Anderungsrate und zwar die von v. Also
ist Kértchen ® mit v'(2,5) das Richtige.

Text (E) beschreibt eine mittlere Anderungsrate von v im Intervall [2;5]. Also
ist Kértchen @ mit —U(5)3v(2) das Richtige.

Beachte:

Text (A) und Text (E) beschreiben ein und denselben Sachverhalt, wo
hingegen fir Kartchen © keine textuelle Beschreibung vorhanden ist.

Losung A5
AV 450
a) EZEZ 90

Die mittlere Durchflussrate im Intervall [3;5] betrug 90 m3/h.

b) Die mittlere Durchflussrate um 6 Uhr ist 30 m3/h, bzw. %m3/min, also

0,5 m3/min. Bis 6:10 Uhr flieBen also 10 - 0,5 m3 = 5m3 durch die Pipeline.
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A ufg abenbla tt D/fferenzra/rechnung

i Vom Qlfferenzenq,uot/enten zyr Able/tung/

~ - -

Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 2

Dokument mit 21 Aufgaben

Aufgabe A1l
Berechne wie im Beispiel mit Hilfe des leferenzenquotlenten d|e
Ableitung der Funktion f.
Beispiel Differenzenquotient aufstellen und vereinfachen
Ay flx+h)—f(x) (x+h)?*—x* x*+2hx+h*—x?
Ax x+h—x B h B h
h(h + 2x)
f(x) = x? =—F = =h+2x
dy

dx_ f'(x) = llmh+2x—2x
a) filx) =3x b) fo(x) = 3x* ) f3(x) =x*—x d) fa(x) = x3
e) fs()=x*+5 f) fix)=x*+1 g) f)=-2x> h) fylx)=-x*
Tipp: Aufgabe d), f) und h) mit dem Pascalsche Dreieck.

Aufgabe A2
Berechne wie im Beispiel mit Hilfe des Differenzenquotienten i—z die Ableitung der
Funktion f.
Beispiel Differenzenquotient aufstellen und vereinfachen
1 1 x—(x+h)
1 A_y_f(x+h)—f(x)_x+h_§_ x(x+h) _ —h _ 1
fG)=- A  x+h-x R h “xh(x+h)  x(x+h)
x dy _ lim 1 1
== i 56~ x(x +h)  x2
1 _ o2 _ 1
a) f1(x)—ﬁ b) fz(x)—m ) fs(x)=x*—x d) f4(x)—x+;

e) fo(x)=—-x*4+x f) fe(x)=x*—-x+1 g) f,(x)= —% h) fe(x) =—x —%

Aufgabe A3

Ein Taucher befindet sich zum Zeitpunkt t in der Tiefe f(t) unter der

Wasseroberflache (t in min, f(t) in m). Nach zehn Minuten befindet er sich in 24 m

Tiefe und sinkt weiter nach unten.

a) Die mittlere Anderungsrate im Intervall [10;12] ist 3. Was bedeutet dies in
diesem Zusammenhang? Berechne die Tiefe des Tauchers nach 12 Minuten.

b) Die momentane Anderungsrate von f nach 10 Minuten betrédgt 2,8. Welche
der Angaben auf den Kartchen sind richtig, welche Angaben sind
madglicherweise falsch.

(1) f'(2,8) @®Die Tiefe des Tauchers nimmt Die Sinkgeschwindigkeit zum
pro Minute um 2,8 m zu. eitpunkt t = 10 min betragt 2,8 %

r) f(11) = 26,8 }
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A ufg abenbla tt D/fferenzra/rechnung

i Vom Qlfferenzenq,uot/enten zyr Able/tung/

- . -

Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 2
Aufgabe A4
Ein Radfahrer hat zum Zeitpunkt t nach einem Start die Strecke s(t) seiner
Fahrstrecke zurtickgelegt (¢ in h, s(t) in km).
a) Die mittlere Anderungsrate von s im Intervall [2;5] ist 15. Was bedeutet dies
in diesem Zusammenhang? Wie weit ist der Radfahrer in diesem Zeitraum
gefahren?

b) Die momentane Anderungsrate von s'(2) ist 18. Was bedeutet dies in diesem
Zusammenhang? Wie lange bendtigt der Radfahrer fir die nachsten 1,5 km,
wenn diese Anderungsrate bleibt?

Aufgabe A5

Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=sin(x). Bestimme mit Hilfe des
Differenzenquotienten die Steigung im Punkt x, = %.

Lésungshinweis: Zur Losung dieser Aufgabe bendétigst du das Additionstheorem
. . _ a+py . (a—p
sin(a) — sin(B) = 2 cos( > ) . sm( > )

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fUr Schule und Studium
www.fit-in—matheﬂ_:_:rane.de _ Seite 75
~Dr.-Ing. Meinolf Miller / webmaster@fit-in-mathe-online.de



Seite 76

. A ufg abenblatt Differenzialrechnung
i Vom Di/fferenZenqu /tfenten zur/\bleitung

S
- Losungen

Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 2
LOosung Al

Detaillierte Lésung flr a)
Ay _filx+h) - f1(x) 3-(x+h)—3x_3x+3h—3x_3h

fi(x) = 3x Ax  x+h-x h B h h
=) =lm3=3
b) fz(x)=6x ¢) f3(x) =2x-1

Detaillierte Losung fur d)
Ay  falx+h)—fo(x)  (x+h)*—x* x*+3x*h+3xh® +h> —x3

Ax xo+h—xy h - h
fa) =x® | o DO _ b2y 3 4 342
h
dy
dx_f4 x) = llm h? + 3xh + 3x% = 3x?
e) fs(x)=2x f) fe(x) =3x* Q) frix)=—4x h)  fg(x) =—4x°
Lésung A2
Detaillierte Lésung fur a)
1 1 x*=(x+h)?
Ay _ fik+ ) —fi(x)  (x+h)2 x2 _ xZ(x+h)? _ x? — (x + h)?
1 Ax x+h—x - h B h "~ x2h(x + h)?
f1(x) =— _ 2xh+h? _ _h(2x+h) _ 2x+h
x T x2h(x+h)2  x2h(x+h)2 x2(x+h)2
o U 2x+h  2x 2
ARl i STy A A

1 1
b) f2(x) = GT e c) fix)=2x—1 d) f/(x)= 1-
&) fl=-2x+1 f) fl)=2x-1 g) fi()= é h) o) = —1 +%

L6ésung A3
a) Die Angabe bedeutet, dass der Taucher von der 10. Bis zur 12. Minute um

3% tiefer sinkt.
f(12) = f(10)+2-3=24+6=30
Die Tiefe des Tauchers nach 12 Minuten betrdgt 30 m.
b) Die Angabe bedeutet, dass die momentane Anderungsrate zum Zeitpunkt
t = 10 min 2,8% betrégt.
Damit ist: Kartchen © richtig, Kartchen @ falsch, da hier keine Aussage zum
Zeitpunkt gemacht wird, Kartchen © richtig sowie Kartchen @ ebenfalls
richtig.

L6ésung A4
a) Die Angabe bedeutet, dass der Radfahrer von der 2. bis zur 5. Stunde mit

einer Geschwindigkeit von 15%’” unterwegs ist. Die gefahrene Strecke in
diesen 3 Stunden ist 45 km lang.

b) s'(2) = 18 bedeutet, dass die momentane Geschwindigkeit des Radfahrers
zum Zeitpunkt ¢t =2 18 km/h betragt.
1852ty = 1,5 km
to =11;85=% h = 10 min
Der Radfahrer benétigt fir die nachsten 1,5 km etwa 10 min.
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Vom DlﬁferenZenqu /tfen ten zur/\ble)’tung g

] Losungen
Losung A5
ay _ fltm—rxg) _ sin(grh)-sin(G) _ sin(Gen)-sin(g)
E - Xo+h—xg - g"’h_g a h

Es gilt das Additionstheorem sin(a) — sin(B) = 2 cos (a%ﬁ) - sin (“2;/3)
sin (% + h) — sin (%) = 2cos (EHZHE) - sin (EHZI_E) = 2cos (i—h) - sin (g)
ay _ ZCOS(%M)SM(%) _ cos(g+§)-sin(§) |

Ax h h
2

Der Bruch wurde mit % erweitert.

. (h
Es erfolgt nun der Nachweis, dass lim nﬁ(Z) = 1. Hierzu betrachten wir uns die
2

h—0

Situation am Einheitskreis.

Nach den trigonometrischen Funktionen

gilt: sin (%) = % = ? = AB. Dieser Wert

liegt auf der Sinuskurve im Punkt

h| . h
C(E sin (E))
Mit kleiner werdendem h gilt fir A" -
! ? 1221} 2 A ,
sin (’;) = % = AlB A'B’. Dieser Wert liegt t---1 024 ]

auf der Sinuskurve im Punkt
r(hr] . hr
Cc (7 sin (7))
Mit h — 0 wird A'B' immer kleiner und

damit wandert ¢’ gegen den Ursprung. Da
dadurch auch % immer kleiner wird,

 f(@) = s;inr(&) -

streben sowohl % als auch sin (%)
demselben Wert entgegen sodass der
Quotient aus sm( ) und & gegen 1
strebt.

dy (T . cos(g+§)-sin(g) . T h T 1
e=r(5)= fim g = lim cos (§+3) 1=cos(§) =53

h—0

Powered by GEQGEBRA.org

‘© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben flr Schule und Studium
wwwfit-in-mathe-online.de Seite 77
Dr.-Ing. Meinolf Muller / webmaster@fit-in-mathe-online.de 1



D/fferenzra/rechnung

, Aufgabenb/ati’
A Vom Qlfferenzenquot/enten zyr Ab/e/tung/

- . -

Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 3

Dokument mit 21 Aufgaben

Aufgabe Al :
Berechne f'(x) mit der ,x"-Methode, Uberprife dein Ergebnis mit dem g2
GTR/WTR.

a) fix)=2x%+x; xo=4 b) f) = %; X = —2

c) fs()=vx; xp=3 d) failx)=x*+6x; xo=2

e) fs(x)=x%—-6x; x5=2. f)  fo(x) =2x—x* xq=-3

Tipp: Nutze flr Aufgabe f) das Pascalsche Dreieck

Aufgabe A2

Berechne f'(x) mit der ,h“-Methode, Uberprife dein Ergebnis mit dem GTR/WTR.
a) fi)= %xz; Xo =3 b) fi(x)=2x?—-x; xo=-1

c)  f3(x) =—x3+4x% x,=2 d) fi)=x-x+2 x=3

e) fs(x)= %i Xo = —3 f) fo(X) =Vax +4; x5 =2

Tipp: Nutze fur Aufgabe c) das Pascalsche Dreieck

Aufgabe A3

Berechne - wie im Beispiel - mithilfe des Differenzenquotienten j—z die Ableitung
der Funktion f.

Beispiel: Differenzenquotient aufstellen und vereinfachen:
Ay _ fx+h)=f(x) _ Vx+h—vVx _ (x+h—vVx)-(Vx+h+Vx)
Ax xt+h-x h - h-(Vxth+vx)

fGo) = V& o _mer 1

h-(Vx+h+yVx)  Vx+h+/x

1 1
Grenzwert ermitteln: f'(x) = ’llllg NP

2) A =Vx—1 b) LEW=VEFT6 ©) fEW=gx-x d) f4(x)——
h) fe(x)=+v3x+1

<|

1
€) fS(x):_x% f) fe(x)=—x+% g) fr(x)= L

1

Aufgabe A4
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=cos(x). Bestimme mit Hilfe des
Differenzenquotienten die Steigung im Punkt x, =§.

Lésungshinweis: Zur Losung dieser Aufgabe bendtigst du das Additionstheorem

cos(a) — cos(B) = —Zsin (a ; ﬁ) sin (a ;ﬁ)
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.| . Losungen
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 3

Losung Al
Detaillierte Lésung flr a)
by i -fAM _ 2x? +x—36  (2x+9)(x —4)

A=2+x (B x4 o4 T o
='W =lim2x+9=17
Detaillierte Lésung fur b)
5 5 10-5x
Ay L0 -f(=2) x"2_ " 2x _ 10-5x _ 52-x)
5 Ax x—2 Tx—2 x—2 2x-(x—-2) 2x-(x—2)
f2(x) == —_ 52 5
X 2x(x—2) 2%
5 5
_fz( 2)= lim ——=7
c) f3’<3)—2_f3 O =14 © f@=-2 0 =110
Lésung A2
a) fi(3)=3 b) fi(-1)=-5 Q) A@ =4 d) fi(G) =2

e) A(=3)=-2 f) f@ =33

Lésung A3

Detaillierte Lésung flr a)
Ay _ Al -f10) _ Vx+h—1-vx— (\/x+h 1—Vx—1)(Vx+h—1+Vx—1)

Ax — x+h-x h h-(Vx+h—1+Vx—1)
_ _ x+h-1-(x-1) h 1
fil) =vx -1 = R haD) R et ie) N

dy
ax =H0) = iﬂ%ww— =

b) fz’(x)=m c) f3(x)—zx —2x
Detaillierte Lésung fur d)

1 Vx—Jx+h
Ay _ falr+h)—fa(x) W Vx _ NExrh _ NX—Jx+h
1 Ax Xo+h—x, h T hvxVx+h
falx) =— _ (WVx—Vx+h)(x+Vx+h ) x—(x+h) -1
Vx = WAVt h- (Yt th) h\/_\/W(\/_h/W) f«?(ﬁ«ﬁ)

_f4(")_l”"o \/—W(\/—h/m “ T T ne
2

' 1
e) fi =5 fo)=-1-= 9) W =-77=5 h) o) = 5=

L6sung A4
Ay _ fGroth)—fxg) _ cos(Grh)=cos(3) _ cos(F+h)-cos(3)
ax Xo+h—xgo - §+h—§ - h

Es gilt das Additionstheorem co s(a) — cos(B) = —2 sin (“Zi) - sin (“Zi)

21

- - _(FHhis _ (5+h—% Zth /h
cos (— + h) — cos (—) = —-2sin - sin = —2cos - sin (—)
3 3 2 2 2 2
2T
—+h h
-2 3 sin(Z= T h\ . (h
w_ 2o cos(z) s

= =— 2 | Der Bruch wurde mit % erweitert.

Ax h 2
2
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“Vom DiﬁferenZenqu/tfent'en zur/Able)’tung i
[Nl W | Losungenf
Es erfolgt nun der Nachwels dass
. (h
}{z{’(’) sm_(—)
die Situation am Einheitskreis.
Nach den trigonometrischen Funktionen

gilt: Sin(§)=%=%=ﬁ. Dieser Wert | * T g |

liegt auf der Sinuskurve im Punkt

hi| . h
C <E|sm (E))
Mit kleiner werdendem h gilt flr h':

h A'B AIBr .
sm( ') =245 _ 2% _ A'B’. Dieser Wert
2 OB/ 1

liegt auf der Sinuskurve im Punkt
r(hr] . hr
C (7 sin (7))
Mit h —» 0 wird A'B’ immer kleiner und
damit wandert ¢’ gegen den Ursprung.

= 1. Hierzu betrachten wir uns

| f(@) = sin(z)

Powered by GEQGEBRA.org

Da dadurch auch % immer kleiner wird, streben sowohl ﬂ als auch Sin(%)
demselben Wert entgegen, sodass der Quotient aus sm( ) und — gegen 1 strebt.

E — f’ (E) _ ll COS(3+Z) sm(?)

. h T 1
m-———-m= lim COS(—+—)'1 = COS(—) ==
h—0 3 h—0 3 2 3 2
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D/fferenzralrechnung

, ‘Aufgabenblatt
A Vom Qlfferenzenquot/enten zur Ab/e/tung/

-

Level 3 - Expert - Blatt 1

Dokument mit 10 Aufgaben

Aufgabe A1 ';.I..
Ein Fahrzeug wird abgebremst. Fir den in der Zeit ¢t (in Sekunden) %f."_ Fa
zuruckgelegten B 3=

Weg s(t) (in Metern) gilt: s(t) = 20t — t?; t € [0; 10].
a) Berechne den zuriickgelegten Weg nach 5 Sekunden bzw. nach 8 Sekunden.
b) Bestimme mithilfe des Differenzenquotienten % die momentane

Anderungsrate s'(t) des Fahrzeugs nach 6 und nach 10 Sekunden.
c) Warum kann die angegebene Formel nicht fir ¢t = 11 s gelten?

Aufgabe A2

Ein KOrper bewegt sich so, dass er in der Zeit t den Weg s(t) = 4t? (s in m, t in s)
zuricklegt.

Bestimme mithilfe des Differenzenquotienten die momentane Anderungsrate von
s(t) zu den Zeiten t, =1 und t; = 5.

Welche Bedeutung hat die momentane Anderungsrate von s(t)?

Aufgabe A3

Begrunde (ohne zu rechnen), welches Vorzeichen die Ableitung der Funktion f mit
f(x) = —x3+5 an der Stelle x, hat.

a) x,=3 b) x,=-5 Cc) x,=100 d) x,=0.
Welche Bedeutung hat die momentane Anderungsrate von s(t)?

Aufgabe A4

Die Funktion f mit f(x) = —0,0075x% + 3x beschreibt modellhaft die Baukosten fir

eine Wohnung von x m? Wohnflache (20 <x <200, f(x) in 1000€). Es ist

f'(x) = —0,015x + 3.

a) Berechne f(80) und f'(80). Was bedeuten diese GréBen in diesem Kontext?

b) Berechne durch |lineare Naherung mithilfe von f(80) und f'(80)
naherungsweise die Herstellkosten fir ein 82m? groBe Wohnung und
vergleiche mit dem Funktionswert f(82).
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Z « . Losungen

Level 3 - Expert - Blatt 1

Losung Al
a) s(5)=20-5-52=75
s(8)=20-8—-82=96
Das Fahrzeug hat nach 5 Sekunden 75 m und nach 8 Sekunden 96 m

zurlckgelegt.
b) 4s _ s(t+h)=s(®) _ 20(t+h)—(t+h)?—(20t—t%) _ 20t+20h—t?>-2th—h2-20t+t?> _ h(20—2t-h)
At t+h-t h - h - h

Zs—s(t)— lim 20 — 2t — h = 20 — 2t

s(6)—20—12—8
s'(10) =20-20=0

c) Da das Fahrzeug nach 10 Sekunden bereits zum Stillstand gekommen ist
wegen s'(10) = 0 (siehe Aufgabenteil b)) kann die Formel nicht fir t =11s

gelten.
Lésung A2
4s _ s(t+h)=s(t) _ 4(t+h)?-4t? _ 4(t?+2th+h?)-4t%> _ 8th+h? _ h(st+h) —8t+h
At~ t+h-t h - h T n ho

Zi—s(t)— llm8t+h—8t

s'(1)=8- 128
s'(5)=8-5=40

Loésung A3

Der Graph der Funktion f ist fir x € R monoton fallend und hat in x, =0 einen
Sattelpunkt, also eine Stelle mit waagrechter Tangente (Steigung = 0).

Somit hat die Ableitung von f auBer in x, = 0 negatives Vorzeichen. In x, = 0 hat
sie gar kein Vorzeichen, da die Null weder positiv noch negativ ist.

Die Ableitung des Weges nach der Zeit ist die Geschwindigkeit.

LOosung A4

a) f(80)=-0,0075-80%+3-80 = 188,81
f'(80) =-0,015-80+3 =1,8
f(80) bedeutet, dass eine 80 m?> Wohnung 188810 € kostet.
f'(80) bedeutet, dass die m2-Kosten einer 80 m?> Wohnung bei 1800 €/m?
liegen.

b) Lineare Naherung: K(82) = f(80) + 2. f'(80) = 188,81 + 2 - 1,8 = 192,41.
Funktionswert: £(82) = —0,0075-82% +3-82 = 195,57
Zwischen linearer Naherung und echtem Funktionswert besteht ein
Unterschied von 3,16. Die echten Kosten fiir eine 82m? Wohnung sind also
3160 € hoher als Uber die lineare Naherung.
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Dokument mit 16 Aufgaben

Aufgabe Al
Bei einem Belastungstest mit einem
Gummiexpander wird gemessen, wie viel
Kraft F (in N) man braucht, damit sich der
Expander um eine Strecke s (in cm)
verlangert. Die Auswertung der Daten
ergab den rechnerischen Zusammenhang
F(s) = 0,04s3 — 0,652 + 4s.
a) Stelle die Abhangigkeit der Kraft von der
Verlangerung flur s < 12 cm graphisch dar.
b) Berechne die Ableitung F'(s) bei s =2cm (s =5cm bzw. s = 10 cm).
c) Wenn man einen Luftballon aufblast, geht dies zu Beginn verhaltnismaBig
schwer und dann allmahlich leichter. Kannst du diese Beobachtung mit den
fir den Gummiexpander gewonnenen Erkenntnissen erklaren?

Aufgabe A2
Ein Skiabfahrtslaufer legt in der Zeit t die Strecke s(t) = 1,5t% zurick (t in Sekunden

nach dem Start, s(t) in Meter).

a) Berechne die Geschwindigkeit finf Sekunden nach dem Start. Berechne durch
lineare Naherung mithilfe dieser Geschwindigkeit naherungsweise die nach
sechs Sekunden zuriickgelegte Strecke. Bestimme die Abweichung zu s(6).

b) Bestimme die Formel fir die Geschwindigkeit mit Hilfe der Ableitung und
berechne die die Geschwindigkeit des Laufers funf Sekunden und sechs
Sekunden nach dem Start.

Cc) Zu welchem Zeitpunkt nach dem Start hat der Skifahrer die Geschwindigkeit
36 m/s?

d) Wann ist der Skifahrer 96 m weit gefahren?

Aufgabe A3

Bei einer Pipeline gibt f die seit 6 Uhr durchgeflossene Olmenge an (x in h nach
6 Uhr, f(x) in m3).
a) Erldutere die folgenden Angaben in dieser Sachsituation:
(1) f(7)=60 (2) F2 =11, (3) f(5)=12
b) Berechne mit Hilfe von f'(5) = 12 naherungsweise die zwischen 11 und und
11:15 Uhr durch die Pipeline geflossene Olmenge.
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/ Vom Q/fferenzenquot/enten zyr/Able/tung/

Level 3 - Expert - Blatt 2
Aufgabe A4
In eine Zisterne stromt Regenwasser. Jeden Tag werden aus der Zisterne ca.
100 m3® Wasser fir die Wasserversorgung eines Stadtteils entnommen. Beantworte
die Teilaufgaben mithilfe der Grafik.
a) An welchem Tag war am meisten Wasser in der Zisterne?
b) In welchem Monat hat es am meisten geregnet? In welchem Monat hat es
gar nicht geregnet?
c) In welchem Monat sind téglich 100 m3 zugeflossen, in welchem Monat taglich
50 m3?

d) An welchem Tag nach dem 1.6. hat es zu regnen begonnen?
e) Wie viel Wasser ist im September taglich im Mittel durch die Zisterne
geflossen'?

0 3 3 i 1 1 1 ! . __Monat

Zisterne der Festung El Jadida in Marokko

Jan.i Feb.i Marz: Apr.: Mai i Juni i Juli | Aug.: Sep.: Von Guilandre - Eigenes Werk, CC BY-SA 3.0
. | Powered by, GEOGEBRA.org ' ' '

Aufgabe A5

Ein Rennwagen legt in den ersten Sekunden nach einem fliegenden Start die
Strecke s(t) = 5t2 +t zurick (t in s, s(t) in m).

a) In welcher Zeit beschleunigt er von 50 km/h auf 100 km/h?

b) Wie lange braucht er fur die ersten 100 m nach dem Start?
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i G A ufg abe n b latt D/fferenzialrechnung

Vom Di;ferenzenqu/tfenten zur/\b/eitung
o ... . Losungen.
Level 3 - Expert - Blatt 2

Losung Al

a)
b)

Grafik untenstehend.
AF _ F(x+h)-F(x) _ 0,04(s+h)3-0,6(s+h)?+4(s+h)—(0,04s3-0,652+4s)
E o x+h—x o h
_0,04(s*+3s%h+3s5h?+h3)—0,6(s*+2sh+h?)+4s+4h—0,0453+0,65%—4s
h

_0,1252h+0,12sh%+0,04h>—1,2sh—0,6h*+4h _ h(0,1252+0,125h+0,04h*—1,25—0,6h+4)
- h - h
= 0,12s% + 0,12sh + 0,04h? — 1,25 — 0,6h + 4

% =F'(s) = ,{i"g 0,12s% + 0,12sh + 0,04h? — 1,2s — 0,6h + 4 = 0,1252 — 1,25 + 4

F'(2)=0,12-22-12-244 = 3,28 .
F'(5)=0,12-52-1,2-5+4=1 F
F'(10)=0,12-10°-1,2-10+ 4 =4
GemalB dem Ergebnis von zuvor ist
der Wert von F'(s) zunachst grof3,
fallt dann ab um kurz darauf
wieder anzusteigen.

Dies deckt sich mit dem Aufblasen = *°
eines Luftballons, was zunachst
schwerer, dann wesentlich leichter - 2o
geht und zum Schluss - kurz vor
dem Zerplatzen - wieder - 1o
schwieriger ist.

a0

]
2 o =z 4 & 8 o 12 g4

Powgred by GEOGEBRA.org

Losung A2

a)

b)

Wie berechnen zunachst die mittlere Geschwindigkeit flr die ersten funf
Sekunden.
s(0)=0m; s(5)=15-52=375m

— 37,5-0 m
v = =75—.
5 N

Strecke fir 6 Sekunden mit dieser mittleren Geschwindigkeit:
s=v-t=75-6=45m.

Strecke fur 6 Sekunden mit Formel s(t):

s(6)=15-62=54m

Differenz: 54 m —45m=9m

Die Ableitung des Weges nach der Zeit ist die Geschwindigkeit.

4s _ s(t+h)=s(t) _ 15:(t+h)*>-1,5¢> _ 1,5t*+3ht+h*>-15t> _ h(3t+h)

ét_ s+h-s h - h T n =3t+h
S 7 _ . _

= =5 (t)—£%3t+h—3t

Damit lautet die Formel flr die Geschwindigkeit des Laufers:

v(t) =3t

U(5)=3'5=15%; v(6)=3-6=18%
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4 Vom Di;ferenzenqu /t/enten zur/Ab/eitung
— b . Losungen-
Level 3 - Expert - Blatt 2
o) v = 36%
3t=36 = t=12
Nach 12 Sekunden erreicht der Laufer eine Geschwindigkeit von 36%.
d) s()=96
1,5t =96
t?=144 = t=12
Nach 12 Sekunden ist der Ldufer 96 m weit gefahren.

L6sung A3 )
a) f(7) = 60 bedeutet, dass zwischen 6 Uhr und 13 Uhr 60 m® Ol durch die
Pipeline geflossen sind.

f(7)4f(3) 11 bedeutet, dass die mittlere Durchflussmenge zwischen 9 Uhr

und 13 Uhr 1lT betragt.

f'(5) = 12 bedeutet, dass die momentane Durchflussmenge um 11 Uhr 12'"73
betragt.
12 m3

b) f'(5) =12 —3 = s Von 11 Uhr bis 11:15 Uhr sind es 15 Minuten:

12 m3 3
V[11;11:15] = 15 min - EE = 3 m

Losung A4

a) Etwa Mitte Mai war mit 6000 m® am meisten Wasser in der Zisterne.

b) Im Monat April hat es am meisten geregnet, weil in diesem Zeitraum die
Wasserzunahme in der Zisterne am Steilsten ist.

c) Im Monat Februar als auch genau Mitte Mai und Ende Juli sind taglich 100 m3
zugeflossen, da die Wasserzunahmen dort den Wert 0 erreichten.
Im Monat Januar als auch etwa um den 25. Mai als auch den 15. Juli herum
sind taglich 50 m® Wasser zugeflossen, da dort die Wasserabnahme etwa
50 m3 betragt.

d) Direkt nach dem 1.6. hat es zu regnen begonnen, da ab diesem Tag die
Wasserabnahme wieder geringer ist als 100 m® pro Tag.

100 m3

e) Die Wasserzunahme im September betrug 1000-""— bzw. 2°.™  Dpa im
Monat 3 Tag

September auch 100 % entnommen wurden, sind somit taglich im Mittel

3
etwa 133,3 :Tg durch die Zisterne geflossen.
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AU fg abe n bl att D/fferenzialrechnung

“Vom Di;ferenzenqu/tfenten zur/\b/eitung
EIE S ... . Losungen.
Level 3 - Expert - Blatt 2

Losung A5
a) Umrechnung von km/h in m/s:
50 St =2 =139%
3,6 s
100 A = 10™ _ 57 g
h 3,6 s s

Wir benétigen die Beschleunigung des Rennwagens. Die Beschleunigung ist

die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit, die Geschwindigkeit ist die

Ableitung der Strecke nach der Zeit, also benoétigen wir zunachst die Ableitung

s'(t) und danach s"(t).
4s _ s(t+h)—s(t) _ 5-(t+h)2+t+h-5t%2—t _ 10ht+5h%+h h(10t+5h+1) — 10t +5h 41
At s+h-s h h h
L=s'O=v(®) = lim 10t + 5h + 1 =10t + 1
Av _v(t+h)-v(t) _ 10 (t+h)+1 10t—-1 _ 10t+10h—10t
g = vth-v h - h
o= v'(t) =a(t) = ’{% 10 =10

Mit v(t) = a -t erhalten wir somit;

v ()=139=a-t; = t; =139

v(t) =278=a-t, = t, =278

At =2,78—-1,39 = 1,39

Der Rennfahre beschleunigt in etwa 1,4 s von 50 km/h auf 100 km/g.

b) s(t) =100
5t24+t—100=0
t24+:-20=0

1 1 1
tip = -1 /ﬁ+ 20=—-—+ v/20,01 | p/q-Formel
t =4,3733

Der Rennfahrer benétigt etwa 4,4 s fur die ersten 100 m.

=10
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D/fferenzra/rechnung

/ Aufgabenb/ati‘
A Vom Qlfferenzenq,uot/enten zur Able/tung/

-

Leve/ 4 - Un/verSItat - Blatt 1

Dokument mit 4 Aufgaben

Aufgabe Al
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = sin(x). Bestimme mit Hilfe des
Differenzenquotienten die Funktionsgleichung der Ableitung f'(x).

Aufgabe A2
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=cos(x). Bestimme mit Hilfe des
Differenzenquotienten die Funktionsgleichung der Ableitung f'(x).

Aufgabe A3
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = e*. Bestimme die Ableitung f' mit Hilfe des
Differenzenquotienten.

Aufgabe A4
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = In(x); x > 0. Bestimme die Ableitung f’ mit
Hilfe des Differenzenquotienten.
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y Au fga ben bla tt leferenzialrechnung

“Vom Di/fferenZenqu/tfent’en zur/\bleitung
Z . 2 . Losungen
Leve/ 4 - Universitédt — Blatt 1

L6sung Al
Ay _ flep+h)=f(xo) _ sin(x+h)—sin(x) _ sin(x+h)-sin(x)
ax Xo+h—xgo - x+h—x - h

Es gilt das Additionstheorem sin(a) — sin(B) = 2 cos (“Zi) . sin (“Zi)

sin(x + h) —sin(x) = 2 cos (x+h+x) - sin (x+:_x) = 2cos (?) - sin (g)

Ay ZCOS(Zx;h)sin(g) _ cos(x+§)-sin(§) |

Der Bruch wurde mit % erweitert.

Ax h - %
Es erfolgt nun der Nachweis, dass
. h ““““““““““ R TR AR b e
m(—) ] ] ; f(a:) szn(z) ;
lim = 1. Hierzu betrachten wir uns ‘ <

h—0 =
die Situation am Einheitskreis. A R R T S

H - - ' ' ' v/2|sin(h/2 H :
Nach den trigonometrischen Funktionen STy IS T

gilt: sin (g) = 2:2 = ATB = AB. Dieser Wert

liegt auf der Sinuskurve im Punkt

Cc <E|sin (E))
2 2
Mit kleiner werdendem h gilt flr h':

h AIBr A'B . .
Sm( ') 22 =22 — 4'B". Dieser Wert liegt
2 OB/ 1

auf der Sinuskurve im Punkt
C’( |sin (’;’))

Mit h — 0 wird ﬁ immer kleiner und damit wandert C’ gegen den Ursprung. Da
dadurch auch 2 immer kleiner wird, streben sowohl & aIs auch sm( ) demselben

Wert entgegen sodass der Quotient aus sm( ) und gegen 1 strebt.

— = f'(x) = lim M = lim cos (x +—) -1 = cos(x)
d h—0 % 2

h—0

L6ésung A2
Ay _ flxp+h)—=f(xo) _ cos(x+h)—cos(x) _ cos(x+h)—cos(x)
ax Xo+h—xgo - x+h—x - h

Es gilt das Additionstheorem co s(a) — cos(B) = —2 sin (a%ﬁ) - sin (“Zi)
cos(x + h) —cos(x) = —2sin (xHZHx) - sin (x+h_x) = —2sin (Zx;h) - sin (%)

2
Ay Zsm(zx;h) sin(%) _ sin(x+§)~sin(§) |

Ax h -

Der Bruch wurde mit % erweitert.

sin(%)
0 h

N

= 1. Hierzu betrachten wir uns die

Situation am Einheitskreis (siehe Grafik gemaB Lésung Al).
Nach den trigonometrischen Funktionen gilt: sin(g)=A=B=ATB

= AB. Dieser Wert
OB

liegt auf der Sinuskurve im Punkt C( |sm ('2’))
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“Vom Di/fferenZenqu/tfent’en zur/\bleitung
Z . 2 . Losungen
Leve/ 4 - Universitat — Blatt 1

Mit kleiner werdendem h gilt flr h': sin (%) =48 A'lB' = A'B’. Dieser Wert liegt auf

sin (%))
Mit h — 0 wird ﬁ immer kleiner und damit wandert C’ gegen den Ursprung. Da
dadurch auch 2 immer kleiner wird, streben sowohl % aIs auch sm( ) demselben

der Sinuskurve im Punkt C’ (%

Wert entgegen sodass der Quotient aus Sm( ) und gegen 1 strebt.

sin( x+—-)-sin|{ -
Zy =f'(x) = ﬁ%_%@ = rll% —sin(x +E) -1 = —sin(x)
Losung A3
4y _ flxo+h)=f(x0) _ e¥th_ex _ ex(eh_l) _ x. eh-1
Ax ~ xg+h-x, kR € h
dy _ 4 o x. =1 . elh-1
dx_f(x)_;éﬁ%e R € ;{% h

Wir durfen den Nenner mit h = 0 auch schreiben als limln(l + k), denn [n(1) = 0.
Weiterhin ist auchllme =lim(1+k), denne® =1 und llm(l +k)=1.

k—0 k—0
Somit g||t
-1 . 1+k-1 . K . 1 1
llmT=ex- i ln(1+k)=ex~ llmm=ex- lim——=e* ——
R0 k—0 k—0 k—0 £In(1+k) ln<,5imo(1+k)F>
m

1
Da die Eulersche Zahl e definiert ist mit e = ’girr%)(l + k)x erhalten wir letztendlich

dy I 1 1 1
—==f'0)=¢e* —————=¢e*- =e¥.-=¢e*
dx / ln<lim(1+k)%) in(e) 1

k—0
Losung A4
Ay f(x+h)—f(x) In(x+h)— ln(x) 1 h . .
Pl ir— . =-ln (1 + x) | Erweltern mit xx
v _x.1, n_1.x, Ry P\ _ 1, R\
E_x h ln(1+x) h ln(1+x)_ (ln(1+x)) T x ln<(1+x)>

1. 1.

X X
9 _ 100y = Jim L- Lo Ay
2 7w = fmdn((1+8)) =i (1))

Da die Eulersche Zahl e definiert ist mit e = llm (1 + k)k was gleichbedeutend ist mit

X

lim (1 +§)E erhalten wir letztendlich

h—0

2 = f'(x) = In(e) und mit In(e) = 1 dann f'(x) ==

‘© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben flr Schule und Studium

Seite 90 www-fit-in-mathe-online.de
Pr.-Ing. Meinolf Muller / webmaster@fit-ip-mathe-online.de



