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Def|n|t|on des Bequffs ,Funktion"

Definitionsmenge (Funktionsargument, unabhangige Variable, x-Wert)
genau ein und nur ein Element der Wertemenge (Funktionswert,
abhdngige Variable, y-Wert) zuordnet.

Die quadratische Funktion (Parabel)
Den angeflihrten Definitionsbegriff

Werte des_!

einer Funktion verdeutlicht die
nebenstehende Graphik.
Jedem einzelnen x ist durch die

Werteberelch y
(Wertemenge)

10

Wertebereiches R

Funktionsvorschrift y = ax® + bx + ¢ o Parabel'f(fl?) L B [

Derzu 2 =

genau ein und nur ein y-Wert ‘ ¢
zugeordnet zugehonge Fu |onswert ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
' P (5)—;J_ 3,\,\{ ,,,,,,,,,,,,,,, Q(5/5.5)- 1L __
[l ] P Dl A
bomdoodoo- R W P N - T S - S W SR M T
Werte des |

jDefmltlonsberemhesR 3

4 45
) ’ Defmltlonsbere|ch @

Eln ausgewahltes = 5

e —h==3 ---r~3 5 ; ~des Deflnltlonsberelches ol
Powered by GEOGEBRA.org ' | ] |

Auffrischung Mittelstufenwissen

Die allgemeinen Form einer quadratischen Funktionsgleichung lautet:
f(x) = ax?®+ bx + c.

Die Variablen a, b und ¢ haben dabei die nachfolgend naher beschriebene

Bedeutung:
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Bedeutunq des Parameters a

Der Parameter a € R\{0} bestimmt die Offnung (Streckung bzw. Stauchung in
y-Richtung) der Parabel. Es gilt:

Wert von a Auswirkung Grafik
Nach oben gedffnete, gestreckte
a>1
Parabel
a=1 Nach oben gedffnete Normalparabel 0
0<a<l Nach oben gedffnete, gestauchte
Parabel
1<a<0 Nach unten gedffnete, gestauchte
Parabel
_ Nach unten gedffnete .
a=-1 :
Normalparabel l =
Nach unten geotffnete, gestreckte
a< -1
Parabel
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Bedeutunq des Parameters b

Der Parameter b € R bestimmt eine Verschiebung der Parabel in x-Richtung.

Zur Feststellung der Verschiebungsweite muss die allgemeine Funktionsgleichung
f(x) = ax*+ bx + ¢ in die Scheitelpunktgleichung f(x) = a(x —x,)? + y, Uberfihrt
werden, wobei x; und y, die Koordinaten des Scheitelpunkts S(xs|ys) sind.

Die Gleichungsumstellung erfolgt tber die quadratische Erganzung mit

b\’ b?
fgx)z a<x+%> +C_E
Mit xs=—% und ys=c—% kann der Scheitel jedoch jederzeit auch ohne

Formelumstellung ermittelt werden.

Der Wert von xg bestimmt die Verschiebung der Parabel in x-Richtung. Es gilt:

Wert von Xg Auswirkung Grafik
X >0 Die Parabel ist in x-Richtung nach i
s rechts verschoben. s \\/
Yo =0 Die Parabel ist in x-Richtung nicht °"5***°}
s verschoben.
e <0 Die Parabel ist in x-Richtung nach i
s rechts verschoben. s \\/
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Bedeutunq des Parameters ¢

Der Parameter ¢ € R bestimmt die Verschiebung der Parabel in y-Richtung. Es gilt:

Wert von ¢ Auswirkung
Die Parabel ist in y-Richtung nach
c>0
oben verschoben.
y=0,4x+0
=0 Die Parabel ist in y-Richtung nicht
B verschoben.
4] y=1,25x215
Die Parabel ist in y-Richtung nach
c<O0 1
unten verschoben
Beispiele
Beispiel 1:  Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) = x> — 4x + 1 und g mit

Losung 1:

Beispiel 2:

glx) = —%xz —x+ Z Stelle fir jede Funktion die Werte der

Koeffizienten a, b und ¢ fest und mache eine Aussage Uber die Lage
der beiden Parabeln.

Funktion f:

a=1, b=—-4;, c=1

Es ist eine in x-Richtung verschobene nach oben gedéffnete
Normalparabel, die die y-Achse in S, (0]|1) schneidet.

Funktion g:
a= —%; b=
Es ist eine in x-Richtung verschobene, nach unten gedffnete, mit dem
Faktor k = |a| = % gestreckte Parabel, die die y-Achse in S, (0 %)

schneidet.

3
-1, ¢c==
2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x* — 4x + 1. Bestimme fur die
Funktion den Verschiebungsfaktor in x— und y-Richtung gegeniber der
Funktion h mit h(x) = x? sowie den Scheitelpunkt.

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500. E)OO Aufgaben fir Schule und Studlum

www.fit-in- mathevonllne de!

Dr. Ing Meinolf Muller / webmaster@flt in- mathe onllne de

@ by Fit:in—t"llaﬁe—l]nlille.dve



Differenzialrechnung

i WIKI Fuﬁ-—?—(ﬁonskfassen.'
o zu qguadratischen Funktionen (Parabein)

| | ® by Fit-in-Mathe-Online.de
Losung 2: Funktion f: f(x) =x*—4x+1
Lésungsmoglichkeit 1:
Formelumstellung in die Scheitelpunktform Uber die quadratische
Erganzung.
x2—4x+1=(x-2)2-4+1=(x—-2)>-3
Der Scheitelpunkt lautet S(2| — 3).
Lésungsmoglichkeit 2:
Ermitteln des Scheitels Uber die Formeln.

Xs -2y

2a 2’1(4)2

b —
}’s—C—a—l—“—l—‘L——?’

Der Scheitelpunkt lautet S(2| — 3)

Lésungsmoglichkeit 3:

Ermitteln der x-Koordinate des Scheitels Gber die Nullstellen und die
Symmetrie.

x2—4x+1=0

X, =2+V4-1=24+3

Da die Symmetrieachse zwischen den beiden Nullstellen in der Mitte
liegt, ist xg = 2.

f2Q)=22—-4-2+1=4-8+1=-3

Der Scheitelpunkt lautet S(2| — 3)

f ist gegenliber h mit h(x) = x? in x-Richtung um 2 Stellen nach rechts
und in y-Richtung um 3 Stellen nach unten verschoben.

Beispiel 3:  Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) = —%xz —x+ %
Bestimme flr die Funktion den Verschiebungsfaktor in x— und y-

Richtung gegenlber der Funktion h mit h(x) = ——x , sowie den
Scheitelpunkt S.
Losung 3: Funktion f(x)= —%xz - X +§

Loésungsmoglichkeit 1:
Formelumstellung in die Scheitelpunktform Uber die quadratische

Erganzung.

f)=—sx2—x+2 | (-2
-2 f(x)=x*+2x-3

2 f)=x+D?-1-3 | :(-2)

fQ)=—2-(x+ 12 +2
Der Scheitelpunkt lautet S(—1]2).

Lésungsmoglichkeit 2:
Ermitteln des Scheitels tGber die Formeln.

2a

S S N ol VS N
Vs = 4a2 2 4_(_%)_ to=2

Der Scheitelpunkt lautet S(2] — 3)
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Losungsmogllchkelt 3:
Ermitteln der x-Koordinate des Scheitels Gber die Nullstellen und die
Symmetrie.
—%xz—x+§=0 | - (=2)
x> +2x—-3=0
x12 =_1iW=_1i\/Z
Da die Symmetrieachse zwischen den beiden Nullstellen in der Mitte
liegt, ist xg = —1.

fED == D2 - (-D+3=2
Der Scheitelpunkt lautet S(—1]2)

f ist gegenliber h mit h(x) = —%xz in x-Richtung um 1 Stelle nach links
und in y-Richtung um 2 Stellen nach oben verschoben.

Erweitertes Wissen quadratischer Funktionen
Zum erweiterten Wissen Uber die quadratischen Funktionen gehéren die
Themenkreise

e Scheitelform;
Symmetrie- und Globalverhalten;
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen;
Schnittpunkte zweier Parabeln;
Aufstellung von Funktionsgleichungen;
Anwendungsorientierte Themen;
Quadratische Funktionen mit Parameter.
Nachfolgend werden die einzelnen Themenkreise behandelt.

Scheitelform

Eine quadratische Funktionsgleichung hat - je nachdem ob sie nach oben oder nach
unten gedffnet ist — einen tiefsten bzw. einen héchsten Punkt. Diesen Punkt nennen
wir den Scheitelpunkt (Scheitel) einer Parabel.

Die Funktionsgleichung einer Parabel kann auch Uber die Scheitelform dargestellt

werden mit

f(x) =alx - xs)z + Vs,
mit a als Streckungsfaktor in y-Richtung und S(x,|y,) dem Scheitelpunkt und seinen
Koordinaten x; und y;.

Dabei kann die Hauptform f(x) = ax? + bx + ¢ jederzeit aus der Scheitelform
hergeleitet werden durch Auflésung der binomischen Formel (x — x,)%. Auf die
Aufldsung binomischer Formeln wird hier nicht mehr naher eingegangen, siehe
hierzu den Portalteil ,Binomische Formeln®.

Umgekehrt kann die Scheitelform jederzeit aus der Hauptform hergeleitet werden.
Hierzu bedienen wir uns der quadratischen Erganzung, deren Herleitung kurz
wiederholt werden soll. Ausfiihrliche Erlauterungen hierzu findest du ebenfalls im
Portalteil ,Binomische Formeln®.
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Herleltunq der Scheltelform aus der Hauptform
Ausgehend von der Hauptform f(x) = ax? + bx + ¢ bilden wir zunachst fiir das
Gleichungsglied ax? + bx die quadratische Erganzung zur Umformung des Gliedes in
eine binomische Formel. Hierzu formen wir um:
ax? + bx | Ausklammern von a

a (xz + Ex)

“ 2

" .. b . . b .
Nun kénnen wir ja aus a(x2 +Ex) nicht einfach a-(x +Z) machen, denn, wenn wir
diese binomische Formel nach den binomischen Regeln wieder aufldsen, erhalten

wir: a - (x + 2%)2 =a- (x2 + %x + %) . Zwar entsprechen die ersten beiden Glieder

x? +§x ja wieder den beiden Gliedern in der Klammer unserer Ausgangssituation
a(x2 +§x), allerdings ist jetzt wohl das +% zu viel. Um dennoch weiterzukommen,
ziehen wir also dieses +ﬁ mit —b—z wieder ab, erhalten also:

(x +2 X +4b722—f—2) was zwelfelsohne dem Ausdruck a(x +- x) entspricht.

Aus den ersten drei Gliedern x? +;x +m in der Klammer lasst sich nun aber eine

2
binomische Formel bilden, sodass wir a - ((x +%)2 - %) erhalten. Wenn wir jetzt
diesen Ausdruck wieder ausmultiplizieren, erhalten wir

b\2 b2
a'(x +-5;) 4a )
2
Somit haben wir ax? + bx ungeformt in a(x +%) —i’—a.Wir setzen diesen Ausdruck in

f(x) ein und erhalten die endgultigen Scheitelform f(x) = a(x +%)2 ——+c.

Und da die Scheitelform ja auch lautet f(x) = a(x — x,)? + y;, ist somit

b b? N
Xe = ——; =——+4cC
s 2a’ S 4q
Wie du siehst, ist dies ein sehr aufwendiges Verfahren. Wie man das einfacher
machen kann, erfahrst du nachfolgend.

Gegeben sei die Parabelgleichung
f(x) =3x*+ 12x + 10,

die Faktoren sind a =3, b =12 sowie ¢ = 12. Unter Verwendung der beiden o. a.

b 12 144

2
Formeln erhalten wir x5 = —2aT "33 2 und ys = —Z—a+c =-,5;t10=-2

Zur manuellen Umrechnung gehen wir wie folgt vor:
Vorbereitender Schritt (nicht erforderlich bei a = 1):
f(x) =3x*+12x+ 10 | : 3 Herstellung Koeffizient 1 von a.

%-f(x)=x2+4x+?
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Nun konnen wir mit der rechten Seite der Glelchung die Scheitelform mit 7 einfachen
Schritten erstellen:

Der Ausdruck lautet x* +  4x + ?
1. Schritt: (x i l
2. Schritt: (x +
3. Schritt: :2
(x + %
: 2
4. Schritt: (x + 2)°—
5. Schritt: il
22
2T
(x + 2 — 4 v
10
6. Schritt: (x + 2)2 — 4 + .
2
7. Schritt: (x + 2)2 —3

Auf der linken Seite der Gleichung steht aber nicht mehr f(x), sondern é-f(x).

gf(x) =(x+2)%— g Gut, dann multiplizieren wir die Gleichung wieder mit 3 und

erhalten

) = 3(x +2)% -
Die Parabel mit der Funktionsgleichung f(x) = 3x* + 12x + 10 hat den Scheitel

S(=2| - 2).

Beispiel 4:

LOsung 4:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2x? + 8x + 12. Bestimme den
Scheitel und gib den Funktionsterm in der Scheitelform an.

Wir stellen zunachst die Funktionsgleichung von f um in die
Scheitelpunktgleichung.

f(x) =2x%+8x+ 12 | :2

%f(x) =x?+4x+6

Sf@) =(x+2)?-4+6

SF@) = (x +2)2+2 | -2

Somit lautet die Scheitelform

fx)=2(x+2)*+4

Die Parabel hat den Scheitelpunkt S(—2|4).

Alternativ:
a=2;, b=8, c=12
2
xsz—i— 282 -2; ys=—Z—a+c=—%+12=4

FG) =2(x+2)2+4; S(=2]|4).
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Svmmetrle und Globalverhalten
Es gibt zwei Arten von Symmetrieverhalten, namlich die Achsensymmetrie und die
Punktsymmetrie. Genaueres hierliber erfahrst du um Kapitel ,,Graphen und
Funktionen analysieren®.

Eine quadratische Funktion ist
stets achsensymmetrisch zur
Achse, die durch den
Scheitelpunkt verlauft.

Il Quadrant  lQuadrant |

nach oben geoffnete Parabel

Beim Globalverhalten will man
wissen, wo der Graph einer
Funktion herkommt und wo er
hinlauft.

Will man wissen, wo der Graph p Sitl=ian) :
einer Funktion herkommt, muss Qg L__Syrﬁmem—eac:]\geo“lafalnt
man den y-Wert der Funktion flr : !
den Wert x = —oo bestimmen.

Will man wissen, wo der Graph ;7 SEEINNC (NCanaee eI SessRsaN: Tae
einer Funktion hinlduft, muss ma /' Quadrant Y| |. Quadrant
den y-Wert der Funktion fur den §(215) nach urilel geSiinets Parabel
Wert x = +o bestimmen. T T
Der Graph einer quadratischen /
Funktion kommt aus dem II. Jiir £ — —po gilt f(g) - f-00
Quadranten und verlauft inden I ™
Quadranten, sofern die Parabel
nach oben gedffnet ist. IE. Qusdeent

Der Graph einer quadratischen Fu !
verlauft in den IV. Quadranten, s e Ear eber ot oliver ycuiliicu 1ac.

Jir @ — oo gilt f(z) — oo
5 xr 15

fir & — —oo gilt f(z) »

-15 -10

Powered by GEOGEBRA.org !

fir\e — od gilt f(z)—» —o0
5 10 15m

-10 -5 0

IV. Quadrant
- — —SymmeXieachse © = 2

Beispiel 5:  Gegeben ist die Funktion £ mit f(x) = 2x? — x — 2. Bestimme die
Gleichung der Symmetrieachse und gib das globale Verhalten an.

Lésung 5: Wir stellen zunachst die Funktionsgleichung von f um in die
Scheitelpunktgleichung.
f(x)=%x2—x—2 | )

2f(x) =x2—2x—4

2f(x)=(x—-1)2-1-4

2f(x)=(x—1)2-5 | :2
fO)=5(—1)2 -2

Die Parabel hat den Scheitelpunkt S(1|—§).
Damit ist x = 1 Symmetrieachse von f.

f ist nach oben gedéffnet, somit gilt:
Flr x » —oo gilt f(x) - o; Flr x - oo gilt f(x) > o
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Schnlttpunkte mit den Koordinatenachsen
Es gibt zwei Arten von Schnittpunkten mit den Y
Koordinatenachsen. 4
Die erste Art sind die Schnittpunkte mit der x-

Achse, Nullstellen genannt. 2
Eine Nullstelle heit Nullstelle, weil dort der

Differenzialrechnung

® by Fit-in-Mathe-Online.de

y-Wert Null ist. -
Aus dieser Tatsache heraus lassen sich NuIIste P

berechnen, indem man den g 4=
y-Wert der Funktionsgleichung auf den Wert n

setzt und die Gleichung nach x aufldst. y-Achsenabschnitt — i --a
Die zweite Art ist der Schnittpunkt mit der y-

Achse, vielfach auch als y-Achsenabschnitt "
bezeichnet. Powered by GEOGEBRA.org

Im Schnittpunkt mit der y-Achse ist der x-Wert Null.

S';,(()] +4)

Aus dieser Tatsache heraus lasst sich Schnittpunkt mit der y-Achse berechnen,

indem man alle Vorkommen von x auf null setzt und y berechnet,

Beispiel 6:  Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %xz —x — 4.

Bestimme alle Schnittpunkte mit den Koordinatenac
Lésung 6: Nullstellen:

Wir setzen f(x) = 0 und Iésen die Gleichung nach x

1 2

SX°—x—4=0 | -2

x2—2x—-8=0

X1,=1+v1+38 | p/q-Formel

x,=143=4; x,=1-3=-2

also f(0) bildet.

hsen.

auf:

Die Nullstellen haben die Koordinaten N;(—2|0) und N,(4|0).

y-Achsenabschnitt:
Wir bilden £(0):
fO) =2-02—x—4=—4

Der Schnittpunkt mit der y-Achse hat die Koordinaten S, (0| — 4).

Beispiel 7:  Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —%xz +x—1.

Bestimme alle Schnittpunkte mit den Koordinatenac
Lésung 7: Nullstellen:

Wir setzen f(x) = 0 und Iésen die Gleichung nach x

-ix2+x—1=0 R G))

x> —4x+4=0

X1, =2+V4—4 |  p/q-Formel

X, =2

hsen.

auf:

Die Nullstellen hat die Koordinaten N;(2|0). Da die quadratische
Gleichung nur eine Lésung hat, sprechen wir hier von einer doppelten

Nullstelle.
y-Achsenabschnitt:

Wir bilden £(0):
fO)==7-0240-1=—1

Der Schnittpunkt mit der y-Achse hat die Koordinaten S, (0| — 1).
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Beispiel 8:

zu quadratischen Funktionen (Parabein)

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %xz —x + 4.

Differenzialrechnung
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Bestimme alle Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.
Lésung 8: Nullstellen:
Wir setzen f(x) = 0 und Iésen die Gleichung nach x auf:

%xz—x+4 | -8
x> —8x+32=0

X1, =4+v16 —32 | p/q-Formel
Die Gleichung hat keine Lésung, die Diskriminante ist kleiner null.
Der Graph der Funktion f hat keine Nullstellen.

y-Achsenabschnitt:
Wir bilden £(0):
fO)=2-02—0+4=4

Der Schnittpunkt mit der y-Achse hat die Koordinaten S, (0[4).

Die Losungsergebnisse flihren uns zu folgendem

7

Merksatz Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

Die Schnittpunkte einer Funktion f mit der
x-Achse heiBen Nullstellen.

Wir berechnen Nullstellen, indem wir die
Funktionsgleichung f(x) auf null setzen und
nach x aufldsen.

Hat die auf null gesetzte Funktionsgleichung
keine Losung, so existieren auch keine
Nullstellen.

Die Schnittpunkte einer Funktion f mit der
y-Achse wird auch als y-Achsenabschnitt
bezeichnet.

Wir berechnen den Schnittpunkt mit der y-
Achse, indem wir f(0) bilden.

Powered by GEOGEBRA.org

Gegenseitige Lage von Parabeln und Geraden

Eine Parabel und eine Gerade kdnnen verschiedene Lagen zueinander haben. Zur
Untersuchung dieser gegenseitigen Lage prifen wir, ob es gemeinsame Punkte gibt.
Wir erinnern uns an einen Basissatz der Funktionsbetrachtung:

Schnittpunkte.

Gemeinsame Punkte von Graphen zweier Funktionen heilen

Schnittpunkte bestimmen wir durch Gleichsetzung der
Funktionsgleichungen und Auflésen der dabei entstandenen
Gleichung nach der Variablen x.
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Die folgénden drei'BeispieIe veranschaulichen die Moglichkeiten der gegenseitigen
Lage von Parabeln und Geraden.

Beispiel 9:

Lésung 9:

Beispiel 10:

Lésung 10:

Beispiel 11:

Losung 11:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —x? + 2x + 3 sowie die Gerade g
mit g(x) = x + 1.

Prife die gegenseitige Lage von f und g.
Gleichsetzung:

fng: Sekante
—x?2+2x+3=x+1 | —x; —1

—x2+x+2=0 | (-1

x2—x—-2=0

X1,=05%+,025+2 | p/q-Formel

X, =2; x;,=-1

g2)=3 g-1»)=0 T
Die Gerade g schneidet die Parabel f

Zwelmal In Sl(_llo) und 52(2|3)' Powered by GEOGEBRA.org

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —x? + 2x + 3 sowie die Gerade g
mit g(x) = —2x + 7.

Prife die gegenseitige Lage von f und g.
Gleichsetzung: -

fng: .
—x%2+2x+3=-2x+7 | +2x; =7 Yy
—x%+4x—4=0 | (-1 e
x2—4x+4=0 A
X1, =2FV4—4 | p/q-Formel

X, =2 !
g(2)=1

-1

Die Gerade g berthrt die Parabel fin * [ °
51(2|1).

Powered by GEOGEBRA.org

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —x? + 2x + 3 sowie die Gerade g
mit g(x) = x2 + 4.

Prife die gegenseitige Lage von f und g.
Gleichsetzung: )
f ng: Passante

—x?24+2x+3=2x+4 | —2x; —3
—x? =1 | (=1
x?=-1 | Vv

V' aus negativem Wert nicht méglich.
Die Gerade g hat keine gemeinsamen
Punkte mit f. g passiert f.

Powered by GEOGEBRA.org
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Die Lbsungsergebnlsse fihren uns zu folgendem

Merksatz Lage von Gerade und Parabel

Schneidet eine Gerade eine Parabel in zwei verschiedenen Punkten, so heif3t
diese Gerade Sekante; die beiden Punkte nennen wir Schnittpunkte.

Berihrt eine Gerade eine Parabel in einem Punkt, so heiBt diese Gerade
Tangente, den gemeinsamen Punkt nennen wir Beriihrpunkt.

Haben eine Gerade und eine Parabel keinen gemeinsamen Punkte, so heiBt diese
Gerade Passante.

Aufstellen von quadratischen Funktionstermen

Durch welche Parabel kann der
Verlauf des Brlickenbogens der
Yangtze River Bricke (China) ,
naherungsweise beschrieben @&
werden? B, 5

.y

Bricke ber den Yangtze River [ ——

In vielen Fallen ist der Term einer quadratischen Funktion nicht von vornherein
bekannt. Ausgehend von bestimmten Eigenschaften eines parabelférmigen
Gebildes, kdnnen wir jedoch einen solchen Term bestimmen.

Im obigen Bild z. B. ware der hochste Punkt des Brlickenbogens von Interesse,
denn den kdnnten wir zum Scheitelpunkt einer Parabel erklaren. Weiterhin
kdnnten wir die linke und rechte Verankerung des Bogens am Ufer als Nullstellen
einer Parabel in einem geeigneten Koordinatensystem ansehen. Alleine aus
diesen beiden Eigenschaften lieBe sich dann ein quadratischer Funktionsterm
aufstellen.

Ein quadratischer Funktionsterm lasst sich wie folgt darstellen:

Hauptform: f(x) =ax®*+bx+c Parameter: a,b,c
Produktform: fO)=alx—x1)  (x—x3) Parameter: a, x;,x,
Scheitelform: fx) =alx —x5)? + ys Parameter: q, xg, ys

Alle drei Darstellungsformen enthalten jeweils drei Parameter. Um einen
Funktionsterm aufzustellen, miissen diese drei Parameter aus bekannten
Eigenschaften bestimmt werden.

Wollen wir nun einen Funktionsterm bestimmen, so kommt es darauf an, was gegeben
ist. Ist der Scheitel bekannt, wird man den Funktionsterm in der Scheitelform
ansetzen. Sind zwei Nullstellen bekannt, wahlen wir die Produktform. Die Hauptform
hat drei Unbekannte a, b, und ¢, dazu benétigen wir drei bekannte Punkte, die auf der
Parabel liegen.

Die genaue Vorgehensweise kannst du in den nachsten vier Beispielen sehen.
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Bestimme den Funktionsterm einer quadratischen Funktion, wenn der
Graph...
a) ...achsensymmetrisch zur y-Achse ist und durch die Punkte P(1| — 2)
und Q(2|1) geht.
b) ...die y-Achse in $(0|1) schneidet und durch die Punkte P(2| — 1) und
Q(—1] —4) geht.
C) ...eine verschobene, an der x-Achse gespiegelte Normalparabel ist, die
durch die Punkte P(1|0) und Q(—2|3) geht.
Loésung 12: Diese Aufgaben sind vom Typ ,Funktionsterm mit zwei bekannten
Punkten und besonderen Eigenschaften®.
a) Eine zur y-Achse achsensymmetrische Parabel ist in x-Richtung nicht
verschoben, damit erhalten wir den Funktionsansatz:
fx)=ax®*+c
(1) —2=a-1%+¢ | Punktprobe mit P(1| — 2)
(2) 1=a-2%+c¢ | Punktprobe mit Q(2]1)
(1)-(2) -3=-3a | : =3
a=1
a->(1) -1=1+c | -1
c=-2
flx)=x%-2
b) Parabel durch drei bekannte Punkte, damit erhalten wir den
Funktionsansatz:
f(x)=ax®*+bx+c
Aus dem Punkt S(0]1) heraus ergibt sich ¢ = 1.
(1) —1=a-2242b+1 | Punktprobe mit P(2| — 1)
(2) 4=a-(-1D)? -b+1 | Punktprobe mit Q(—1|4)
(1) —1=a-22+4+2b+1 | -1
(2) 4=qa-(-1)? -b+1 | -1; -2
(1) 4a +2b = -2
(2) 2a—2b=6
(1)+(2) 6a=4 | :6
a=3
a- (1) 4-3+2b=—2 | —g
2b=-2 | 2
; 3
-~ 73
fx) = %xz —-x+1
c) Eine an der x-Achse gespiegelte Normalparabel hat den Parameterwert
a = —1. Zwei weitere Punkte sind bekannt, damit erhalten wir den
Funktionsansatz:
f(x)=-x*+bx+c
(1) 0=-1-12+b+c | Punktprobe mit P(1]0)
(2) 3=-1-(-2?%?-2b+c | Punktprobe mit Q(-2|3)
(1) 0=-1+b+c | -1
(2) 3=—4-2b+c | +4
(1) b+c=1
(2) —2b+tc=7
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(1)-'-(2) 3b = —6 | :3

h=-=2
b-(1) —-24c=1 | +2
c=3

f(x) = —x?—2x+3

Beispiel 13: Der Graph einer quadratischen Funktion geht durch P(1| —2). Er
schneidet die x-Achse in den Punkten N;(—1|0) und N,(3]0). Bestimme
den Funktionsterm in der Hauptform.

Loésung 13: Diese Aufgabe ist vom Typ ,Funktionsterm mit zwei bekannten
Nullstellen und einem weiteren bekannten Punkt". Damit erhalten wir
den Ansatz:

f(x) =alx—x) (x —x3)
mit x; und x, als den beiden Nullstellen.

fX)=alx+1) - (x—-3)

—2=a(1+1)-(1-3) | Punktprobe mit P(1| —2)
—2=a-1-(-2)

—2=-2a => a=1

f)=1-(x+1)-(x—3) | Produktform
fx)=x%—-2x-3 | Hauptform

Beispiel 14: Eine quadratische Funktion f hat an der Stelle x = 1 den kleinsten
Funktionswert —2. Bei x = 3 hat sie den Funktionswert —1. Gib den
Funktionsterm in der Hauptform an.

Losung 14: Diese Aufgabe ist vom Typ ,Funktionsterm mit Scheitel und weiterem
Punkt®. Damit erhalten wir den Ansatz:
f(x) = alx —x5)* + s
mit xg und ys als Koordinaten des Scheitels.
f)=a-(x—1)%-2

—1=a-3-1)?-2 | Punktprobe mit P(3| — 1)
—1=4a-2 | +2

1=4a => a =%

fx) = %' (x—1)*-2 | Scheitelform

Ji€3) =%x2—%x—£ | Hauptform

Beispiel 15: Der kleinste Funktionswert einer quadratische Funktion f ist —2. Ihre
Nullstellen sind bei x; = —1 und x, = 3. Bestimme den Funktionsterm in
der Hauptform.

Loésung 15: Diese Aufgabe ist vom Typ ,Funktionsterm mit Nullstellen und
kleinstem Funktionswert". Aus Symmetriegriinden liegt der kleinste
Funktionswert ja genau in der Mitte der beiden Nullstellen. Somit
haben wir den Scheitelpunkt S(1] — 2).

Die Aufstellung des Funktionsterms kann somit wie in Beispiel 13
erfolgen, alternativ Uber die Produktform gemaB Beispiel 12.
Scheitelform:

f(x) = alx —x5)* + s

mit xg und ys als Koordinaten des Scheitels.

f)=a-(x-1)*-2
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0=d-(—1—1)2—2 | - Punktprobe mit N;(—1|0)
0=4a-2 | +2

2=4a => a =%

f) =35 (x—1)? -2 | Scheitelform

f(x) =%x2 —x—% | Hauptform

Quadratische Funktionen der Anwendungsorientierung

Viele Realsituationen unserer Umwelt lassen sich durch Parabelfunktionen
beschreiben. Mit ihrer Hilfe kann man z. Bsp. den Verlauf eines Brickenbogens
beschreiben. Eine groBe Anzahl von Naturgesetzen kann durch Parabelfunktionen
dargestellt werden, wie zum Beispiel die Strecke im freien Fall, der Weg einer
gleichmaBig beschleunigten Bewegung, die kinetische Energie eines bewegten
Kdrpers, der Energieinhalt eines Kondensators usw.

Die nachfolgenden zwei Beispiele zeigen uns Situationen im Realleben.

Beispiel 16: Wir betrachten eine Skisprungschanze.
Die nebenstehende Abbildung
zeigt deren Querschnitt in m.

Die Form der Anlaufspur ahnelt

in ihrer Form einer 18
quadratischen Funktion, einer
Parabel. Uns ist bewusst, dass
dies nur eine Annaherung sein 4
kann. Dennoch wollen wir
versuchen, einen Funktions-  powered by GEocesrA.org

term aufzustellen, der die Realitat so nah als mdglich trifft.

9,25

Loésung 16: Fur die Bestimmung einer quadratischen Funktion bendtigen wir
maximal drei Punkte, siehe auch Aufgabe 11b) im Kapitel ,Aufstellen
von quadratischen Funktionstermen®. Wir legen den Koordinaten-
ursprung nach unten links bei 0 Meter H6he und 0 Meter Abstand.
Dadurch kénnen wir drei Koordinatenpunkte definieren mit P,(20|18),
P,(45]9,25) und P;(70]|4). Damit erhalten wir den Funktionsansatz:
f(x)=ax®*+bx+c

(1) 18 = 400a + 20b + ¢ | Punktprobe mit P;(20]|18)
(2) 9,25 =2025a+45b+c | Punktprobe mit P,(45|9,25)
(3) 4 =4900a + 70b + ¢ | Punktprobe mit P;(70|4)

(1) umstellen nach c:
18 —400a — 20b =

c—-(2);(3)

(2) 9,25 = 2025a + 45b + 18 — 400a — 20b
(3) 4 = 4900a + 70b + 18 — 400a — 20b
(2) 9,25=1625a+25b+18 | —18
(3) 4 = 4500a + 50b + 18 | -18
(2) 1625a + 25b = —8,75

(3) 4500a + 50b = —14
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(2) umstellen nach 25b:
25b = —1625a — 8,75

25b - (3)

(3) 4500a + 2 - (—1625a — 8,75) = —
4500a — 3250a — 17,5 = —14
1250a = 3,5
a =0,0028

a—- (2) 25b=-1625-0,0028— 8,75 = —13,3
b = —0,532

a;b—- (1) ¢=18-400-0,0028—-20-(-0,532) = 27,52
Die Funktion f, die den Verlauf der Skisprungschanze beschreibt hat die
Funktionsgleichung f(x) = 0,0028x2 — 0,532x + 27,52.

Beispiel 17: Die Gesamtkosten eines Betriebes in € kénnen in Abhangigkeit von der
Produktionsmenge x der folgenden Tabelle enthommen werden.
x | 20 | 50 | 100
K(x) | 212 | 2375| 300
Bestimme die Kostenfunktion K unter der Annahme, dass es sich um
eine quadratische Funktion handelt, Uber eine Regression.

Loésung 17: Regression bedeutet Bestimmung mittels GR/WTR.
Die nachfolgenden Grafiken zeigen die erforderlichen Schritte auf
einem TI-30X Plus Multiview.
Lésche zunachst alle L- —
Speicher, indem du Ao THIOXPS
zweimal ~ die  Taste || g coin o 1225.””[":' OPS
~DATA"  druckst und 32:Clear L3

dann mit der Pfeiltaste EHClear ALL
nach unten auf die ,4: : ;

Clear AlI* gehst. Drlcke
dann auf die ,4" und du
erhaltst nebenstehende
Anzeige.

stat-reg/distr ~stat-reg/distr

Lo Lo |0

DEG

Unter ,L1" gibst du jetzt
die Werte der ersten
Tabellenzeile ein.

Nachdem du eine Zahl

L1(1)=

i Verlauf der Tastenfolge

stat-reg/distr  stat-reg/distr
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eingegebene hast, [ oo | 'o
betatige die ,Pfeil nach pes
w 23 --------------
unten"-Taste zur 5o
Eingabe der nachsten 100
Zahl.
LicY)=
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Ist der L1- Spelcher

- Lz] DEG [
eingegeben, betatige 20 212 |mm———
die ,Pfeil nach rechts"- 50 237.5

Taste, und due gelangst }EE____ L

zur Eingabe der zweiten L2(W)=

Tabellenzeile.

i Verlauf der Tastenfolge

A

T RN - Y
SEIESES DISTR

STPropRes ax
6:ReciPReg ar/x+b

Sind alle Werte
eingegeben, so drlcke
die ,2nd"“-Taste und
danach
Positioniere dich

roFR
ecapRes a/x+b

mit der ,Pfeil iMQuadraticRes
unten" Taste auf die ,7: 2@Eem 000
QuadraticReg". : ~

Dricke danach die CEs

~Enteri:Taste und xDATA: [l L2 L3 t
betatiqe i RE yDATA: L1 (W L3

9 e B84 FREQ: (L[d L1 L2 L3
unten’-Taste Re9EQ>: LI £(x) 9(x)

bis der Curso
blinkt. 1 ES

LLLLLLL

DEG

QuadReo:1L1.L2,1
da=0. 005

Nun noch einmal die
,Enter*-Taste dricken
und schon siehst du das

Ergebnis mit: §¢E:%ég
a=0,05 b=05 und
c = 200. i Verlauf der Tastenfolge

e

Betatige noch ein
paarmal die ,Pfeil nach
unten“-Taste, bis du ,, 2
R2"_siehst. Je naher
dieser Wert an ,1" ist,
umso genauer ist die
Regression. In diesem
Falle ist sie sogar ganz
genau.

DEG

QuadRes:L1,L2,1
2Tb=8.5

i Verlauf der Tastenfolge

Die Kostenfunktion lautet:
K(x) = 0,05x% + 0,5x + 200
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Quadratlsche Funktionen mit Parameter

Bei Funktionen, deren Funktionsterm einen Parameter enthadlt - also eine
zusatzliche Variable zu x - heiBen Funktionen mit Parameter. Je nach Wert dieses
Parameters — der Mathematiker bezeichnet diesen Parameter Ublicherweise mit t
- andert sich der globale Verlauf des Graphen der Funktion in der Regel nicht, wohl
aber ganz bestimmte Funktionswerte. Ein ganzrationaler Funktionsterm 2.
Ordnung mit Parameter stellt eine Parabelschar dar.

Die folgenden Beispiele stellen nur einen kleinen Einblick in die Funktionen mit
Parameter dar. Weitere Aufgaben und Erlauterungen findest du in den
Aufgabenblattern Level 3 / Expert.

Beispiel 18: Gegeben ist die Funktionsschar f; mit f;(x) = tx* — 3tx; x;t € R, t # 0. K,
ist das Schaubild von f;. Beschreibe den Verlauf von K; in Abhangigkeit
von t.

Lésungslogik 18
Wir Uberlegen zunachst. Der Parameter t ist eine reelle Zahl. Je nach
Wahl des Wertes von t ist es mdglich, viele Parabeln zu beschreiben. Flr
jedes gewahlte t erhalten wir einen anderen Funktionsterm. Der
Parameter t beeinflusst im Ursprungsterm den Koeffizienten von x*. Wir
wissen jedoch, dass der Koeffizient von x* eine Streckung der Parabel in
y-Richtung als auch die Offnungsrichtung (nach oben geéffnet, nach
unten gedffnet) beeinflusst.
Wir wissen weiterhin, dass der Koeffizient von x die Verschiebung einer
Parabel in x-Richtung beeinflusst. Weiterhin muss die Parabelschar
ihren Schnittpunkt mit der y-Achse im Ursprung haben, denn das
absolute Glied ¢ fehlt. Sind also noch die Nullstellen der Parabelschar
von Interesse. Hierzu bilden wir aus f,(x) =tx*—3tx durch
Ausklammern f;(x) = tx(x — 3). Wir erkennen, dass die Parabelschar in
x-Richtung um 3 Stellen nach rechts verschoben ist und dass Uber den
Satz vom Nullprodukt die Nullstellen bei tx = 0 und x — 3 = 0 liegen.
Da gemaB Aufgabe t # 0 ist, liegen die Nullstellen jeder Parabel der
Parabelschar somit bei N;(0]0) und N2(3|0)

Loésung 18: Nullstellen:
fe(x) = tx? — 3tx = tx(x — 3)
tx(x—3)=0
x=0; x,=3 | Satz vom Nullprodukt
Die Parabelschar hat bei N;(0]0) und
N,(3|0) gemeinsame Nullstellen und ist
achsen-symmetrisch zur Achse x = 3.

Die Parabeln sind nach oben gedffnet fir
t>0.

Die Parabeln sind nach unten gedéffnet flr
t<0.
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Beispiel 19: Gegeben ist flar jedes reelle die Funktionsschar f; mit
fi(x) = —x* + 2tx — t* — t; x € R. K, ist das Schaubild von f;.
Beschreibe den Verlauf von K; in Abhangigkeit von f;.

Lésungslogik 19:
Wir erkennen aus der gegebenen Funktion f;:
1. Alle Parabeln der Parabelschar sind nach unten gedffnete
Normalparabeln (der Koeffizient von x? ist konstant mit —1).
2. Die Parabelschar ist in x-Richtung in Abhdangigkeit von t verschoben
(es existiert ein x-Glied mit dem Koeffizienten 2t).
3. Die einzelnen Parabeln schneiden die y-Achse in Abhangigkeit von
t (das absolute Glied lautet —t* — t).
Da in dieser Aufgabe lediglich die Verschiebung in x-Richtung und der
Schnittpunkt mit der y—-Achse durch den Parameter t beeinflusst wird,
bilden wir zunachst die Scheitelpunktgleichung.
i) =—=((x—t)* —t*) = t*
fi(x) =—(x—t)>+t*—t*—t
filr) =—(x—t)> -t
Jetzt erkennen wir, dass lediglich die Scheitelpunkte der Parabelschar
vom Parameter t abhangig sind. Die Koordinaten der Scheitelpunkte
lauten S;(t| —t). Wenn aber eine Punkteschar S; vorliegt, deren
x—-Koordinate und y-Koordinate einen lediglich durch das Minuszeichen
veranderten Wert darstellen, so muss diese Punkteschar auf einer
Geraden mit der Steigung m = —1 liegen.

Loésung 19: Scheitelpunktgleichung:
fi)=-(x—-0)? -t
Xs = t; ys = —t; St(tl _ t) OrtskurveN\o(z) = —a
t = xs 2

PR

(S

Flr Ortskurve der Scheitelpunkte: dan 1(F111)
t—=Ys ' So(0]0)
O(X) = —x 5 4 /’ H ‘2 3, 4 5 me

Die Parabelschar besteht aus nach y
unten gedffneten Normalparabeln !
deren  Scheitelpunkte auf der s ' Ss(3|—3)
Geraden mit der Gleichung o(x) = —x '/ / '
far alle t € R liegen. Die Parabelschar ' '@ !
hat keine gemeinsamen Punkte ;

mit der x-Achse. I

= O v s

Powered by GEOGEBRA.org
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Dokument mit 38 Aufgaben

Aufgabe Al

Entscheide und begriinde, ob eine lineare oder quadratische Funktion
vorliegt.

a) f(x)=2x b) f(x)=x*+2
) f(x)=-x+ (%) z d fx)=x*+05
e) f(x)=3x+2? f)  f(x)=3x*+2
Aufgabe A2

Welche Punkte liegen nicht auf der Normalparabel.

a) A1) b) B@]|-1)

) C(2]-2) d) D(0,5/0,5)

e) E(-2]4) f) F(1,5]3)

g) G(1,5]-3) h) H(-1,5|—2,25)
i) 1(2,5]6,25)

Aufgabe A3

Liegt der Punkt auf der Normalparabel, oberhalb oder unterhalb der Kurve? Ldse
zunachst ohne Zeichnung und Uberprife dann dein Ergebnis mit dem Graphen.

a)  A(3,5/12,25) b)  B(—2,4[5,76)
c)  C(14[2,1) d) D(09]0,5)
e) E(—04]0,4) fy  F(—18]36)
Aufgabe A4

Zeichne im Bereich —2 <x <2 den Graphen von f. Lies die Koordinaten des
Scheitels ab. Gibt es einen kleinsten oder groten Funktionswert?

Gib die Wertemenge an fir die auf den Zeichenbereich eingeschrankte
Definitionsmenge.

a) fQ)=-x b)  f0) =3’

) f(x)=x*-3 d) f(x)=x*-x

e) f(x)=—%x2—1 f) f(x)=—%x2—x+1
Aufgabe A5

Gegeben ist die Wertetabelle einer Funktion f mit f(x) = ax?. Bestimme a. Erganze
in der Tabelle die fehlenden Werte.

a) x |21 46|80 D x | —4] =3 ]=2|5 |10
f(x)| 8 Ji€) —45
Aufgabe A6

Beschreibe, wie der Graph der Funktion f aus der Normalparabel entsteht.
Skizziere die Parabel.

a)  f()=-x*+3 b) f(x)=—3x*~1 Q) f()=(x+3)?
d)  fG)=—-2@x—1)> e) f=-G-15?% ) fO)=-@+1)?-1

1

9) f@=-36-D+1 h) f@=-3G+P*~5 D) [f@)=-@x+VD)* -3

3
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Losung Al

Lésungshilfe:

Eine quadratische Gleichung liegt nur dann vor, wenn die Variable x héchstens
im Quadrat (x?) vorkommt. Kommt die Variable x nicht im Quadrat vor, liegt
auch keine quadratische Gleichung vor.

Eine lineare Gleichung liegt nur dann vor, wenn die Variable x ohne Potenz
(Potenz = ,1%) vorkommt.

a) f(x) =2x ist eine lineare Funktionsgleichung.
b) f(x) =x*+ 2 ist eine quadratische Funktionsgleichung.

c) fx)=-x+ G)Z ist eine lineare Funktionsgleichung.

d) f(x) =x*+0,5 ist eine quadratische Funktionsgleichung.
e) f(x) =3x+ 2% ist eine lineare Funktionsgleichung.
d) f(x) =3x*+ 2 ist eine quadratische Funktionsgleichung.

Losung A2

Lésungshilfe:

Ein Punkt liegt dann auf der Normalparabel (mit der Funktionsgleichung

f(x) = x*), wenn mit einer Punktprobe eine wahre Aussage eintritt.

Bei einer Punktprobe musst du den Ausdruck f(x) durch den y-Wert des Punktes
ersetzen und den x-Wert in die Funktionsgleichung einsetzen.

Detaillierte Lésung fur a)
f(x) =x* mit A(1|1)

1=12

1=1 | wahre Aussage

Der Punkt A(1]1) liegt auf der Normalparabel.

b) B(|-1); -1=1 | Widerspruch
Der Punkt B(1|—1) liegt nicht auf der Normalparabel.

c) CQ|-2);-2=4 | Widerspruch
Der Punkt €(2]|-2) liegt nicht auf der Normalparabel.

d) D(0,5/0,5); 0,5 = 0,25 | Widerspruch
Der Punkt D(0,5]0,5) liegt nicht auf der Normalparabel.

e) E(-2]|4);4=(-2)?%=4 | wahre Aussage
Der Punkt E(—2|4) liegt auf der Normalparabel.

f)  F(1,5|3); 3=1,52=2,25 | Widerspruch
Der Punkt F(1,5|3) liegt nicht auf der Normalparabel.

g) G(1,5]-3); -3 =1,52=2,25 | Widerspruch
Der Punkt G(1,5|-3) liegt nicht auf der Normalparabel.

h) H(-1,5|-2,25); —2,25 = 2,25 | Widerspruch
Der Punkt ¢(—1,5|—2,25) liegt nicht auf der Normalparabel.

i) 1(2,56,25); 6,25 = 2,52 = 6,25 | wahre Aussage

Der Punkt 1(2,5|6,25) liegt auf der Normalparabel.
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Losung A3

Lésungshilfe:

Um zu prufen, ob ein Punkt auf, oberhalb oder unterhalb des Graphen einer
Funktion liegt, setze x in die Funktionsgleichung ein und berechne f(x). Ist das
Ergebnis groBer als der gegebene y-Wert des Punktes, so liegt der Punkt
oberhalb, ist das Ergebnis kleiner, so liegt der Punkt unterhalb ist er gleich, so
liegt der Punkt auf dem Graphen der Funktion.

a) AQ3,5|12,25)
f(3,5) =35%2=1225  y,=1225=f(3,5)
Punkt liegt auf dem Graphen.

b)  B(—2,4/5,76)
f(=2,4) = (=2,4)2 =87 y,=576=f(=2,4)
Punkt liegt auf dem Graphen.

c)  C€(1,4]2,1)
f1,4)=>014%=19 y,=21>f(1,4)
Punkt liegt oberhalb des Graphen.

d) D(0,9]0,5)
£(0,9) = 0,92 = 0,81 y, =0,5< £(0,9)
Punkt liegt unterhalb des Graphen.

e) E(—0,4/0,4)

A(3.5]12.25)

C(1.42:1)

f(=0,4) =(-0,4)2=0,16 y, = 0,4 > f(—0,4) E(+0,4/0,4) D(0.9]0.5)
Punkt liegt oberhalb des Graphen. L S ? ? ‘o
f) F(—1,8|2,5) Powered by GEOGEBRA.org

f(-18)=(-1,8%2=324y, =25< f(—1,8)
Punkt liegt unterhalb des Graphen.

Losung A4

Lésungshilfe:

Zum Zeichnen des Graphen einer Funktion kannst du entweder eine Wertetabelle
aufstellen (bei dieser Aufgabe im Intervall —2 < x < 2) oder du verwendest die
Jtable“-Funktion auf dem WTR.

Flr die Wertemenge im gegebenen Intervall lies den kleinsten und gréBten
y-Wert aus den Graphiken ab.

a)

Y

2 =1 0 1
-
2

o)

flz) F —°
-3
-4

Powviered by GEOGEBRA.org Poviered by GEOGEBRA.org Poviered by GEOGEBRA.org
- . :

a) 5,(0]0), groBter Funktionswert ist y = 0. W_,,<, = [—4; 0]

b)  $,(0]0), kleinster Funktionswert ist y = 0. W_,,<, = [0; 2]

c) S,(0] —3), kleinster Funktionswert ist y = —3. W_,,<, = [-3;1]
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d)

A@ a

f(2)|= 2

N)

2 =1 0 :
Powered by GEOGEBRA.org Poviered by GEOGEBRA.org Poviered by GEOGEBRA.org

d) 5,(0,5]—0,25), kleinster Funktionswert ist y = —0,25. W_,,<, = [-0,25; 6]
e) S,(0]—1), groBter Funktionswert ist y = —1. W_,<,<, = [-3; 1]
f)  S,(—=1]1,5), kleinster Funktionswert ist y = 1,5. W_,.,<, = [-3;1,5]

LOosung A5

Lésungshilfe:

Zur Berechnung von a setze den einen gegebenen Punkt aus der Tabelle in die
Gleichung f(x) = ax? ein.

Mit dem dann erhaltenen a berechne die anderen Funktionswerte und trage diese
in die Tabelle ein.

a) 8=a2? | Punktprobe mit P(2|8)
4a=8 => a=2
f(4)=2-42=32; f(6)=2-62=72; f(8) =2-82=128; f(10) =2-10% = 200
b) —45=a(-3)? | Punktprobe mit P(—3| — 45)
9a = —45 => a=-5
f(=4) = =5 (=4)* = —80; f(-2)=-5-(-2)*=-20; f(5) = —5-5% = —125;
£(10) = —5-10% = —500

Ay l204le] 810 Dk |-a|3]-2] 5 | 10
f(x)‘8‘32‘72‘128‘200 f(x)‘—80‘—45‘—20‘—125‘—500
Losung A6

Lésungshilfe:

Eine Normalparabel h besitzt die Gleichung h(x) = x2.

Graphen von Funktionen kann man in x- und y-Richtung verschieben und
strecken, an der x- bzw. y-Achse spiegeln und sogar an der 1. Winkel-
halbierenden spiegeln.

Fur eine quadratische Funktion gilt:

Streckung in y-Richtung: Wird durch den Koeffizienten a von ax? bestimmt.
Streckung in x-Richtung: keine

Verschiebung in y-Richung: f(x) = h(x) +ys, ys ist y-Kooridnate des Scheitels
Verschiebung in x-Richung: f(x) = h(x — x5), x5 ist x-Kooridnate des Scheitels
Spiegelung an der y-Achse: f(x) = h(—x)

Spiegelung an der x-Achse: f(x) = —h(x)

Spiegelung an x- und y-Achse: f(x) = —h(—x)
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Der Graph der Funktion entsteht aus dem Graphen der Normalparabel durch:
a) f(x)=-—x?+3

1. Spiegelung an der x-Achse;

2. Verschiebung in y-Richtung um drei Einheiten nach oben.
b) fG)=-3x2-1

1. Spiegelung an der x-Achse;

2. Streckung in y-Richtung mit dem Faktor k = %;

3. Verschiebung in y-Richtung um eine Einheiten nach unten.
c)  f()=(x+3)

1. Verschiebung in x-Richtung um drei Einheiten nach links.
d)  fG)=f(x)=-2(x—1)?

1. Spiegelung an der x-Achse;

2. Streckung in y-Richtung mit dem Faktor k = %;

3. Verschiebung in x-Richtung um eine Einheiten nach rechts.
e) f(x)=-(x-15)?

1. Spiegelung an der x-Achse;

2. Verschiebung in x-Richtung um 1,5 Einheiten nach rechts.
f) fO=-(x+1)?%-1

1. Spiegelung an der x-Achse;

2. Verschiebung in y-Richtung um eine Einheiten nach unten.
9) f)=—3@x-1)2+1

1. Spiegelung an der x-Achse;

2. Streckung in y-Richtung mit dem Faktor k = %;

3. Verschiebung in x-Richtung um eine Einheiten nach rechts;

4. Verschiebung in y-Richtung um eine Einheiten nach oben.
h) fe=-30+"—3

1. Spiegelung an der x-Achse;

2. Streckung in y-Richtung mit dem Faktor k = %;

3. Verschiebung in x-Richtung um - L Einheit nach links;
4. Verschiebung in y-Richtung um Elnhelt nach unten.

) f)=—(x+V2)2 -3
1. Spiegelung an der x-Achse;
2. Verschiebung in x-Richtung um v2 Einheiten nach links;
3. Verschiebung in y-Richtung um +/3 Einheit nach unten.
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Aufgabe Al

Finde einen passenden Funktionsterm flr die quadratische Funktion,
deren Graph aus der Normalparabel entsteht, indem man sie ...

a) .. an der x-Achse spiegelt, mit dem Faktor 2 streckt und um eine [ElZH3
Einheit nach rechts verschiebt.

b) .. mit dem Streckfaktor 0,5 streckt (staucht), an der x-Achse spiegelt und
anschlieBend um drei Einheiten nach rechts und eine Einheit nach oben
verschiebt.

c) ... mit dem Streckfaktor —0,25 streckt und anschlieBend um eine Einheit nach

links und um zwei Einheiten nach unten verschiebt.

Aufgabe A2

Die Parabeln entstanden aus der Normalparabel. Lies den Streckungsfaktor ab und
gib den Funktionsterm an. Priife dein Ergebnis mit einer Punktprobe von P.

a) b) c)
o yl, Y

’ i i \1/ i ' i j)NJ !
-1

Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org
Aufgabe A3
Ordne die Parabeln den Funktionstermen f, g 5
und h zu und bestimme die Variablen q, b, ¢, d, Y
e und k.

f)=-(x—-a)*+b
g(x) = c(x — d)?
h(x)=(x—k)*+e 2

Powered by GEOGEBRA.org

Aufgabe A4

Zeichne die Normalparabel in ein Koordinatensystem, bei dem zundachst die
x-Achse und die y-Achse die Einheit 1 cm haben. Trage dann fir die y-Achse neue
Einheiten ein, so wie unten angegeben. Gib dann den nun glltigen Funktionsterm
an.

Bei der neuen y-Achseneinteilung entspricht 1 cm ...

a) 2 Einheiten b) 0,5 Einheiten «¢) 10 Eineiten d) 0,1 Einheiten
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Aufgabe A5
Gib den Scheitel an. In welche Richtung ist die Parabel gedtffnet?
a) f=-(x-1*+2 b) f(x)=2(x+1)*>-1 C) f(x)=%(x—3)2
d) f(x)=—§(x+4)2+6 e) f(x)=§(x+6)2 f)  f(x)=15x2—-25
9) fO)=-x*-1 h) fG)=@E-2*-v5 1) f@=(x+3)%-In
) f@=@+v2)’ =30 k) f@=-(x-v8)’+vZ 1) f)=@(+18)%—e
Aufgabe A6
Berechne die Scheitelkoordinaten und gib die Scheitelform an.
a) f(x)=x*+2x+2 b) f(x)=—x?+4x—-1 ) f(x)=x%?—6x+4
d) f(x)=-x>-x+1 e) f(x)=2x*+2x+2 f) flx)=-2x>+x+3
g) f(x)=%x2+x+2 h) f(x)=%x2+2x—1 i) f(x)=—%x2+x—1

2
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Losung Al

Lésungshilfe:

Streckung einer Parabel erfolgt tiber den Koeffizienten a.

Verschiebung in y-Richtung erfolgt Uber den Koeffizienten c.

Verschiebung in x-Richtung erfolgt durch Ersetzen jedes Vorkommens der
Variable x durch (x —n). Dabei stellt n die Anzahl der Einheiten der
Verschiebung dar. Verschiebung nach rechts: n > 0, Verschiebung nach
links: n < 0.

Zur Spiegelung an der y-Achse bilde f(—x).

Zur Spiegelung an der x-Achse bilde —f(x).

a) plx)=x? Normalparabel
—-p(x) =— Spiegelung an der x-Achse
2-(-px) =— Streckung in y-Richtung

|
|
I
2-(-p(x—-1)=-2(x-1)?* | Verschiebung um eine Stelle nach rechts
flx) = —2(x — 1)? | endgultige Funktionsgleichung
f(x) ==2x%+4x—2 | Hauptform der Funktionsgleichung
b) f(x)=-05(x-3)2+1 | Scheitelform
|
I
|

f(x) =—-0,5x%2 +3x — 3,5 Hauptform
c) f(x)=-025(x+1)2-2 Scheitelform
f(x) =—0,25x% - 0,5x — 2,25 Hauptform

Losung A2

Lésungshilfe:

Lies zunéchst den Scheitelpunkt ab, stelle die Offnung fest (nach oben geéffnet,
nach unten getffnet).

Ausgehend vom Scheitel bestimme den Streckungsfaktor stelle die Scheitelform
auf.

Mache eine Punktprobe mit dem Punkt P.

Detaillierte Lésung fur a)
S(112) | abgelesen
Parabel nach unten geéffnet => a <0

Parabel mit Faktor k = 0,5 gestreckt. abgelesen
fx)=-05(x—1)2+2 Scheitelform
P(3]0) abgelesen

0=-053—1)2+2
0=-05-4+2=0
f(x)=-05x%>+x+1,5

Punktprobe mit P(3]0)
wahre Aussage
Hauptform

b) S(1]-1); k = 3 nach oben P(0|2)
fX)=3x-1?%-1
2=30-1)2-1
2=3"1-1=2
flx)=3x2—6x+2

abgelesen
Scheitelform
Punktprobe mit P(0|2)
wahre Aussage
Hauptform
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S(A|-1); k =% nach oben P(—1|0)

fe) =7zx-12-1
0=2(-1-1)2-1
0=2-4-1=0

1 3

O =327 —5x =3

Losung A3

LAsungshilfe:

blaue Grafik:

S(2]0); k =§

Potau(®) = 5 (x — 2)?
rote Grafik:

S=(1]15); k=-1

Prot(x) = —(x — 1)2 +1,5
grine Grafik:

S=(-1-1); k=1

pgrijn(x) =+ 1)2 -1
Zuordnungen:
Potau(®) = g(x) Mit c = und d = 2
Prot(¥) = f(x) Mita=1und b =15
pgrl'jn(x) = h(x) mitk=—-1und e = —

Losung A4

Y, o

ou

50

40

30

20

10

@ by Fit-in-Mathe-0Online.de

Level 1 - Grundlagen - Blatt 2
abgelesen

Scheitelform
Punktprobe mit P(—1|0)
wahre Aussage
Hauptform

Lies zunédchst den Scheitelpunkt ab, stelle die Offnung fest (nach oben geéffnet,
nach unten geodffnet).
Ausgehend vom Scheitel bestimme den Streckungsfaktor stelle die Scheitelform
auf und entscheide dann, welche Funktion du zuordnest.

Powered by GEOGEBRA.org
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p(x) = 2x? b) p(x) =0,5x2
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c) p(x)=10x2 d) p(x)=0,1x?
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LOosung A5

Lésungshilfe:

Die Scheitelform der Parabel lautet f(x) = a(x — x5)? + y;. Somit kannst du den
Scheitel aus den gegebenen Funktionsgleichungen entnehmen.
Ist a > 0, ist die Parabel nach oben gedffnet, ist a < 0, ist sie nach unten gedéffnet.

Detaillierte Lésung fur a)
f)=—(x-1)*+2
a=-1;, x¢=1; ys=2
S$(1]2) nach unten gedffnet.

b) S(—1] — 1) nach oben ¢) $(3]0) nach oben d) S(—4|6) nach unten

e) S(—6|0) nach oben f) S(0| —2,5) nach oben g) S(0| — 1) nach unten
h) S(2| —V5) nach oben ) S(—§| —%n) nach oben j) S(—V/2| —30) nach oben
k) S(v/6|¥2) nach unten 1) $(—1,8| —e) nach oben

Losung A6

Bilde die Scheitelform aus der Hauptform mithilfe der quadratischen Erganzung.

Detaillierte Lésung fur a)
f)=x*+2x+2=(x+1)?*-14+2=(x+1?+1

b) flx)=-(x-22+3 ¢ fG)=@x-3)?-5 d) f@=—(x+1) +2
9 f@=(+) 11 0 @2 +E 9 Wit
h feo=3(x+3)"-2 ) f@=-3G-1%-
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Dokument mit 38 Aufgaben

Aufgabe Al

Eine Parabel hat ihren Scheitel in § und geht durch P. Bestimme den
zugehorigen Funktionsterm in der Scheitelform und in der Hauptform.
a) S22 plD) b) S(=3l6); P(0|1) c¢) S(4|-7); P(3|-6)

Aufgabe A2

Gegeben sind Hauptformen quadratischer Gleichungen. Darunter sind Karten mit
der Nullstellenform von Funktionsgleichungen abgebildet.

Finde zu den Gleichungen a) bis f) die passende Losungskarte und bilde aus den
Buchstaben ein Lésungswort.

a) f(x)=—-—x?+2x+15 b) f(x) =2x%—5x—42 c) f(x)=3x2—-4x—4

d) f(x)=—-x?>+5x-6 e) f(x)=2x%+2x—12 f) f(x)=3x2—-6x+3

If(x)=3(x-2) (x+§)

T =3G-2" | |
f(x) =2(x—2)(x+3) E f(x) = —(x+5)(x—3)

N f(x) =3(x - 1)2
A F(x) =2(x—6)x—3) W F(x) = —(x — 2)(x —3)

N f(x) =2(x — 6)(x +35)

Aufgabe A3

Schreibe den Funktionsterm in der Produktform und lies die Nullstellen ab, ohne
Zu rechnen.

a) f(x)=x%—4x b) f(x)=-x%+2x c) f(x)=-2x2%+6x

d) f(x)=x%*-36 e) f(x)=2x%2-50 f) f(x)=-05x%+8

g) f(x)=x*2—8x+16 h) f(x)=2x?>—4x+2 i) f(x)=-05x?+5x—12,5

Aufgabe A4
Gegeben ist die quadratische Funktion f. In welchen Bereichen sind die
Funktionswerte positiv?

a) f)=;x-DE=-3) b) fG)=-2@+Hx-5 ) f@=;x"—4
d) f(x)=%x2—3x e) f(x)=-x*-3x+4 f) f(x)=%x2—3x+2,5

Aufgabe A5
Berechne die Nullstellen der Funktion f exakt.
a) fx)=x*2-2x—4 b) f(x)= —%xz +2x—2 ¢) f(x)=05x2—-5x+12,5

Aufgabe A6
Schreibe den Funktionsterm in Produktform, gib die Nullstellen ohne Rechnung an
und bestimme den Scheitelpunkt.

a) f(x)=—x%+3x b) f(x)=%x2+3x+4,5 c) f(x)=—%x2+4
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Aufgabe A7

Skizziere den Graphen der quadratischen Funktion f mit f(x) = —2x2 + 16x — 24.
Bestimme den Bereich, in denen der Graph positive Funktionswerte hat.

Aufgabe A8

Der Graph einer quadratischen Funktion f schneidet die x-Achse in x; und x, und
geht durch P. Bestimme den Funktionsterm.

a) x;=1; x, =4und P(3|1) b) x;,=-2; x,=1und P(2|8)

C) x;=-1; x, =4 und P(1]6)

Aufgabe A9

Fir welche Werte von t hat die Funktion f genau eine Nullstelle? Wie muss t
gewahlt werden, damit es zwei (keine) Nullstellen gibt?

a) flx)=x*—8x+t¢t b) f(x)=-x?—6x+t C) f(x)=-2x%>—4x+t

Aufgabe A10

In einem FuBballspiel wird der

FuBball mit 25% unter einem Yy

Winkel von 45° schrag nach ,

oben geschossen. Die Y= W tr TS T m o m T [
parabelférmige Flugbahn kann |
mit der quadratischen 45 ° '
Funktion f mit £
f(x) — —0,016x2 +x Powered by GEOGEBRA.org

beschrieben werden.
Wo erreicht der Ball den héchsten Punkt, wo kommt er wieder auf dem Boden auf?
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LOosung Al

Lésungshilfe:

Stelle die Scheitelform auf mit f(x) = a(x — x5)? + ys und mache damit eine
Punktprobe mit P zur Bestimmung von a.

Detaillierte Lésung fur
a) S(2[2); pP(1D)

fO) =alx—2)*+2 | Scheitelform
1=a(1-2)%+2 | Punktprobe mit P
l=a+2 | -2

a=-1

flx)=—(x—2)*+2 | Scheitelform

b) S(=3l6); P(0|1)
f)=—=2(x+3)2+6

c) S(4l-7); P(3|-6)
fO)=@x-4)?*-

Losung A2

Lésungshilfe:

Versuche den Lésungsansatz durch Feststellung, welche der gegebenen
Produktformen zu welchem absoluten Glied ¢ der Hauptform fUhren.

Detaillierte Lésung flr a)
flx)=—-x%+2x+15
c=15
3:5=15;(—3)-(-5) =15
Nur das Ausmultiplizieren der Karte E flhrt zu ¢ = 15.

Wir geh6ren zusammen:
a) f(x)=—-x%2+2x+15 Ef(x)=—-(x+5)(x—-3)

b) f(x)=2x?—5x—42 N f(x) =2(x — 6)(x +3,5)

c) f(x)=3x>—4x—4 If(x)=30-2)(x+2)
d) f(x)=-x%24+5x—-6 W f(x)=—(x—2)(x—3)
e) f(x)=2x%2+2x—12 G f(x) =2(x—2)(x +3)

f) f(x)=3x>—-6x+3 N f(x) = 3(x — 1)

Das Loésungswort lautet ,,GEWINN".
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Lésung A3

Lésungshilfe:

Stelle die Produktformel durch Ausklammern auf und ermittle daraus die
Nullstellen.

Detaillierte Lésung flr a)
fl)=x?—4x=x(x—4)
x(x—4)=0 | Satz vom Nullprodukt
x1=0; x,=4
N1(0]0); N, (4]0)

b) f(x)=-x%+42x=x(—x+2) c) f(x)=—-2x%+6x=—-2x(x—6)
N1(0]0); N,(2]0) N1(0]0); N,(6]0)
d) f(x)=x%2-36 e) f(x)=2x?-50=2(x%-25)
N1(—6]0); N,(6/0) N;(=5]0); N,(5]0)
f)  f(x)=-05x2+8=-05x%2—-16) g) f(x)=x%2—8x+16=(x—4)>
N;(—4]0); N,(4]|0) N;(4|0) doppelte Nullstelle.
h)  f(x) =2x?—4x+2=2(x — 1)? i)  f(x)=-05x%+5x—12,5=—-0,5(x —5)*
N;(1]0) doppelte Nullstelle. N,(5|0) doppelte Nullstelle.
Losung A4

Lésungshilfe:

Bestimme die Nullstellen von und ermittle daraus den/die Bereich(e), in denen
f(x) >0 ist.

Ist die Parabel nach oben gedéffnet, sind die y-Werte im Intervall von —oo bis zur
linken Nullstelle, bzw. von der rechten Nullstelle bis +o positiv.

Ist die Parabel nach unten gedéffnet, sind die y-Werte im Intervall von der linken
Nullstelle bis zur rechten Nullstelle positiv.

a) f@)=;(x-Dx-3)
N1 (1]0); N(3]0)
Parabel ist nach oben gedffnet:
fx)>0flr —o<x<1V3<x<wm

b) f(x)=-2(x+3)(x—5); Ni(=3]0); N(5]0)
Parabel nach unten gedéffnet:
f(x)>0flir -3<x<5

C)  f(x)=3x2—8 Ni(=4l0); N,(4|0)
Parabel nach oben gedffnet:
fx)>0flr —o<x<—-4V4d<x<o

d)  fG0) =32 = 3% Ni(00); Ny(6]0)
Parabel ist nach oben gedffnet:
fO)>0flr —co<x<0V6<x<

e) f(x)=-x*—=3x+4 N (-4[0); N,(1]0)
Parabel nach unten gedffnet:
f)>0flir-4<x<1

f)  f()=3x2—3x+25 Ny(1]0); Ny(50)
Parabel nach oben gedffnet:
fx)>0flr —o<x<1V5<x<®
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Nullstellen berechnest du mithilfe der sogenannten Mitternachtsformel. Du
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kannst hierflr sowohl die p/q-Formel als auch die abc-Formel verwenden. In
diesem Portal wird ausschlieBlich die p/q-Formel verwendet.
Bei Verwendung der p/q-Formel musst du darauf achten, dass der Koeffizient von
x2 unbedingt 1 ist. Hierflr kannst du jederzeit durch Division der Gleichung mit

dem eventuell vorhandenen Koeffizienten von x? sorgen.

a) fx)=x?*-2x—4
x2—=2x—4=0
x1_2=1i\/m
x1=1+\/§; x2=1—\/§
b) f(x)=—%x2+2x—2
—ix?+2x=2=0 | -4
x>?—8x+8=0
X1, =4+\16—8
X1 =4+2V2; x,=4-2-2
c) f(x)=05x%—5x+12,5
0,5x> —5x+125=0 | -2
x2—10x+25=0
X123 =5+25 = 25

x1=5

LOosung A6

a) f(x)=-x?>+3x=—x(x—3)
N;(0]0); N,(3]0) => x5 =15
f(1,5)=-152+3-15=-2,25+4,5= 2,25
5(1,5]2,25)

b) f(x)=%x2+3x+4,5=%(x+3)2
N;(-3]0), doppelte Nullstelle => N; =S

c) f(x)=—%x2+4

—%xz +4=0
N1(—4|0); N,(4[0) => x5=0
f(0) =4
S(0[4)
LOosung A7
f(x) = —2x2 + 16x — 24.
~2x2 + 16x — 24 = 0 | (=2)

x> —8x+12=0

X, =4+V16—12=4+2

X, =6; x,=2

Parabel nach oben gedffnet:
f(x)>0flr —o<x<2V6<x<o

Awoaumuﬁm

Powered by GEOGEBRA.org
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Losung A8

Lésungshilfe:

Stelle die Nullstellenformel f(x) = a- (x —x;) - (x — x;) mit x; und x, als
Abszissenwerte der Nullstellen auf und mache dann eine Punktprobe mit P zur
Berechnung von a.

a) x=1; x,=4und P(3|1)

f)=a-(x—1)-(x—4) | Punktprobe mit P(3|1)
1=a-B3-1)-B-4)=a-2-(-1)=-2a

1
a=-—:

2
f@)=—3@—-1)-(x—4)
b) x;=-2; x,=1und P(2]8)

fW=a(x+2)-(x—-1) | Punktprobe mit P(2|8)
8=a-2+2)-2-1)=a-4-1=4a
a=2

f)=2(x+2)-(x—1)
c) x;=-1;, x, =4 und P(1|6)

fW=a - (x+1)-(x—4) | Punktprobe mit P(1]6)
6=a-(1+1)-(1-4)=a-2-(-3)=—6a
a=-1

f)=-x+1D-(x-4)

Losung A9
Lésungshilfe:
Berechne die Nullstellen der Funktion mit der p/q-Formel (alternativ abc-Formel)
in Abhangigkeit von t. Prife dann die Diskriminante. Fiihren Werte von t zu einer
positiven Diskriminante, so hat der Graph der Funktion zwei Nullstellen. Flihren
Werte von t zu einer Diskriminante gleich Null, so hat der Graph der Funktion
eine Nullstelle. Fihren Werte von t zu einer negativen Diskriminante, so hat der
Graph der Funktion keine Nullstelle.
a) f(x)=x®>-8x+t

x> —=8x+t=0

X1, =4+V16—t | p/q-Formel

t =16 => eine Nullstelle

t <16 => zwei Nullstellen

t > 16 => keine Nullstellen
b) f(x)=-x*—6x+t

—x?—6x+t

X1, =-3+£V9+t | p/q-Formel

t =-9 => eine Nullstelle

t < -9 => keine Nullstellen

t > -9 => zwei Nullstellen
c) f(x)=-2x*—4x+t¢t

—2x>—4x+t=0

X1,=-2% /4 +§ | p/q-Formel

t = -8 => eine Nullstelle
t < —8 => zwei Nullstellen
t > —8 => keine Nullstellen
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Lésung A10

Lésungshilfe:
Der héchste Punkt des Balls liegt im Scheitel des Graphen der Funktion.
Der Ball trifft in der rechten Nullstelle wieder auf dem Boden auf.

f(x) = —0,016x% + x = x(—0,016x + 1)

1
X1:0; Xy :m:62,5

X =% _ 62,5—-0
x5 =—— S—=31.25
ys = f(31,25) = —0,016 - 31,25% + 31,25 = 15,625
Der FuBball erreicht eine H6he von ca. 15,6 m und trifft 62,5 m weiter wirder auf
dem Boden auf.
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Aufgabe Al

Gib die Anzahl der gemeinsamen Punkte der Graphen von f und g an.

a) fx)= %xz + 2x und b) fx) = %xz —3x und
gx)=2x+2 gx)=—x—-4

c) f(x)=x*+x-2und d) f(x)=2x?-4x+8und
glx)=2x-3 gx)=8x—-10

Aufgabe A2

Beschreibe die gegenseitige Lage der Graphen von f und g. Gib
gegebenenfalls die gemeinsamen Punkte an.

a) f(x)=5x?+20x—60 und b) f(x)= —%xz + 2x und
g(x)=—-5x+10 glx)=3x+4

c) f(x)=3x*-2und d) f(x)=—3x?+3und
f@) =52 =2 gt =3x—1

Aufgabe A3

Zeige, dass die Gerade zur Funktion f eine Tangente an den Graphen der Funktion
ist. Bestimme die Koordinaten des Beriuhrpunktes und zeichne die Graphen.

a) f(x)=—§x2+x—2 b) f(x)=-2x?+2x c) f(x)=%x2+3
gx) =-x+1 g(x) =—-2x+2 g(x)=x+§
Aufgabe A4

Ordne den Funktionstermen deren zugehdrigen Graphen zu. Lies die Schnittpunkte
bzw. den Berlhrpunkt ab und lberpriife deinen Vorschlag durch Rechnung.

1.2 5 1 5 1 1.5 1
a) 2=-x*-=x+1 b) —x+1=—->x*4+x-2 C) x=>x%—->x
) 4 4 + ) + 3 + ) 2 4 2
B C
4 4
3 3
- 2
\\ / 1
1.0 1 2 3 4 5 6 v P8 2 2 3 4 a5 6
- -
Powered by GEOGEBRA.org Powered 1by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org

Aufgabe A5

Bestimme den Parameter der Geradengleichung so, dass die Gerade den Graphen
von f beruhrt. Ermittle die Koordinaten des BerUhrpunktes.

a) f) =%x2 b) f(x)=4x2+3x+2 ¢) f(x) =%x2 +%
gx)=x+w gx)=-3x+v gx)=x+u
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Aufgabe A6

Der Graph der linearen Funktion g geht durch P und Q. Gib den Funktionsterm von
an g und zeige, dass der Graph von g eine Tangente an den Graphen von f ist.

a) P(2|70); Q(3|110) b) P(0|5); Q(5]0)
f(x) = —5x? +40x — 10 f(x)=—§x2+x+2
c) P(-2|14); Q(-1l6) d) P(1-5); Q(3I3)
f(x) =2x%2—8x—2 fx)=x2-5
Aufgabe A7

Bestimme die Funktion f, deren Graph die folgenden Eigenschaften besitzt:

a) K ist achsensymmetrisch und geht durch P(—1|-2) und Q(2|7).

b) K ist eine verschobene Normalparabel, die durch P(2]-1) und Q(-1]5).

C) K geht durch den Ursprung, schneidet die x-Achse bei N(2]0) und verlauft
durch P(—1|-1,5).

d) K ist eine an der x-Achse gespiegelte, verschobene Normalparabel, die durch
P(1|6) und Q(4|3) verlauft.

e) K verlauft durch die Punkte P(0|2),Q(—1| — 3) und R(1]1).

Aufgabe A8

Der Graph einer quadratischen Funktion f geht durch den Punkt @ und schneidet
die x-Achse in N; und N,. Bestimme den Funktionsterm von f und gib diesen in der
Hauptform an.

a) QQ@|—2); Ny(—1]0) und N(210)  b)  Q(2] —5); Ny(—0,5]0) und N,(1|0)

c)  Q(—1]4); Ny(—2]0) und N,(3]0) d)  QQ@I6); Ny(—1]0) und N,(—3]0)

Aufgabe A9

Der Graph einer quadratischen Funktion f hat den Scheitel S und geht durch den
Punkt P. Bestimme ihren Funktionsterm.

a) S(2]1) und P(4]3) b) S(-1]—-1) und P(-3|-2)

c)  S(=0,5|1,5) und P(0,5]0,5)

Aufgabe A10

Der Graph einer quadratischen Funktion f geht durch die folgenden Punkte.
Bestimme mit einem passenden Ansatz einen Funktionsterm.

a) Scheitel S(—6|3) und Punkt P(—4|§)
b) Achsenschnittpunkte N;(—2|0), N,(6/0) und R(0| —1,2)

Aufgabe Al1l

Eine quadratische Funktion f hat bei x; = -3 und x, = —1 Nullstellen. Der gréBte
Funktionswert betragt 1. Bestimme den Funktionsterm.

Aufgabe A12

Der Graph einer quadratischen Funktion f ist symmetrisch zur y-Achse und geht
durch die Punkte P(0]5) und Q(1|3). Bestimme den Funktionsterm.
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LOosung Al

Lésungshilfe:

Gemeinsame Punkte sind Schnittpunkte bzw. Berihrpunkte. Solche Punkte
bestimmt man durch Gleichsetzung.

Da in dieser Aufgabe nur die Anzahl gemeinsamer Punkte gefragt ist, genigt es,
den Wert der Diskriminante der sich ergebenden quadratischen Gleichung zu
bestimmen.

Detaillierte Lésung fur
a) f(x =%x2+2x und g(x) =2x+2

f(x)Ngx)
lxz+2x=2x+2 | —2x;
1x2 = | -2

fc =4; X1, =12

f und g haben zwei gemeinsame Punkte.
b) %x2—3x=—x—4 | +x; +4

X2 -2x+4=0 | -4

x> —8x+16=0

X1, =4+V16—16

D=0 => f und g haben einen gemeinsamen Punkt.

c) x*+x-2=2x-3 | —2x; +3
x2—x+1=0 | : 2
x1,2=%i %—1
D <0 => f und g haben keine gemeinsamen Punkte.
d) 2x?—4x+8=8x-10 | +8x; —10
2x2+4x—-2=0 | :2
x> +2x—1=0
x,=—-1+V1+1

D >0 => f und g haben zwei gemeinsamen Punkte.

Losung A2

Lésungshilfe:

Gegenseitige Lage kénnen sein:

Passante: f und g haben keine gemeinsamen Punkte

Tangente: f und g haben einen gemeinsamen Punkt, sie beriihren sich.
Sekante: f und g haben zwei gemeinsame Punkte, sie schneiden sich.
Gemeinsame Punkte sind Schnittpunkte bzw. Berlihrpunkte. Solche Punkte
bestimmt man durch Gleichsetzung.

Detaillierte Lésung fur
a) f(x)=5x?+20x—60 und g(x) =-5x+ 10

f(x)Nngx)
5x% + 20x — 60 = —5x + 10 | +5x; —10
5x2+425x—70=10 | :5

x2+5x—14=0
© by FJt-m M’athe Onhne, mehr als 500; E)OO Aufgaben fur Schule und Studlum

www.fit-in- mathevonllne de

Dr. Ing Meinolf Muller / webmaster@flt in- mathe onllne de §pTal
| | @ by Fit-in-Mathe-0Online.de



Differenzialrechnung

Aufgabenblatt Funktronskfassen LA
Zu quadratischen Funktfonen (Parabeln) - Losungen

@ by Fit-in-Mathe-0Online.de

Level 1 - Grundlagen - Blatt 4
D >0 => f und g haben zwei gemeinsame Punkte, g ist Sekante zu f.
X1 = 3, Xy = -8
g(3)=-5-3+10=-5
g(—=8) = =5-(=8) + 10 = 50
Schnittpunkte sind S, (3| — 5) und S,(—8|50).
b) —lx2+2x=3x+4 | —3x; —4
—%xz—x— 4=0 | - (-3)
x2+3x+12=0

x1,2 = _1,5 i 4/ 2,25 —12

D <0 => f und g haben keine gemeinsame Punkte, g ist Passante zu f.

0) ; 2_2=x-2 | —x; +2
%xz—x=0 | -2
x2=2x=0
951,2=1i\/I

D >0 => f und g haben zwei gemeinsame Punkte, g ist Sekante zu f.
x1=2; x,=0

g2)=2-2=0

g(0)=0-2=-2

Schnittpunkte sind $,(2]0) und S,(0] — 2).

d) —%xz +%=%x—1 | —%x; +1
12 1,03 (=
4x 2X+3 | (—4)
x> +x—-6=0

X12,=-05%+,025+6=-05+£25

D >0 => f und g haben zwei gemeinsame Punkte, g ist Sekante zu f.
x1 = 2, xz =-3

9@ =52-1=—7

9= =7 ) -1=-7
Schnittpunkte sind S, (2|—%) und S, (—3|—%).

Losung A3

Lésungshilfe:

Hierzu missen wir die Funktion f mit der Geraden gleichsetzen und nach x
auflésen. Ist die Gerade eine Tangente an f, dann hat die entstehende
quadratische Gleichung nur eine Loésung. AbschlieBend musst du noch die
zugehorige y-Koordinate berechnen und dann die Graphen zeichnen.

Detaillierte Lésung fur

a) fng
—sxt+tx—2=-x+1 | +x—1
—2x?+2x=3=0 | -(-3)
x2—6x+9=0
x1'2=3i\/9_9=3

gB)=-34+1=-2
S(3|-2) ist Beruhrpunkt.

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500. E)OO Aufgaben fir Schule und Studlum

www.fit-in- mathevonllne de!
Seite 43

Dr. Ing Meinolf Muller / webmaster@flt in- mathe onllne de LT
| | @ by Fit-in-Mathe-0Online.de



Seite 44

Differenzialrechnung

Aufgabenblatt Funktronsklassen AL
ZU quadratischen Funkt.fonen (Parabeln) " Lésungen

@ by Fit-in-Mathe-0Online.de

Level 1 - Grundlagen - Blatt 4

b) —2x?+2x=-2x+2 | +2x — 2
—2x2+4x-2=0 | :(—2)
x2=2x+1=0
Xp=1+yI—1=1

g(1)=-2-1+2=0

$(1]0) ist Berihrpunkt.
c) %xz +3=x +§

Sxt—x+05=0 | -2

x?2=2x+1=0

x1,=1+V1-1=1

g(1) = 1+§=3,5

S(1]3,5) ist Berihrpunkt.

8 Losungsgrafik A0O3c)

Lésungsgrafik A03a)

Losungsgrafik 3b)

/
e o

2 10 1 2 3 4 5 5m7

O S

-A
Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org

Losung A4
Lésungshilfe:
Die Darstellung %x = %xz —%x bedeutet, dass eine Gerade g mit g(x) = %x mit der

Funktion f mit f(x) = zx? — ~x geschnitten wird und daraus die Schnittpunkte der

Graphen der beiden Funktionen ermittelt werden kénnen.
Entsprechend dieser Darstellung kénnen die Grafiken den Gleichungen
zugeordnet werden.

a) 2= —x - Zx +1
Die Gerade g mit g(x) = 2 wird mit der Funktion £ mit f(x) = ;x? = 2x +1
geschnitten.
Der Funktionsterm gehdért zur Grafik B.
Schnittpunkt S(5,7|2):
1.572-2.574+1=2
4 4
2=2
b) —x+1——§x2+x—2
Die Gerade g mit g(x) = —x + 1 wird mit der Funktion f mit
fx) = —%xz + x — 2 geschnitten.
Der Funktionsterm gehdort zur Grafik A.
BerUhrpunkt B(3| — 2):
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~3+1=—7-3243-2
—2=-2
o) 1 1.5 1

SX ==X —=X
2 4 2

Die Gerade g mit g(x) = x wird mit der Funktion f mit f(x) = ;x% -2
geschnitten.

Der Funktionsterm gehdért zur Grafik C.

Schnittpunkt 0(0]0):

20=2-0-2-0

=0

ON

Losung A5

Lésungshilfe:

Wir mussen die Funktionsgleichungen der Geraden g mit der Funktionsgleichung
der Parabel f gleichsetzen und den Funktionsterm nach x auflésen
(Mitternachtsformel). In der Diskriminanten der Losung befindet sich dann der
Parameter, der so gesetzt werden muss, dass die Diskriminante den Wert 0
enthalt.

a) {ng
Sxt=xtw | —-X—-w
%xz—x—w=0 | -4
x2—4x—4w =0
x1'2=2iv4+4w
4+4w =0 => w=-1
f@=522=1
Fir w = —1 berthren sich f und g in B(2|1).
b) fng
4x>+3x+2=-3x+v | +3x—v
4> +6x+2—-v=0 | 14
x2+3x+E%=0
2 4
3 9 2-
it N i
i_ﬂzo
16 4
9=8-4v

(D=4 5 (D2

Farv = —% berthren sich f und g in B(—%|2).
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<) fng
Ex2+——x+u | —X-u
2x2—x—u+4-=0 | -2
2 2

x2—=2x—-2u+1=0

x1,=1+V1+2u—-1

2u=0 => u=0

f)=5-1245=1

FuUr u = 0 berthren sich f und g in B(1]1).

Losung A6

Lésungshilfe:

Wir mussen die Funktionsgleichungen der Geraden g durch zwei Punkte
aufstellen, indem wir zuerst die Steigung iber m = ? ermitteln und dann mit

—
einer Punktprobe das absolute Glied der Geradengleichung ermitteln.

Danach mussen wir die Geradengleichung mit der Funktionsgleichung der Parabel
schneiden und nachweisen, dass es nur einen Schnittpunkt gibt, der ja dann ein
Berihrpunkt sein muss.

110-70
a) m= z_zi =——-=40
gx)=40x+c
70=40-2+c¢ | Punktprobe mit P(2|70)
c=-10
g(x) =40x —10; f(x) = —5x2 + 40x — 10
fng
—5x2 + 40x — 10 = 40x — 10 | —40x + 10
—5x2 =0
x1 =0
9(0)=0
f und g berlhren sich im Ursprung.

5-0
b) m = Y271 _ =1
Xp—X1 0-5

gx)=—x+c

0=-5+c¢ | Punktprobe mit P(5|0)
c=5

g(x) = —x+5; f(x)=—§x2+x+2

fog

—sx?+x+2=-x+5 | +x—5
—2x?+2x=3=0 | - (=3)
x2—6x+9=0

x1'2=3iV9_9=3

g(3)=-3+5=2

f und g berlihren sich in B(3|2).
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Y2=Y1 14-6
C) m= X=X - -2-(-1) -
gx)=-8x+c
14=-8-(-2)+c | Punktprobe mit P(—2|14)
c=-2
gx) =-8x—2; f(x)=2x%2—-8x—2
fng
2x2—8x—2=-8x—-2 | +8x + 2
2x2=0 | (=3
x1 =0
g(0) = -2

f und g berlhren sich in B(0| — 2).

d) m = Y2—y1 — 3—(=5) =4
Xp—2q 3-1

gx)=4x+c

3=4-3+c¢ |  Punktprobe mit P(3|3)
c=-9

gx)=—4x—-9; f(x)=x%-5

fng

x2—5=—4x-9 | +4x+9

x> +4x+4=0

X12=2+V4—-4=2

g2)=4-2-9=-1

f und g berihren sich in B(2| — 1).

Losung A7/
a) Achsensymmetrisch bedeutet, dass der Graph der Funktion in x-Richtung
unverschoben ist, also gilt f(x) = ax? + c.
(1) a- (1% +c=-2 | Punktprobe mit P(—1]|-2)
(2) a-2>+c=7 | Punktprobe mit P(2|7)
(1) a+c=-2
(2) datc=7

(1)-(2) -3a=-9 | (=3)
a=3

a- (1)

(1) 3+c=-2
c=-5

f(x)=3x%2-5

b) Die Funktionsgleichung einer verschobenen Normalparabel lautet
f(x) =x%+bx +c.
(1) 224+2b+c=-1 | Punktprobe mit P(2|-1)
(2) (-1)%?=b+c=5 | Punktprobe mit P(—1]|5)
(1) 4+2b+c=-1
(2) 1—b+c=5

(1)-(2) 34+3b=—6 | -3
3b=-9 I :3
bh=-3

b - (1)

(1) 4-2-34c=-1
c=1

flx)=x?-3x+1
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c) Zwei Nullstellen 0(0]0) und N(2]|0) sind gegeben. Wir stellen die
Produktformel mit f(x) = a- (x —x;) - (x — x;) auf und machen eine
Punktprobe mit P(—1| —1,5) zur Errechnung von a.

fxX)=a-(x—=0)(x—2).

a-(-1)-(-1-2)=-15 | Punktprobe mit P(—1]-1,5)
3a=-1,5 | :3

1
a=—-

flx) = —%x-(x—Z) = —%xz +x
d) Die Funktionsgleichung einer an der x-Achse gespiegelten, verschobenen
Normalparabel lautet:
f(x) =—x%+bx+c.
(1) —12+b+c=6 | Punktprobe mit P(1]6)
(2) —4%2+4b+c=3 | Punktprobe mit P(4|3)
(1) b+c=7
(2) 4b+c =19

(1)-(2) —=3b=-12 | 1 (—3)
b=4

b- (1)

(1) 4+c=7
c=3

f(x)=—x?+4x+3
e) Allgemeine Parabel durch drei Punkte mit f(x) = ax? + bx + c.

(1) c=2 | Punktprobe mit P(0]2)
(2) a—b+c=-3 | Punktprobe mit P(—1|-3)
(3) a+b+c=1 | Punktprobe mit P(1|1)
c—(1);03)

(2) a—b=-5
(3) a+b=-1

(2)+(3) 2a=—-6 | 12
a=-3

a-(2)

(2) -3-b=-5
b=2

fx)=—-3x2+2x+2

Losung A8
Lésungshilfe:
Gegeben sind zwei Nullstellen und ein weiterer Punkt. Wir stellen die
Faktorengleichung (Nullstellengleichung) f(x) =a-(x —x;) - (x — x,) der Parabel
auf und machen mit dem gegebenen Punkt eine Punktprobe zur Ermittlung von
a.
a) x;=-1;, x,=2und Q(3|—2)

fG)=a (x+1)-(x-2)

—2=a-3+1)-3-2)=4a | Punktprobe mit Q3| — 2)

1

a=-—-
2

f)=—2Gx+1)-(x—2)
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b) x;,=-05 x,=1und Q(2|-5)
fxX)=a-(x+05-(x—-1)
—5=a-(2+4+05)-(2—-1) =2,5a | Punktprobe mit Q(2] —5)
a=-2
f(x)=-2(x+05) - -(x—-1)
C) x=-2; x, =3und P(—1]4)
fG)=a-(x+2)-(x—3)
4=a-(-14+2)-(-1-3)=—4a | Punktprobe mit Q(—1]4)
a=-1
f)=—-(x+2)-(x—-3)
d) x =-1; x, =-3 und P(3]6)
f)=a-(x+1) - (x+3)
6=a-(3+1)-(3+3)=24a | Punktprobe mit Q(3]6)
1
4

f) =5(+1)-(x+3)

a =

Losung A9

Lésungshilfe:

Gegeben ist der Scheitel und ein weiterer Punkt. Wir stellen die Scheitelform
f(x) =a-(x —xg)* + ys der Parabel auf und machen mit dem gegebenen Punkt
eine Punktprobe zur Ermittlung von a.

a) S(2|1) und P(4|3)
f)=a-(x—2)*+1
3=a-(4-2)?%+1 | Punktprobe mit Q(4|3)
4a =2
1

a=-
2

f) =5x—-2)2+1

b) S(-1|-1) und P(-3| —2)
f=a-(x+1)?*-1
—2=a-(-3+1)?-1 | Punktprobe mit Q(—3| —2)
4a = -1
1

a=—-
4

f) =-sx+12-1

c)  S(=0,5/1,5) und P(0,5]0,5)
fx)=a-(x+05)?%+15
05=a-(05+05?%+1,5 | Punktprobe mit Q(0,5/0,5)
a=-1
f(x)=—(x+05)*+1,5
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Lésung A10
a)  S(-63) und P(-4|3)
f)=a-(x+6)*>+3
§=a-(—4+6)2+3 =4a+3 | Punktprobe mit Q(—4|§)
1

a=-—-
3

f@)=—3(x+6)%+3
b) N,;(-2]0); N,(6]0) und P(0]-1,2)
f)=a-(x+2) (x—6)
-1,2=a-2-(—-6)=-12a | Punktprobe mit Q(0]—1,2)
a=0,1
f(x)=01(x+2)(x —6)

Losung Al1l

Lésungshilfe:

Gegeben sind zwei Nullstellen und ein maximaler Funktionswert (y-Wert) 1. Wir
mussen hierzu zunachst noch den x-Wert des maximalen Funktionswertes
bestimmen. Aus Symmetriegriinden liegt dieser x-Wert in der Mitte der beiden
Nullstellen. Damit ist der Scheitel bekannt.

fG)=a-(x—x)(x—x3)
f(x)=a-(x+ 1)(x +3)

xS — xlT"'xZ — _1 = _2

Scheltelpunkt S(-2|1)

l=a-(-2+1)(1+3)—4a | Punktprobe mit S(-2]1)
1

a=-—-

4

f() = =G+ D(x +3)

Losung A12

Lésungshilfe:

Eine achsensymmetrische Parabel ist in x-Richtung unverschoben, hat somit die
Funktionsgleichung f(x) = ax? + ¢. Wir machen mit den gegebenen Punkten eine
Punktprobe und I6sen das Gleichungssystem nach a und ¢ auf.

fx)=ax?+c
(1) 5=0+c¢ | Punktprobe mit P(0|5)
(2) 3=a+c | Punktprobe mit Q(1]3)
c—-(2)
(2) 3=a+5

a=-2

f(x) =-2x2+5
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Aufgabe Al

Gib an, welche Punkte auf der Normalparabel y = x? liegen:
A(2]2) B(2]4) Cc(-3|6) D(—4|16)

Aufgabe A2

Gegeben ist die Parabel mit der Gleichung
y = 5x2. Erganze die Koordinaten so, dass die
Punkte auf der Parabel liegen.

Eventuell gibt es zwei Loésungen.

Aufgabe A3

Gib den Scheitel der Parabel an:
Aif(x) =x2-2 B:f(x) = 2x?
C:f(x) = (x —2)2 D:f(x) =2x%-3

E:f(x) =— F:f(x) =—(x?+3)
Aufgabe A4

Ordne jedem Graphen Y

die richtige Gleichung )

Zu: .

A f(x) =x2+1 )

Bif(x) = x% -1 NP ?
C:f(x) = (x—1)?

D: f(x) = (x + 1)?

E:f(x) — _xz _ 1 3 2 A -n 1 2 £
F:f(x) = —(x —1)? 5

G:f(x) = —(x + 1)? gfie
Aufgabe A5

Gib die Gleichung der verschobenen

Normalparabel an :

a) Die Parabel ist um 5 Einheiten auf der
y-Achse nach unten verschoben.

b) Die Parabel ist um 3,75 Einheiten in
positive x-Richtung verschoben.

c) Die Parabel ist an der x-Achse
gespiegelt und anschieBend um eine
Einheit in positive y-Richtung
verschoben worden.
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Dokument mit 40 Aufgaben

E(—-1]|-1)

A1)

5(3]-)
C(...10)
D(...|20)

a) flx)=
b) f(x)=
c) fl)=
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Differenzialrechnung

AUf gabenbla f t Funktronskfassen

zu quadratischen Funkt.'onen (Parabeln)

Aufgabe A6
Gib den Scheitel der Parabel an :
A: fx)=(x-5)?%+6

1

B:  f(x) =2-(x+5)2—2,5
C f)=—3@-9*+V2

Aufgabe A7

S ist der Scheitel einer verschobenen
Normalparabel. Gib die Gleichung des
Graphen in Scheitelform an:

a) S(=2|3) b) $(5|12) c) S(/10| - 8)
Aufgabe A8

Gib die Gleichung der

Parabel in Scheitel-

form und in Normal- A

form an.
4 3 \2 10 1 2
2

Powered by... {

Aufgabe A9

Die Normalparabel mit f(x) =x? wird so
verschoben, dass ihr Scheitel in §(17]|124)
liegt.

Erganze die fehlenden Koordinaten so, dass
die Punkte auf der verschobenen Parabel
liegen. Prife jeweils, ob es zwei Ldsungen
gibt.

Aufgabe A10

a) Berechne die Nullstellen der Funktion
mit f(x) = x? — 4x + 3.

b) Eine Parabel schneidet die x-Achse in
P(—2/0) und Q(1]0).
Welche x-Koordinate hat der Scheitel?

@ by Fit-in- Mathe—l)nlme de

Level 1 - Grundlagen - Blatt 5

A: SC | )
B: SC | )
C: sC | )
a) f()=
b) f(x)=
c) flo)=
A f(x)=
fx) =
B: f(x)=
f(x) =
C: fx)=
f(x) =
A(19] ....), A(19]...)
B(16] ....), B(16] ....)

€(...1133),  C(...|]133)

a) x;=

b) x=.....

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500. E)OO Aufgaben fir Schule und Studlum

www.fit-in- mathevonllne de!

Dr. Ing Meinolf Muller / webmaster@flt in- mathe onllne de

@ by Fit:in—t"llaﬁe—l]nlille.dve



Aufgabe Al11l

Berechne die Scheitelkoordinaten der
Parabel. Ist der Scheitel der hdochste oder
der tiefste Punkt der Parabel?

a) f(x)=x?*-2x-3

b) f(x)=-x?-x+6.

Aufgabe A12

Bestimme den Scheitel S der Parabel mit der
Gleichung f(x) = 1,2x? — 0,5x — 0,125 und ihre
Schnittpunkte P und Q mit der x-Achse.

Differenzialrechnung

AUf gabenblatt Funktronskfassen
zu quadratischen Funkt.'onen (Parabein)

@ by Fit-in- Math-e—Dnlme de

Level 1 - Grundlagen - Blatt 5

a) SCu.|...)

b) S(...]...)

S| )

P(.] o) QG| v)
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Differenzialrechnung

AUf gabenbla f t Funktronskfassen

Zu quadratischen Funktfonen (Parabein) -

Losung Al

Lésun en

@ by Fit-in-Mathe-0Online.de

Level 1 - Grundlagen - Blatt 5

Punktproben entscheiden, ob er Punkt auf der Parabel liegt oder nicht.

FUr A(2|12): 2+ 22 =4 => A¢y=x?

Flir B(2|4): 4=22=4 => Bey=x?

Flr C(=316): 6 #(=3)?=9 => C¢ y=x?
FUr D(—4|16): 16 = (—4)> =16 => D €y = x?
FUr E(—4|1): 1=(-1)>=1 => E€y=x?

Losung A2

Einsetzen von oder in die Gleichung ergibt
Ldsung.

Beispiel flir A: y=5-12 =5,

Losung A3
Gib den Scheitel der Parabel an:
A:f(x) =x2-2 B: f(x) = 2x?
C:f(x) = (x —2)2 D:f(x) =2x%*-3
E:f(x)=— F:f(x) =—(x%+3)
Losung A4
Ordne jedem Graphen 2
die richtige Gleichung
Zu:
A f(x) =x2+1
B:f(x)=x*-1 ASAUY B
C:f(x) = (x—1)?
D: f(x) = (x + 1)?
E:f(x)=—-x%-1 ToEeorel oo
F:f(x) = —(x—1)? i
G:f(x) = —(x+ 1)? 4

Powered by GEQGEBRA.brg
Losung A5
Gib die Gleichung der verschobenen

Normalparabel an :

a) Die Parabel ist um 5 Einheiten auf der
y-Achse nach unten verschoben.

b) Die Parabel ist um 3,75 Einheiten in
positive x-Richtung verschoben.

c) Die Parabel ist an der x-Achse
gespiegelt und anschieBend um eine
Einheit in positive y-Richtung
verschoben worden.

A(1]5)
B(3)
€(0]0)
D,(2]20)

A:S(0] = 2)
C:5(2]0)
E:5(0]0)

nur ein Wert
nur ein Wert

nur ein Wert
D,(—2|20)

B:5(0]0)
D:S(0| — 3)
E:S(=30)

1. f(x)=(x+1)>2

2. fx)=x%+1

3. f()=@x-1?

4., f(x)=-x%2-1

a) f(x)=x%-5
b) f(x) = (x—3,75)

c) flx)=—-x*+1
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Differenzialrechnung

AUf gabenbla f t Funktronskfassen

Zu quadratischen Funktfonen (Parabein) -

Lésung A6
Gib den Scheitel der Parabel an :
A: fx)=(x-5)?%+6
1 2
B:  f(x) =2-(x+5) ~25
C f)=—3@-9*+V2

LOosung A7

S ist der Scheitel einer verschobenen
Normalparabel. Gib die Gleichung des
Graphen in Scheitelform an:

a) S(=2|3) b) $(5/12) c) S(/10| - 8)
L6ésung A8

Gib die Gleichung der

Parabel in Scheitel-

form und in Normal- A
form an.

/B\

4 3 U/ o2
A
22

Powered by... %

Losung A9

Die Normalparabel mit f(x) =x? wird so
verschoben, dass ihr Scheitel in S$(17|124)
liegt.

Erganze die fehlenden Koordinaten so, dass
die Punkte auf der verschobenen Parabel
liegen. Prife jeweils, ob es zwei Ldsungen
gibt.

Losung A10

a) Berechne die Nullstellen der Funktion
mit f(x) = x? — 4x + 3.

b) Eine Parabel schneidet die x-Achse in
P(—2/0) und Q(1]0).
Welche x-Koordinate hat der Scheitel?

Lésun en

@ by Fit-in-Mathe-0Online.de

Level 1 - Grundlagen - Blatt 5

A: S(5/6)

B: s(-3|-25)

C: S(41v2)

a) fx)=@x+2)?%+3

b) f(x)=(x—-5)?+12

©) f(x)=(x—+10) -8

A f(x)=(x+1)%?-2
fxX)=x?>+2x-1

B: f(x)=—-(x—-2)2+1
flx)=—-x*+4x-3

C: f)=5(x—0)2+1
fx) = %xz +1

A(19]128) nur ein Wert

B(16]125) nur ein Wert

€(20|133),  C(—20|133)

a) x; =3 x, =1

b) x=-05
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Differenzialrechnung

Aufgabenblatt Funktronskfassen oLl L
ZU quadratischen Funkt.fonen (Parabeln) " Lésungen

@ by Fit-in-Mathe-0Online.de
Level 1 - Grundlagen - Blatt 5
Losung Al1l

Berechne die Scheitelkoordinaten der
Parabel. Ist der Scheitel der hdochste oder [ a) S(1]—4)

der tiefste Punkt der Parabel? tiefster Punkt
a) f(x)=x?*-2x-3
b) f(x)=-x2—x+6. b) S(-31%)

2 4

hochster Punkt

Losung Al12

Bestimme den Scheitel S der Parabel mit der | $(0,2083| — 0,177)
Gleichung f(x) = 1,2x? — 0,5x — 0,125 und ihre

Schnittpunkte P und Q mit der x-Achse. P(0,5923]0) Q(—0,176|0)
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Differenzialrechnung

Auf gabenblaft Funktronskfassen
zu quadratischen Funkt.'onen (Parabein)

@ by Fit-in- Mathe—l)nlme de

Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1
Dokument mit 26 Aufgaben
Aufgabe Al
Bestimme die Gleichung der Parabel, wenn folgendes bekannt ist:
a) Die Parabel verlauft durch die Punkte P;(1|2,5), P,(—2|1) und
P;(0]3).
b) Fir die Funktion f der Parabel gilt f(2) = -1, f(—1) =0,5 und
f(4) = 3.
c) Die Parabel schneidet die y-Achse in P,(0]4), die x-Achse in
N;(—2]0) und die erste Winkelhalbierende in x = 2.
d) Die Parabel verlauft durch die Punkte P, (1| — 3,5), P,(2| —4) und

P; (4| — 8).

Aufgabe A2
Fur eine quadratische f Funktion gilt f(2) = 0 und f(0) = 4. Welche Eigenschaft
hat das Schaubild von f. Bestimmen Sie einen mdéglichen Funktionsterm.

Aufgabe A3

Ein parabelférmiger Tunnel ist 6 m breit und 4,5 m hoch. Es soll ein 2,5 m breiter

Transporter durchfahren. Der Fahrer weiB3, dass sein Transporter 3,20 m hoch ist.

a) Wahle ein geeignetes Koordinatensystem und Skizziere den Tunnel.

b) Bestimme eine passende Funktionsvorschrift, die den Tunnelbogen
beschreibt.

c) Wird der Fahrer ohne Gegenverkehr durch den Tunnel fahren kénnen?

d) Welcher Sicherheitsabstand braucht der Fahrer vom rechten Fahrbahnrand?

Aufgabe A4
Bestimme einen passenden Funktionsterm zu den abgebildeten Parabeln.
Y (J Y

]
2 1 0 1 2 m/ ) 1 2 3L
“ - \-1 0 1 2 39 5

Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org

Aufgabe A5

Der Graph einer quadratischen Funktion geht durch die gegebenen Punkte.
Bestimme der Funktionsterm.

a) A(-1]2); B(2|1) und C(4|-13) b) A(1]5,5); B(-2|-5) und C(3|-5,5)

c) P(1]1); Q(]0) und R(-2]-1,25) d) V(1]1,5); W(-1]-2,5) und T(2]5)
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Differenzialrechnung

AUf gabenbla f f Funktronskfassen
zu quadratischen Funkt.'onen (Parabeln)

@ by Fit-in- Math-e—Dnlme de
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1
Aufgabe A6

Der Graph einer quadratischen Funktion f geht durch die angegebenen Punkte.
Bestimme den Funktionsterm von f und gib diesen in der Hauptform an.

a) Scheitel S(2|7) und A(5]-2) b) N;(2]0); N,(—1]0) und B(5|-2)

c) S5,(012); A(1]3) und B(-1|-3) d) Scheitel 5(1]-0,5) und S, (0]-1)

Aufgabe A7
Bestimme den Funktionsterm einer quadratischen Funktion mit folgenden
Eigenschaften:
a) Der kleinste Funktionswert befindet sich bei x =5 und hat den Wert 0.
Bei x = 0 ist ihr Wert 2.
b) Der gréBte Funktionswert befindet sich bei x = —1 und hat den Wert 3.
Bei x =1 ist der Wert 1.
c) Die Nullstellen der Funktion befinden sich bei x =5 und x = 2.
Der groBte Funktionswert ist 3.

Aufgabe A8

Die hochste Eisenbahnbriicke in

Deutschland ist die Minstener Brlcke

Uber die Wupper (bei Wuppertal). Die

Breite des Bogens am unteren FuB3 der

Briucke betragt 170 m, die beiden Pfeiler ...

sind 85 m hoch (siehe Grafik rechts) g

und 160 m voneinander entfernt. Der 1.

obere Parabelbogen hat im Scheitel 5m | o

Abstand vom unteren Bogen und ist

auf 30 m Hohe mit den Pfeilern o

verschweiBt. Je zwei Streben mit 17,5 M [powered by ceoe

und 29 m Lange verbinden die '

Schienentrasse mit dem unteren

Parabelbogen.

a) Wahle ein geeignetes Koordinatensystem und skizziere die beiden Parabel-
bégen mit den beiden Pfeilern.

b) Bestimme die beiden Funktionsterme.

c) Ermittle die Breite der Parabelb6gen an den Stellen, an denen die Streben
verankert sind.

Strebe 17.50 m

160 m

Aufgabe A9

Bestimme drei Punkte, durch die man keine Parabel legen kann. Formuliere eine
allgemeine Bedingung flr die Lage von drei Punkten, sodass es keine Parabel
durch diese Punkte gibt.

Aufgabe A10

Eine quadratische Funktion hat die Nullstellen —2 und 3 und den kleinsten
Funktionswert —1. Bestimme den Funktionsterm.
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Differenzialrechnung

Aufgabenblatt Funktronskfassen 3oL\
ZU quadratischen Funktfonen (Parabeln) " Lésungen

@ by Fit-in-Mathe-0Online.de

Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1

LOosung Al
Detaillierte Lésung fur
a) f(x)=ax?+bx+c
Lineares Gleichungssystem:

(1) a-12+b-1+c=25 | Punktprobe mit P;(1]2,5)
(2) a-(-2)2+b-(-2)+c=1| Punktprobe mit P,(—2|1)
(3) a-02+b-0+c=3 | Punktprobe mit P;(0]3)
c—(1)(2)
(1) a+b+3=25 | =3; -2
(2) 4a—2b+3=1 | -3
(1) 2a+2b=-1
(2) 4a—2b = -2
(1)+(2) 6a=-3 => a=-;
a— (1)
1
(1) 2-(=3)+2b=-

—14+2b=—-1=> b=0
Die Funktionsgleichung lautet f(x) = —%xz +3

b) Punktinterpretation:
f2)=-1=> P(2|-1) f(=1)=05=> Q(-1]0,5)
f(4) =3=> R(4(3)
Lineares Gleichungssystem:

(1) 4a+2b+c=-1 | Punktprobe mit P(2| — 1)

(2) a—b+c=0,5 | Punktprobe mit Q(—1]0,5)

(3) 16a+4b+c=3 | Punktprobe mit R(4|3)

Die Auflésung des linearen

Gleichungssystems fiuhrt zu 4a+2b+c=-1

a=%; b=-1, c=-1 solve  a-b+c=05 for | a,b,c
Die Funktionsgleichung lautet: 36a Al B

f(x)=%x2—x—1

Result:

a= and b=-1 and ¢ =-1

N =

Powered by WOLFRAMAIpha
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Aufgabenblatf Funktfbnsk"assen amnsn p!
zu quadratischen Funktfonen (Parabeln) - Losungen

@ by Fit-in-Mathe-Online.de
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1
c) Gegeben P,(0]4) sowie N;(—2|0)
Die Angabe ,die erste Winkelhalbierende in x = 2" fihrt zu Q(2]2), denn
die erste Winkelhalbierende hat die Funktionsgleichung w;(x) = x, somit ist

w;(2) = 2.

Lineares Gleichungssystem:

(1) 4a+2b+c=2 | Punktprobe mit Q(2|2)

(2) 4a—2b+c=0 | Punktprobe mit N;(—2|0)

(3) c=4 | Punktprobe mit P, (0]4)

Die Auflésung des linearen

Gleichungssystems flihrt zu AP RGeS

a=—%; b=%; c=4% 4a+2b+c=2

Die Funktionsgleichung lautet: solve = 4a-2b+c=0 | for | a,b,c
f(x)=—%x2+%x+4 c=4

Result:

1

a=-- and b= -
2

Alw

Powered by WOLFRAMAIpha

d fx)=ax?*+bx+c
Lineares Gleichungssystem:

(1) a+b+c=-3,5 | Punktprobe mit P(1]| — 3,5)
(2) 4a+2b+c=—-4 | Punktprobe mit Q(2| — 4)
(3) 16a+4b+c=-8 | Punktprobe mit R(4| — 8)

Die Auflésung des linearen
Gleichungssystems fluhrt zu

Input interpretation:

a=—%; b=1, c=—-4 a+b+c=-35
Die Funktionsgleichung lautet: solve | 4a+2b+c=-4 for | a,b,c¢
f(x)=—%x2+x—4 l6a+4b+c=-8
Result:
a=—} and b=1 and c=-4
2

Powered by WOLFRAMAIpha

Losung A2

Der Aufgabentext beschreibt mit f(2) = 0 und f(0) = 4 zwei Punkte N, (2]0)
(Nullstelle) sowie S,,(0]4) (Schnittpunkt mit der y-Achse).

Wir bestimmen S,,(0]4) als Scheitelpunkt und die y-Achse zur Symmetrieachse.
Dadurch entsteht eine weitere Nullstelle N,(—2|0).

f(x) =ax*+4
4a+4=0 | Punktprobe mit N, (2]0)
a=-1

Eine mégliche Funktionsgleichung lautet f(x) = —x* + 4
(Andere Lésungen denkbar).
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AUf gabenblatt Funktronskfassen LA
Zu quadratischen Funktfonen (Parabeln) - Losungen

@ by Fit-in-Mathe-0Online.de

Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1

Losung A3

Lésungshilfe:

a) Wir legen die y-Achse in die ,Mitte des Tunnels" und die x-Achse ,auf den
Boden". Die HOhe 4,5 m des Tunnels wird dann zum Scheitelpunkt S(0]4,5)
einer nach unten gedéffneten Parabel. Die Breite 6 m des Tunnels bestimmt
dann die beiden Nullstellen N;(—3|0) und N,(3]0). Mit diesen Festlegungen
kénnen wir die Form des Tunnels skizzieren.

b) Uber die zuvor festgestellten Punkte I&sst sich die Parabelgleichung
aufstellen.

c) Wir prifen, ob die rechte obere Ecke des Transporters tiefer ist als die
Tunnelwand, wenn der Transporter links mit einen Minimalabstand zur
Mittelline (Symmetrieachse) fahrt.

d) Der Abstand vom rechten Fahrbahnrand ermittelt sich aus der Halfte der
Fahrbahnbreite und dem rechten Abstand des Transporters zur
Fahrbahnmitte so, dass der rechte obere Eckpunkt des Transporters ein
Punkt des Parabelbogens ist.

a) Skizze
siehe Grafik rechts. Thnhbbegan

b)  Zwei Nullstellen N;(—3]0) und N,(3|0), Yy
Schnittpunkt mit der y-Achse ist 5,,(0/4,5).

NuIIsteIIenform L
fx) === (x+3)(x—3) = ——x2 +4,5 Transporter i

C) Hochster Funktionswert fur Transporter 2 |
ist £(x) = 3,2. 1 o
—x? +45=32 !

L 2—13 R T o P j €
x1_2 =+1,14 ! ! !
Rechte obere Ecke des Transporters ist Sic“erhe‘tsaDSta”d/
P(1;14|3;2) Powered by GEOGEBRA.org

Da der Transporter breiter ist als 1,14 m kann der Fahrer nur ohne
Gegenverkehr durch den Tunnel fahren, da die linke Fahrzeugseite Uber die
Mittellinie der StraBe hinausragt.

d) Sicherheitsabstand zum rechten StraBenrand:

Wie aus der Grafik ersichtlich betragt der Sicherheitsabstand
s>3-1,14=186m.

Losung A4

Linke Grafik: N;(=1]0); N,(1,5|0) und 5,,(0]0,75).

fx)=alx+1)(x—-1,5)

0,75 = a(0 + 1)(0 — 1,5) = —1,5a
0,75 1

1,5 2

f@) = =@+ D —15)
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AUf gabenblatt Funktronskfassen 3oL\
™ ZU quadratischen Funktfonen (Parabeln) " L dsungen

@ by Fit-in-Mathe-0Online.de

Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1

Mittlere Grafik: N;(-0,5|0); N»(2,5|0) und S, (1]0,5).

f(x)=a(x+05)(x—2,5)

0,5=a(1+05)(1—-25)=-1,25a
0,5 2

125 9
f(x) = =2 (x+0,5)(x — 2,5)

Rechte Grafik: N;(0]0); N»(2|0) und S, (1] —0,5).

f(x) =ax(x —2)
—05=a(l1-2)=-—

a=05 =%
f) = 5x(x - 2)

Losung A5

Detaillierte Lésung fur

a)

b)

f(x) =ax®*+bx+c
Lineares Gleichungssystem:

(1) a (-D?+b-(-D)+c=2] Punktprobe mit A(—1|2)
(2) a-22+b-2+c=1 | Punktprobe mit B(2|1)
(3) a-4*°+b-4+c=-13 | Punktprobe mit C(4]-13)
(1) a—b+c=2 |

(2) 4a+2b+c=1 | @-()- 4

(3) 16a+4b+c=—-13 | 3)—-(@1)-16

(1) a—b+c=2 |

(2) 0+6b—3c=—7 |

(3) 0 + 20b — 15¢ = —45 | (3):6—(2)-20

(1) a—b+c=2

(2) 0+6b—3c=-7

(3) 0+0—30c=—130

~30c =130 => ¢ ==

6b—3-2=_7

3
6b=6 => b=1

a—1+13—3=2 => c=—§
Die Funktionsgleichung lautet f(x) = —%xz +x + 13—3
Lineares Gleichungssystem:

(1) a+b+c=5,5 | Punktprobe mit A(1]5,5)
(2) 4a—-2b+c=-5 | Punktprobe mit B(—2| —5)
(3) 9a+3b+c=-55 | Punktprobe mit C(3| —5,5)

Die Auflésung des linearen
Gleichungssystems fluhrt zu

Input interpretation:

a=_2 =£ C=§ (l+b+C=5.5
5’ 20’ 5 :
Die Funktionsgleichung lautet: solve | 4a-2b+c=-5 for | a,b,c
9 5 17 28
= -2 =2 ki 9a+3b+c=-55
f(x) SXTHoxt o +3b+
Result:
a=—2 and b=1— and c=§
5 10 5

Powered by WOLFRAMAIpha
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c) Lineares Gleichungssystem:
(1) a+b+c=1 | Punktprobe mit P(1|1)
(2) 9a+3b+c=0 | Punktprobe mit Q(3|0)
(3) 4a —2b+c=-1,25 | Punktprobe mit R(—2| — 1,25)
Die Auflésung des linearen
Gleichungssystems fihrt zu e
a=_2; b=£; C=§ a+b+c=1
5 20 5
Die Funktionsgleichung lautet: solve | 9a+3b+c=0 for | a,b,c
9 17 28
f(x)z_ExZ +%x+? 4a-2b+c=-1.25
Result:
a= —‘—]1: and b= % and ¢ = ‘—:i
Powered by WOLFRAMAIpha
d) Lineares Gleichungssystem:
(1) a+b+c=15 | Punktprobe mit V(1|1,5)
(2) a—b+c=-25 | Punktprobe mit W(—1| — 2,5)
(3) 4a+2b+c=5 | Punktprobe mit T(2|5)
Die Auflésung des linearen
Gleichungssystems flihrt zu sl
a=%; b=2; c=-1 a+b+c=15
Die Funktionsgleichung lautet: solve | a-b+c=-25 | for | a,b,c
f(x)=%x2+2x—1 4a+2b+c=5
Result:
a= % and b=2 and c=-1
o Powered by WOLFRAMAIpha
Losung A6
a) Scheitel $(2|7) und A(5|-2)
f(x) =alx — x5)? + v | Scheitelform
f@)=alx—2)2+7
—2=a(5-2)?+7=9a+7 | Punktprobe mit A(5|-2)
9a = -9; a=-1
fX)=—-(x-2)?2+7 | Scheitelform
flx)=-x*+4x+3 | Hauptform
b)  N:(2]0); Np(=1/0) und B(5|-2)

f(x) =alx —x)(x — x3)

fxX)=alx—-2)(x+1)

—2=a(5-2)(5+1)=18a
1

a=—-
9

f) = —3(x—2)(x+1)
flx) = —%xz +%x+%

| Nullstellenform

| Punktprobe mit B(5|-2)

| Nullstellenform
| Hauptform
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| Punktprobe mit S,,(0]2)
| Punktprobe mit A(1]3)
| Punktprobe mit B(—1|-3)

| Scheitelform

| Punktprobe mit S,,(0]-1)

| Scheitelform
| Hauptform

c) 5,(0012); A(1]3) und B(-1]|-3)
Lineares Gleichungssystem:
(1) c=2
(2) a+b+c=3
(3) a—b+c=-3
c— (1))
(2) a+b+2=3
(3) a—b+2=-3
(2) a+b=1
(3) a—b=-5
(2)+(3) 2a=-4
a=-2
a—-(2)
(2) -2+b=1
b=3
Die Funktionsgleichung lautet f(x) = —2x? + 3x + 2
d) Scheitel S(1|-0,5) und S, (0]-1)
fx) = alx —x5)* + ys
f(x) =alx-1)* -
—-1=a(0-1)2%-05=a-0,5
f) =—2(x—1?-05
fx) = —%xz +x—-1
Losung A7

LAsungshilfe:

Aus den Texten heraus mussen wir Bedingungen flr das Aufstellen der

Funktionsgleichungen herauslesen.

a)
b)
c)

a)

b)

Der Text nennt uns einen Scheitel S(5/0) sowie einen weiteren Punkt P(0|2).
Der Text nennt uns einen Scheitel S(—1|3) sowie einen weiteren Punkt

P(1]1).

Der Text nennt uns zwei Nullstellen N, (5]|0) und N,(2]0) sowie den y-Wert

des Scheitels S(xs|3).

Scheitel $(5]0) und P(0|2)
f(x) = alx —x5)* + s
f(x) = a(x - 5)?
2=a(0—-5)%=25a

2

a=—
25

f() == (x - 5)?

f(x) =%x2 —§x+ 2
Scheitel S(—1|3) und P(1]1)
f(x) = alx —x5)* + ys
f)=alkx+1)?%+3
1=a(1+1)%?+3=4a+3

1
a=—-
2

| Scheitelform

| Punktprobe mit P(0|2)

| Scheitelform
| Hauptform

| Scheitelform

| Punktprobe mit P(1|1)
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f) = =G+ 1)?+3 | Scheitelform

fx) = —%xz —x +§ | Hauptform

c) Nullstellen N;(5|0) und N,(2]0) sowie den y-Wert des Scheitels S(xs|3).
Die Symmetrieachse liegt in der Mitte der beiden Nullstellen:

Xg = 52;2 = % Somit hat der Scheitel die Koordinaten $(1,5|3)
f(x) =alx — x5)? + v | Scheitelform
f(x)=alx—15)%+3
0=a(2-15?%+3=025a+3 | Punktprobe mit N,(2|0)
a=-12
flx)=-12(x—1,5)*>+3 | Scheitelform
f(x) = —12x2 + 36x — 24 | Hauptform

Losung A8

Lésungshilfe:

a) Das Koordinatensystem:

Wir wahlen das Koordinatensystem so, dass der Scheitel des oberen und
unteren Parabelbogens der Briicke auf der y-Achse zu liegen kommt. Die
x-Achse legen wir in durch die FuBpunkte des rechten und linken Pfeilers.
Die Einteilung der Achsen erfolgt in jeweils einer Einheit fir 10 m.

b) Aus der Skizze ergeben sich die einzelnen Punkte, gegeben sind jeweils der
Scheitelpunkt und ein weiterer Punkt der Parabeln.

c) Fir die Breite zwischen den Streben ergeben sich die FuBpunkte der
Streben zum unteren Parabelbogen. Wir berechnen dann, an welchen
x-Stellen eine der Parabeln den zugehdrigen y-Wert besitzt. Uber diese
Stellen bestimmt sich dann die Breite.

a) Skizze der Situation (Koordinatenangaben in m)

RN ""1"1(z1|8,)’l”’f’"”""’:”’;’
-~ 1~ A{==80|8%)- - -r--r--r- »,|0 7°|8’B(b()|‘b) !

]’ 11|6 """"

Mgy T | N) @
Powered by GEOGEBRA.org "~~~ ~~| =~ i i R Bt A et oty e T o
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b) Unterer Parabelbogen p;:
Scheitel $,(0]80), Nullstelle N,(85]0)
Scheitelform: p;(x) = ax? + 80
0=a-85%+80
=2 — 0,011
a= "% ’
p1(x) = —0,011x2 + 80

Oberer Parabelbogen p,:
Scheitel 5,(0]85), weiterer Punkt D(80|30)
Scheitelform: p,(x) = ax? + 85

30 = a - 802 + 85
a=—>>=-0,0086
80

po(x) = —0,00086x2 + 85

c) Berechnung von x; fur P; (kurze Strebe):

pl(xl) = 67'5
—0,011x% + 80 = 67,5
0,011x% = 12,5
2=12° _ 113636
0011
X1, = +33,7

Breite Parabelbogen kurze Strebe:
bl == Z'xl == 2'33,7= 67,4m

Berechnung von x, flr Q; (lange Strebe):

p1(x3) = 56

—0,011x%2 +80 =56

0,011x =24

x?=-—-"—=12181,81
0,011

X1, = 146,7

Breite Parabelbogen lange Strebe:
bz == Z'xl == 2'4’6,7=93,4m

Losung A9

Drei Punkte, durch die man keine Parabel legen kann:

P,(0]0); P,(1]1); P5(2|2) (andere Losungen mdglich)

Allgemeine Bedingung:

Liegen drei beliebige Punkte auf einer Geraden, so kann man durch diese Punkte
keine Parabel legen.

Losung A10

Gegeben N, (—2|0) und N,(3]0)
Symmetrieachse bei x; = x”Z;x”l =3 _ 55
Scheitel somit S(2,5| — 1)

f)=a-(x-25)*-1 |  Scheitelform
0=a-(3-25?%-1=0,25a—-1 | Punktprobe mit N,(3|0)
a=4%

f(x) =4(x —2,5)% — 1 =4x% — 20x + 5,25
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Dokument mit 26 Aufgaben

Aufgabe Al

Der Wasserstrahl eines Springbrunnens hat eine Héhe von 6 m und eine &

Weite von 6 m. Martin hat Lust unter dem Wasserstrahl durchzulaufen.

a) Wahle ein geeigneters Koordinatensystem und skizziere den
Wasserstrahl.

b) Bestimme den zugehérigen Funktionsterm.

c) Martin ist 1,38 m groB. Wie weit darf er sich zur Dlise hinbewegen, ohne nass
zu werden?

Aufgabe A2

Bestimme die Gleichung der Parabel, wenn folgendes bekannt ist:

a) Die Parabel berihrt die x-Achse in x = —36 und verlauft durch A(-5| — 7).

b) Die Parabel schneidet die x-Achse in 2 und —1 und verlauft durch A(1]| — 2).

c) Eine verschobene Normalparabel berihrt die x—Achse bei x = —2.

d) Die Parabel verlauft symmetrisch zur y—Achse durch die Punkte A(1]0,5) und
B(—2| —5,5).

Aufgabe A3

Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel, wenn folgendes bekannt ist:

a) Die Parabel berihrt die x-Achse in x = —3 und verlauft durch A(=5| — 7).

b) Die Parabel schneidet die x—Achse in —2 und 1 und verlauft durch A(—1|2).

c) Eine verschobene Normalparabel berihrt die x—Achse bei x = 2.

d) Die Parabel verlauft symmetrisch zur y—Achse durch die Punkte A(—1| — 0,5)
und B(2]5,5).

Aufgabe A4

Fur eine quadratische Funktion f gilt f(—2) = 3 = f(2).

Welche Eigenschaft hat das Schaubild von f?

Bestimme einen Funktionsterm. Ist der Graph von f festgelegt, wenn der Graph
die Form einer Normalparabel hat?

Aufgabe A5
Eine Parabel hat den Scheitel S(1|4) und verlauft durch den Ursprung. Bestimme
die Parabelgleichung.

Aufgabe A6

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x* + bx + ¢. Mache Aussagen Uber b und c,
wenn gilt:

a) f hat eine Nullstelle in x = 0.

b) Die Nullstellen von f unterscheiden sich nur im Vorzeichen.

Aufgabe A7

Far eine quadratische Funktion f mit f(x) =ax?+bx+c gilt f(0) =5 und
f(1) = 2. Welche Beziehung besteht zwischen a und b? Bestimme a und b, wenn
x = 3 Nullstelle von f ist.
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Aufgabe A8

Gib jeweils zwei Funktionsterme von verschiedenen quadratischen Funktionen an,
deren Schaubilder

a) keinen Schnittpunkt mit der x—Achse haben.

b) zwei Schnittpunkte mit der x-Achse haben.

c) den Scheitel S(—2|0) besitzen.

Aufgabe A9

Gegeben sind die Funktionen f und g durch f(x) = ax* + bx + 3 und
glx) =2x—1.

Die Funktionswerte von f und g stimmen in x = —1 und x = 0,5 Uberein.

Bestimme a und b.

Aufgabe A10

Eine Parabel 2. Ordnung schneidet die x—Achse in —5 und 5. Die zugehdrige
Funktion ist damit nicht eindeutig bestimmt.

Gib die Funktionsterme von zwei méglichen Funktionen an.

Zeige, dass die Schaubilder symmetrisch zur y—Achse sind.

Aufgabe A11
Das Schaubild einer quadratischen Funktion f geht durch die Punkte P(-2|1),
Q(—4]4) und R(6]9). Bestimme f(x).

Aufgabe A12
Skizziere das Schaubild K der Funktion h mit h(x) = %xz —2;x € Rinein

geeignetes Koordinatensystem und kennzeichne die markanten Punkte.

Welche Punkte auf K haben vom Ursprung einen Abstand von 3?

Welcher Zusammenhang besteht zwischen K und dem Graph von f aus Aufgabe
11?

Aufgabe A13
Eine Gerade g geht durch die Punkte T;(—1| — 1,75) und T,(—4| — 4).
Fur welche Werte von x gilt: K aus Aufgabe 12 verlauft unterhalb von g?

Erlautere deinen Losungsweg. ,

Yy
Aufgabe A14 :
Die Abbildung zeigt den Graphen Ky einer °
quadratischen Funktion sowie K, einer 4 K
linearen Funktion. . K
Berechnen Sie die Koordinaten der Schnitt- '
punkte von Ky und K. 5

1

-3 -2 -1 N\V 3 4 5m 4

Powered by GEOGEBRA.org
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Losung Al

a) Skizze siehe Grafik rechts.

b) N, (0]0); No(6]0); S(316) Y
f(x)=ax-(x—6) s
6=3a-(3—-6)
9a = —6

flx) = —gxz + 4x
c)  Wir suchen den -Wert der — . ok ; 2 3 Z 5 o &L

Parabe| fur- y — 1,38 ! 5 Powered by GEOGEBRA.org

—Zx? + 4x = 1,38

_2,2 — — (=3

Zx? +4x—1,38=0 | ( )

x2—6x+207=0

X1, =3++/9-2,07=3%263

x; = 5,63; x, =0,3675

Wegen Aufgabenstellung ,zur DlUse hinbewegen" ist x, = 0,3675 die Lésung

dieser Aufgabe.
Martin darf sich bis auf etwa 37 cm der Dise néhern, ohne nass zu werden.

Losung A2
a) BerlUhrpunkt mit der x-Achse ist doppelte Nullstelle: N(—36|0), weiterer
Punkt A(—5|—4).

f(x)=a-(x+36)° | doppelte Nullstelle
—4=a-(-5+36)? | Punktprobe mit A(-5|—4)
—4 =961a

961
fG) = =5+ (x + 36)?
b) Zwei Nullstellen N,(2]0); N,(—1]0) und weiterer Punkt A(—5|—4).

f)=a - (x+1)(x—-2) | Nullstellenform
—4=a-(-5+1)(-5-2) | Punktprobe mit A(—5|—4)
—4 = 28a

1
a=-—:

7

f@) =—>(@+ D -2)

c) Normalparabel mit doppelte Nullstelle bei N(-2|0).
fx) = (x+2)? | Nullstellenform Normalparabel
fxX)=x?>+4x+4 | Hauptform

d) Symmetrie mit y-Achse durch Punkte A(1]0,5) und B(-2| —5,5).
f@X=a-x*+c
05=a+c | Punktprobe mit A(1]0,5)
—55=4a+c | Punktprobe mit B(—2|-5,5)
—6=-3a => a=2
05=2+4+c => c=-15
flx)=2x2-1,5
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Losung A3
a) BerlUhrpunkt mit der x-Achse ist doppelte Nullstelle: N(—3|0), weiterer Punkt
A(—5|-4).
f(x)=a-(x+3)2 | doppelte Nullstelle
—4=aqa-(-5+3)2 | Punktprobe mit A(-5|—4)
—4=a
a=1

f)=(@+3))=x>+6x+9
b) Zwei Nullstellen N,(-2]0); N,(1]0) und weiterer Punkt A(—1|2).

f=a-(x+2)(x—1) | Nullstellenform
2=a-(-1+2)(-1-1) | Punktprobe mit A(—1|2)
2=-2a

a=-1

f)=-(x+2)x-1)

c) Normalparabel mit doppelte Nullstelle bei N(2]0).
fx) =(x—2)? | Nullstellenform Normalparabel
flx)=x%?—4x+4 | Hauptform

d) Symmetrie mit y-Achse durch Punkte A(—1]|-0,5) und B(2|5,5).
fX)=a-x*+c
—05=a+c | Punktprobe mit A(1]0,5)
55=4a+c | Punktprobe mit B(—2|-5,5)
6=3a => a=2
—05=24+c => c=-2,5
flx) =2x2-25

Losung A4

Die Angabe f(-2) =3 = f(2) sagt aus, dass der Graph der Funktion symmetrisch
zur y-Achse ist. Dabei kann er sowohl nach oben als auch nach unten geéffnet
sein.

Funktionsgleichung:

f)=a-x*+¢c

—05=a+c | Punktprobe mit A(2|3)
3=4a+c

c=3—-4a

fx)=a-x*+3—4a

fX)=a-(x*-4)+3

f(x) als Normalparabel:
Bei der Normalparabel ist |[a] =1 :
f(x) =x? -1, alternativ f(x) = —x2+7

LOosung A5

Gegeben ist der Scheitelpunkt S(1|4) und als weiterer Punkt der Ursprung 0(0|0).
f)=a-(x—1)?%+4 | Scheitelform

0=a-(0-1)*+4 | Punktprobe mit 0(0|0)

a=-4

f)=—4-(x—1)?%+4

f(x) = —4x? + 8x | Hauptform
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Losung A6

f(x)=x*+bx+c

Die Graphen der Parabeln sind Normalparabeln.

a) f hat eine Nullstelle in x = 0.
In diesem Falle ist ¢ = 0 (y-Achsenabschnitt).

b) Die Nullstellen von f unterscheiden sich nur im Vorzeichen.
In diesem Falle ist der Graph der Funktion symmetrisch zur y-Achse. Dadurch
ist b =0.

Losung A7
Gegeben ist f(x) = ax? + bx + ¢ sowie die zwei Punkte P(0|5) und Q(1]2).
Beziehung zwischen a und b:

5=c¢ | Punktprobe mit P(0|5)
2=a+b+5 | Punktprobe mit Q(1]2)
a=-3-b

a=—-(b+3)

a und b, wenn x = 3 Nullstelle von f ist:
Zusatzpunkt N(3]0)

0=9a+3b+5 | Punktprobe mit N(3|0)
9a = -3b—5
1 5

a=-(;b+3)
—(b+3)=- Gb +§) | Gleichsetzung der beiden a.
p—1p=3_3

3 9
2p = _22
3 - 669 11
ey
a=-(-143)

2
a=-

3

Losung A8
a) Keine Schnittpunkte mit der x-Achse:
O =x2+1 f,(0=—3x2 -3
b) Zwei Schnittpunkte mit der x-Achse:
O =x2 =1 f,()=—3x2+3
c) Mit Scheitel S(—2]0):
i) =@+2)2=x*+4x+4 fo(x) = —%(x+2)2 = —%xz —2x—2

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500. E)OO Aufgaben fir Schule und Studlum

www.fit-in- mathevonllne de!
Seite 71

Dr. Ing Meinolf Muller / webmaster@flt in- mathe onllne de LT
| | @ by Fit-in-Mathe-0Online.de



Seite 72

Differenzialrechnung

AUf gabenblatt Funktronskfassen LA
Zu quadratischen Funktfonen (Parabeln) - Losungen

@ by Fit-in-Mathe-0Online.de

Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 2
Losung A9

Lésungshilfe

Aus dem Text heraus missen wir interpretieren, dass sich f und g schneiden,
namlich in x; = —1 und x, = 0,5. Da die Funktionsgleichung von g vollstandig
gegeben ist, kdnnen wir die zugehoérigen y-Werte errechnen.

Damit haben wir zwei Punkte der Parabel. Durch Punktproben kénnen wir dann a
und b ermitteln.

f schneidet g in P(—1|g(-1)) und P(0,5|g(0,5)).
g-1)=2:(-1)-1=-3 => P(—1|-3)
g(05)=2-05-1=0 => Q(0,5/0)

(1) a—b+3=-3 | Punktprobe mit P(—1|-3)
(2) 0,25a +0,5b+3 =0 | Punktprobe mit Q(0,5/0)
(1) a—b+3=-3
(2) 0,25a 4+ 0,5b +3 =0 | )
(1) a—b+3=-3
(2) 05a+b+6=0 | 2
(1)+(2) 1,5a+9=-3 | -9
1,5a = —12 | 11,5
a=-8
a- (1) —-8-b+3=-3
b=2

Die Funktionsgleichung lautet f(x) = —8x* + 2x + 3.

L6ésung A10

Gegeben sind die beiden Nullstellen x; = —5 und x, = 5. Der Streckungsfaktor in
y-Richtung ist nicht bekannt. Wir stellen die Nullstellenform auf:
fx)=a-(x—=5)(x+5)

Es sollen zwei Lésungen angegeben werden, so z.B.

filx) =x?-=25und f,(x) = —x2+25

Losung Al1l

Quadratische Funktionsgleichung durch drei Punkte.
f(x)=ax®*+bx+c

Lineares Gleichungssystem:

(1) 4a-2b+c=1 | Punktprobe mit P(—2|1)
(2) 16a—4b+c=4 | Punktprobe mit Q(—4|4)
(3) 36a+6b+c=9 | Punktprobe mit R(6|9)

Die Auflésung des linearen
Gleichungssystems fuhrt zu
1
a=—=—; b=-1;, c=-1
2 solve l6a-4b+c=4 a,b,c
Die Funktionsgleichung lautet: 36a+6bsc—0

1
f(x)=§x2—x—1

4a-2b+c=1

h=0 c=0

| =
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Lésung A12

Die Graphik verdeutlicht die Situation.
Es gibt zwei Punkte B und C auf K die
vom Ursprung A des
Koordinatensystems den Abstand 3
haben.

Abstande zwischen zwei Punkten
berechnen wir mit dem Satz des
Pythagoras.

AB = /(x5 — x4)? + (yp — Ya)?
AB = /(xp — 0)2 + (yp — 0)?

AB = \/x% + y?

J— 1 =
AB = \/x? + h(x)? = ’xz +Zx2 -2
e
S & — —

Der Abstand soll 3 sein: Powered by GEOGEBRA.org

’x2+4x2 2=3 | 12

Xy, = 12,9665

h(2,9665) = % 2,96652 — 2 = %

h(=2,9665) = 7 - (—2,9665)% — 2 = =

Die beiden Punkte B(—2,97|0,2) und €(-2,97|0,2) auf h haben vom Ursprung den
Abstand 3.

Zusammenhang zwischen K und dem Graph von f aus Aufgabe 11:

K ist gegenlber dem Graphen von f aus Aufgaben 11 um 2 Einheiten nach unten
verschoben.

Losung A13

Lésungshilfe

Zunachst mussen wir Uber die beiden gegebenen Punkte T; und T, die
Funktionsgleichung der Geraden aufstellen.

Wir bestimmen dann die Schnittpunkte dieser Geraden mit der quadratischen
Funktion f aus Aufgabe 12. Uber die entstehenden Schnittpunkte kénnen wir
dann entscheiden, in welchen Intervallen g oberhalb bzw. unterhalb von K
verlauft.

Gerade durch T; und T5:
glx)y=mx+c
Yo—Y1 —4—(-1,75) -2,25 3
m = = = — -
X2—X1 —-4—(-1) -3 4
2 (—4) +c=—4 |  Punktprobe mit T,(—4| — 4)
c=-1

gx) =%x—1
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n1 22
gngx
L., 3
4x —4X
2x2-3x-1=0 | -4
4 4

x> —3x—4=0

X1, =15+225+4=15+25

x,=-1; x, =4

g schneidet K in den Stellen x; = -1 und x, = 4.

Da f mit f(x) = %xz — 2 eine nach oben gedffnete Parabel ist, verlduft K im

Intervall 1 =] — 1;4[ unterhalb von g.

Losung Al4

Lésungshilfe
Aus der gegebenen Graphik heraus missen wir die Funktionsgleichungen fr K

und K, bestimmen. Durch Gleichsetzung der beiden Funktionsgleichungen
kdnnen wir die Schnittpunkte von f und g bestimmen.

Funktionsgleichung fir K,

Die Gerade verlauft durch die Punkte P(1] — 1) und Q(3|5) (abgelesen).
gx)y=mx+c

_ Y2y _5-(c1) _ 6 _ 3

Xp—Xq 3-1 2
3-1+c=-1 | Punktprobe mit P(1| — 1)
c=—4
glx)=3x—-4

Funktionsgleichung flr K:

Die Parabel hat ihren Scheitel in P(1] — 1) und verlauft durch R(3|1) (abgelesen).
gx)=alx—-12%2-1 | Scheitelform

aB-1)%?-1=1 | Punktprobe mit R(3|1)

da =2 => a=l
2

Ll _12_1=Ly2_,_1
g(x)—z(x 1) 1—2x X ==

gns |
Exz—x—5=3x—4 | —3x+4
—x2—4x+5=0 | 2

x2—-8x+7=0

X1,=4+V16-7=4+3

x1=7; x,=1

g1=3-1-4=-1

gN=3-7—4=17

Die beiden Schnittpunkte von K, und Ky haben die Koordinaten S;(1| — 1) und
S,(7(17).
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Dokument mit 25 Aufgaben
Aufgabe Al
Die Tabelle zeigt eine Wertetabelle fir zwei Funktionen f und
g- Beantworte folgende Fragen mit Hilfe der Wertetabelle.
a) Wo schneiden Ky und K, die x-Achse?

b) Wo liegen die Scheitelpunkte von Kr und K;? x £(x) g(x)
c) Welcher Zusammenhang besteht zwischen 3 _35 4
Kf und Kg? -2 0'5 0
d) Gib eine Funktionsgleichung fir f und g an. 1 25 )
0 2,5 -2
1 0,5 0
2 -3,5 4
Aufgabe A2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —0,25x*+x; x € R .

a) Wo hat die zugehdrige Parabel ihren Scheitelpunkt? Zeichne K.

b) H ist eine Ursprungsgerade durch den Punkt P(—2|3). Berechne die
Koordinaten der Schnittpunkte von Parabel K und Gerade H.

c) Welche Tangente an die Parabel K ist parallel zur Geraden mit
y = —1,5x + 18? Bestimme die Koordinaten des Beruhrpunktes.

d) Durch eine Verschiebung der Parabel K entsteht die Parabel G. G soll die
x-Achse beriihren. Bestimme den zugehoérigen Funktionsterm. Erlautere
deine Vorgehensweise.

Aufgabe A3

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =%x2 +2;x € R, ihr Graph sei K.

Der Punkt B(u|f(u)) auf dem Graphen K ist flr 1 < u < 2 der Eckpunkt eines
achsensymmetrischen Dreiecks mit Spitze im Ursprung.

Zeichne das Dreieck fir u =1 in ein Achsenkreuz ein.

Bestimme den Flacheninhalt in Abhangigkeit von u.

Fir welchen Wert von u hat das Dreieck eine Flache von 2 FE?

Aufgabe A4

Gegeben sind die quadratischen Funktionen f und g mit f(x) = —x*—3x; x € R

und g(x) = %x(x +3); x € R.

a) Mache Aussagen uber die gegenseitige Lage der beiden Schaubilder K von f
und G von g.

b) Verschiebe die Parabel G von g in y-Richtung so, dass die verschobene
Parabel das Schaubild K von f berthrt. Bestimme die Koordinaten des
BerlUhrpunktes.

Aufgabe A5

Gegeben ist die Funktion g mit g(x) =x*—-2; x € R. Wie entsteht das Schaubild
von f aus dem Schaubild von g?

a) f)=gkx+2) b) f()=g(-x)

c) f(x)=05g9x)+1
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Aufgabe A6
Gegeben sind die Funktionen f und g durch f(x) = x* -2 und g(x) = %xz; x € R.
Durch den Scheitel der Parabel K von f verlauft das Schaubild H einer linearen
Funktion mit dem Anstieg —2.
Gib die Argumente (x-Werte) an, flr die die Funktionswerte von f, g und h jeweils
gleich 0 bzw. gréBer als 3 sind.
Haben die drei Graphen von f, g und h einen gemeinsamen Punkt?

Aufgabe A7

Die eingezeichnete Strecke AB beginnt im
angegebenen Punkt A und endet am Graph K der y\
Funktion f.
Berechne die Langen der eingezeichneten Strecken 4 C = (2]4:5)
AB, CD und PQ. B

3

2 O

1

1)

1 0 1 2 3 a5

Powered by GEOGEBRA.org
Aufgabe A8
Welches Schaubild der nebenstehenden 3
Abbildung passt zu folgender Beschreibung: Yy
Die Parabel ist symmetrisch zur Geraden
x =2 und schneidet die x-Achse in 4. K,
Begrunde deine Wahl. 1

K,

1 K

Powefet_ﬂ by GEOGEBRA.org

Aufgabe A9

Entscheide, welche Kurve zu welchem Funktions-
term passt. Begriinde, indem du jeweils eine Y
Eigenschaft angibst.

a) fix) =%x2+1 K,

K; |
b)

)
d)
e)
f)
g)
h)

fo(x) = %xz +1
fs(0)=(x—-2)*-1
fa(x) =0,5(x —2)* -2
fs(x) =(x—-2)3—x)
fe(x) = x*+x — 6.
fr(x) = 2x* -2

fe(x) =4x—2

2

-1 0 1 2 3! 4 5 6

~1

-2
Powered by GEOGEBRA.org
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Stelle Uber die Tabelle fest, an welcher Stelle sich die Symmetrieachse befindet.

Punktprobe mit P(—3| — 3,5)
Punktprobe mit P(1]0,5)
Punktprobe mit R(0]2,5)

a) Im Schnittpunkt mit der x-Achse ist der y-Wert.
Kr: Nullstellen bei —3 <x < -2 und bei 1 <x <2.
Kg: Nullstellen N;(=2[0); N,(1]0)
b) Scheitelpunkte:
Kf: S(=0,5|f(—0,5) nach unten gedffnet.
Ky: S(=0,5|g(-0,5)) nach oben gedffnet.
c) Zusammenhang:
Beide Graphen haben die Form einer Normalparabel. Die Symmetrieachse,
auf der der Scheitel liegt, hat die Gleichung x = —0,5.
d) Funktionsgleichungen:
K;: Parabelgleichung f(x) = ax® + bx + ¢ durch drei Punkte:
(I) 9a—3b+c=-35 |
(I1) a+b+c=0,5 |
(III) c=25 |
(1) 9a—3b+25=-35
(1I1) a+b+25=0,5 | -3
(I) 9a—3b+25=-35
(1I1) 3a+3b+75=15
(I)+(II) 12a+10=-2
12a=-12 => a=-1
a->Ul) -1+b=-2
b=-1
flx)=-x*2—x+25
K,: Parabelgleichung g(x) = (x + x;)(x — x;) mit zwei Nullstellen:
g =@x+2)x—-1)=x*>+x-2
Losung A2

f(x) =—0,25x* + x

Scheitelform bilden

g

a) Scheitelpunkt bestimmen:
f(x) =-025x%+x | :—0,25
—4-f(x) =x?—4x |
—4-f(x)=(x—-2)?%—-4 | i —4
flx)=-025(x—-2)>+1
S(2|1)

b) Geradengleichung (Ursprungsgerade)
aufstellen:
g(x) =mx

- h= 1= o=

fx)ng(x)

—0,25x% +x = —%x
x(—0,25x+2,5)=0

X1 = 0, Xy = 10

g(0) =0; g(10) =-15
51(010); S, = (10| — 15)

Powered by GEOGEBRA.org
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c) Tangente parallel zu y = —1,5x + 18 hat die Funktionsgleichung
t(x) =—-15x+c

f(x)nt(x)
—0,25x%2 +x=—-15x+c
—0,25x%> +25x—c=0 | - —4

x> —10x+4c=0
X1, =5+V25—4c | p/q-Formel
Tangente heiBt berihren. Damit doppelte Nullstelle bei Schnittpunkten.
V25 —4c=0
25—4c=0 => ¢c=6,25
Die Gerade mit der Gleichung t(x) = —1,5x + 6,25 ist Tangente an f.
BerUhrpunkt bei x; = 5:
t(5) = —15-5+6,25 = —1,25
Der BerUhrpunkt ist B(5| — 1,25)
d) Verschiebung von K nach G, so dass G die x-Achse berlhrt:
K hat den Scheitel in S(2|1) (siehe Aufgabenteil a) ). Im Berdhrpunkt mit der
x-Achse ist y = 0. Der Scheitel von G muss also bei S;(x,|0) liegen. Dies
erreichen wir, indem wir K um eine Einheit nach unten schieben.
Die Funktionsgleichung von ¢ lautet dann:
gx) =-025x2+x —1

Losung A3
Nebenstehende Graphik verdeutlicht die Situation.

.. . . 1
Flacheninhalt Dreieck: Apreieck =59 Ry Y |
9=2u hy = () A ERIPICY
Apreieck = 3" 2u - f(u) ) :
1 1

Apreieck(W) = u - (Zuz + 2) = Zug + 2u & 0(0]0) :

; i
Apreieck (u) =2 § | ? L
1 349y =2 I
Zu tou= | ul f(u
u*+8u=38 P (=l (= [
u*+8u—-8=0 Powered by GEOGEBRA.org :
u; =091

Flr u = 0,9 betragt der Inhalt des Dreiecks P'PO 2 FE.

Losung A4

Lésungshilfe

Bestimme zun&chst den Scheitelpunkt und die Offnungsrichtung der Parabeln.

Beachte fur Aufgabenteil b), dass fur Verschiebung in y-Richtung ¢ zu verandern

ist.

a) f(x)=—-x*-3x
—f(x) =x?+3x

gx) = %x(x +3) = %xz +%x
29(x) = x? + 3x

—f(x) = (x+1,5)% — 2,25
fx) =—(x+1,5)%+2,25
S¢(—1,5]2,25)
Normalparabel,

Nach unten geoffnet.

29(x) = (x +1,5)%2 = 2,25
gx)=0,5-(x+15)%—-1,125
Sg(—1,5| —1,125)
Gestauchte Parabel

Nach oben gedffnet.
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b) g = %xz +§x +c
f)ng (x)
—x% —3x = 0,5x?2 +§x +c

2x2+2x+c=0 2
2 2" 7 3
x? +3x+35c=0
3, [0 2
X12=—5% [773¢ | p/q-Formel

Berthren heiBt doppelte Nullstelle bei Schnittpunkten.

/2,25 IR p—
3

9 2 27
——=c=0 => c=—
4 3 8

Der Graph von g* mit g*(x) = %xz +%x +%7 bertuhrt das Schaubild K von f.
BerUhrpunkt bei x, = —%:

P2 ==
Der Beruhrpunkt ist B (—%E)

Losung AS

Das Schaubild von f entsteht aus dem Schaubild von g durch...

a) ..Verschiebung um zwei Einheiten nach links.

b) ..Spiegelung an der y-Achse.

c) ..Streckung in y-Richtung mit k = 0,5 und anschlieBender Verschiebung um
eine Stelle nach oben.

Losung A6

Lésungshilfe

Bestimme zunachst den Scheitelpunkt der Parabel K und stelle die
Funktionsgleichung der Geraden H durch den Scheitelpunkt mit der Steigung

m = —2 auf.

Bestimme nun die Nullstellen fur f, g und h sowie die Intervalle, in denen die
Funktionswerte von f, g und h gréBer als 3 sind.

Bestimme abschlieBend die Schnittpunkte von fng, f nh und g n h und prife, ob
es einen gemeinsamen Schnittpunkt gibt.

Scheitelpunkt von K:

fx) =x%-2 | in x-Richtung unverschobene Parabel
Sk(0] = 2)

Funktionsgleichung fur H:

h(x) =m- (x —xg) + f(x) | Punkt-Steigungsform
h(x)=-2-(x—0)—-2 | Scheitel Sy einsetzen
h(x) =—-2x-2

Nullstellen (Funktionswert y =0):

von K: von H:

x*=2=0 —2x—2=0

X1,2 = i\/i Xo=-—1

M= (V210); Na(—2]0) My = (-110
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von G:
1.2 _

-X
2

Xg = O
N¢ = (0]0)

Funktionswerte > 3
von K: von H:
x?—-2>3 —2x—2>3
x; > V5 x, <—V5 —2x>5
f(x)>3firx<—-vV5v x >+5 x <25
h(x) >3 flir x < 2,5
von G:
;x2>3
x> V6 x, < —V6
gx)>3furx<—J/6Vv x >6

Gemeinsame Schnittpunkte:

fng: fNh:
x2—2=%x2 X2 =2==-2x-2
12—2—0 x2+2x=0
x2=4 x(x+2)=0
xl‘z =i2 X1 =0, X =-2
gnh:

1y2=2x-2

2
Ex2+2x+2=0
x> +4x+4=0
x1‘2=—2im

X1 = _2
f, g und h schneiden sich bei x, = —2 im Punkt S(—2|2).

Losung A7

Lésungshilfe

Bestimme zundchst die Funktionsgleichungen der beiden Graphen in der Grafik.
Bestimme dann die Koordinaten der Punkte B und D auf der Parabel, sowie die
der Punkte P und Q als Schnittpunkte zwischen Parabel und Gerade.

Abstande zwischen zwei Punkte errechnen wir mit dem Satz des Pythagoras.

Funktionsgleichung der Parabel (Normalparabel mit Scheitel 5(2]|1)):
p(x) =(x—2)*+1=x*—4x+5
Funktionsgleichung der Geraden (Ursprungsgerade mit Steigung m = %):

g) =2x
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Bestimmung von Koordinaten:

Punkt B(0,5|p(0,5)): Punkt D(xp|4,5):
B(0,5]3,25) x2—4x+05=0
X1, =2+4-05=24+1871
Punkt P; Q: xp = 3,87
p(x) N g(x) D(3,87|4,5)

x2—4x+5=§x
xz—%x+5=0

5]10
PGI2; ¢=(|5)
Abstande:
AB =y, ~yp=5-325=175LE
CD =xp —xc=387—2=187LE

PQ = J(xQ —xp) + (g —yp) = J(%)Z + (g)z ~ 1,6 LE
Lésung A8

K, entspricht dem Schaubild der Beschreibung, der Scheitel liegt in $(2]2), somit
ist x = 2 die Symmetrieachse.

Losung A9

K; - f1(x), da Schnittpunkt §,(0/1) und P(23) € K;.

K, - fs(x), da nach unten gedffnete Parabel und Nullstellen N;(2|0) und N,(3]0).
K; - f,(x), da nach oben gedffnete, gestauchte Parabel mit Scheitel S(2|-2).

K, — fg(x), da lineare Funktion mit y-Achsenabschnitt S, (0]-2).
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AUf gabenbla t f Funktronskfassen
zu quadratischen Funkhonen (Parabefn) NI

Level 2 - Fortgeschritten - Blatt 4
Dokument mit 34 Aufgaben
Aufgabe Al
Eine quadratische Funktion f hat ihren Scheitel in $(0]|6) und schneidet
die x-Achse im Punkt P(2v3]0).
Bestimme die Funktionsgleichung und zeichne den Graphen.

Aufgabe A2

Gegeben sind die Funktionsgleichungen folgender Parabeln:

1. Bestimme die Scheitelform und den Scheitelpunkt.

2. Berechne die Achsenschnittpunkte.

3. Beschreibe schrittweise, wie f aus der Normalparabel entsteht und wie sie
gedffnet ist.

4. Zeichne den Graphen von f in ein geeignetes Koordinatensystem.
a) fx)=x*—4x+2 b) f(x)=x%+4x+2 c) fx)=x%—4x+3

d) fx)=-x*+8x—-9 e) f(x)=%x2—4x+5 f) f(x)=—%x2—2x+6

Aufgabe A3
Gegeben ist die Funktionsgleichung einer Parabel mit f(x) = —%xz +2x + 1.

a) Berechne den Scheitelpunkt mithilfe der Scheitelform.

b) Berechne die Achsenschnittpunkte.

c) Die Parabel soll so verschoben werden, dass der Punkt der Parabel, der auf
der y-Achse liegt durch den Punkt P(—3| — 1) verlauft. Wie lautet die
Funktionsgleichung p(x) der verschobenen Parabel?

d) Wo schneiden sich beide Parabeln?

e) Zeichne beide Parabeln in ein geeignetes Koordinatensystem.

Aufgabe A4
Der Kraftstoffverbrauch eines PKW hangt bekanntlich von der Geschwindigkeit
ab. Durch Messungen wurde der funktionale Zusammenhang ermittelt.
Es gilt: K(v) = 0,002v% — 0,18v + 8,55 flir v > 40. Dabei bedeutet K(v) der
Kraftstoffverbrauch in Liter/100 km und v die Geschwindigkeit in km/h.
a) Bei welcher Geschwindigkeit betragt der Verbrauch genau 7 Liter auf
100 km?
b) Bei welcher Geschwindigkeit ist der Kraftstoffverbrauch am geringsten?

Aufgabe A5

Bestimme die Scheitelform der Parabeln und zeichne sie.

a) Die Normalparabel wird um 3 gestreckt, um 4 nach rechts und um 1,5 nach
unten verschoben. Die Parabel ist hach oben gedffnet.

b) Die Normalparabel wird um % gestaucht, um % nach links und um 1 nach

unten verschoben. Die Parabel ist nach oben gedffnet.
c) Die Normalparabel wird um 1,75 gestreckt, um 2 nach links und um 5,25
nach oben verschoben. Die Parabel ist nach unten gedffnet.
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AUf gabenblatt Funkt:onskfassen
zu quadratischen Funkt.'onen (Parabeln)

@ by Fit-in- MEltll-E-DanIE de
Level 2 - Fortgeschritten - Blatt 4

Aufgabe A6

Gegeben sind die quadratischen Funktionen f mit f(x) = —x?—3x;x € Rund g

mit g(x) = 0,5x(x + 3); x € R.

a) Abgebildet sind die Graphen von f und g. Begriinde ohne Rechnung, warum
sich f und g auf der x-Achse schneiden.

S(—1,5|2,25) ist der Scheitel von f.
Gib den Scheitel von g an. [ Yy

b) Die Gerade x = u schneidet den Graphen s £-2
von f im Punkt P und den Graphen von g
im Punkt Q. Gib die Koordinaten von P
und Q an.

c) Furue]—3;0[ist die Strecke PQ eine
Seite eines Rechtecks, das den beiden u T T T
Parabeln einbeschrieben ist. Bestimme
den Inhalt des Rechtecks fiir u = —1 und Q: S
den Umfang U in Abhangigkeit von u.

d) Verschiebe die Parabel g in y-Richtung so,
dass die verschobene Parabel den Graphen von f berthrt. Bestimme die
Koordinaten des BerUhrpunktes B.

e) Bestimme a so, dass f(a) — f(a +1) =4 ist.

1
Powered by GEOGEBRA.org

Aufgabe A7

Bestimme die Schnittpunkte der Geraden g(x) = x — 1,5 mit der Parabel
f(x) = x? — 4x + 2,5 rechnerisch.

Kontrolliere dein Ergebnis graphisch.

Aufgabe A8

Gib jeweils die Gleichung einer Parabel an, die mit der Parabel f(x)=x%+2x
keinen, einen bzw. zwei verschiedene Schnittpunkte hat.

Aufgabe A9
Wodurch unterscheiden sich die Parabeln f(x) = 3x? — 18x + 27 und
gx) = %xz —2x +3?

Aufgabe A10

Bei welcher der Folgenden Funktionen handelt es sich um quadratische
Funktionen?

a) f@=x+1 b) ()=
d) f(x)=—-4x*+5x+9 e) f(x)=5x2 f)  flx)=x*

c) fl)=2x*+4+x3
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Level 2 - Fortgeschritten - Blatt 4
Aufgabe Al1

Martina, Jutta und Konrad sollten als Hausaufgabe die Gleichung x2 —2x—2=10
graphisch l6sen. Sie sind dabei unterschiedlich vorgegangen, aber alle auf die
gleichen Naherungslésungen x; = —0,7 und x, = 2,7 gekommen.

|y | ¥ A

1 .
6 6
4 4
2 2

-4 -2/0 2 ap € 2 o0 2 4me§\/

Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org powéred by GEOGEBRA.orﬁ

a) Uberpriife die Ndherungslésungen rechnerisch.

b) Erlautere die Vorgehensweisen von Martina, Jutta und Konrad.

c) Ermittle mit jedem Verfahren die Lésungen der Gleichung x2 + 3x + 2 = 0.

d) Jutta und Konrad sind von Martinas Methode begeistert und versuchen,
damit die Gleichung 2x%? —x — 6 = 0 zu l6sen. Sie gehen dabei aber
unterschiedlich vor (siehe nachstehende Abbildungen). Welche Ergebnisse
erhalten sie? Uberpriife rechnerisch. Wer von beiden ist deiner Meinung
nach geschickter vorgegangen? Begrinde.

|y |y

St Konrad
6 &
4 4
2 2

4 2 0 2 4 x 6 4 -2 0 2 4 m 6

Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org
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Losung Al
fx)=a-(x—x)%+vys; S0|6); P(2V3]|0).
fX)=a-(x—0)2%+6=ax*+6

0=a-(2v3)" +6 | Punktprobe mit P(2v3|0)

—-6=a-12

a=—2
2

f(x)=—>x%+6

Losung A2

1. Scheitelform und Scheitelpunkt:

a) f)=x-2?%-2 b) f(x)=(x+2)*-2 ) f)=@x-2*-1
S(2| —2) S(=2|-2) S22|-1)

) fW=-G-9+7 &) [@=yG-+y 0 [O=-G+D+s
S7) 5(2]3) s(=1]3)

2. Berechne die Achsenschnittpunkte.

a) f(x)=x%?—4x+2 b) f(x)=x*+4x+2 c) fx)=x*—4x+3
N, (2 +v2|0); Ny (2 — v2|0); N, (-2 ++2/|0); N, (3]0); N (1]0);
S,(012) N,(—2 —+/2|0); Sy (013)

S,(0]2)

d f(x)=-x*+8x-9 e) f(x)=%x2—4x+5 f) f(x)=—%x2—2x+6
N1 (4 +7|0); N, (4 —V7|0); Ny (4 +6[0); N, (4 —V6]0);  N;(2]0); No(—6]0);
S,(0]-9) 5,(015) S,(0]6)

3. Das Schaubild von f geht aus dem Schaubild der Normalparabel hervor
durch:

a) Verschiebung um zwei Einheiten nach rechts und um zwei Einheiten
nach unten.

b) Verschiebung um zwei Einheiten nach links und um zwei Einheiten
nach unten.

c) Verschiebung um zwei Einheiten nach rechts und um eine Einheiten
nach unten.

d) Spiegelung an der x-Achse, Verschiebung um vier Einheiten nach
rechts und um sieben Einheiten nach oben.

e) Streckung in y-Richtung mit dem Faktor k = %,Verschiebung um zwei

Einheiten nach rechts und um eine halbe Einheit nach oben.
f)  Spiegelung an der x-Achse, Streckung in y-Richtung mit dem Faktor

k = %, Verschiebung um eine Einheit nach links und um % Einheiten

nach oben.
4. Graphen aller f:

[AG

2 0 apr ¢ 4
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Losung A3

a) Scheitelform
f(x)=—%x2+2x+1 | - (-2)
—2f(x) =x?>—4x -2
“2f(x)=(x—2)2—4-2 | quadratische Erganzung
—2f(x)=(x—-2)>-6 | 1 (=2)
fG)=—3(x-2)*+3
S(213)

b) Achsenschnittpunkte:
f(0)=1; S§,(0[1)
Nullstellen:
—2x?+2x+1=0 - (=2)
x> —4x—-2=0
x12=2+tV4+2=216
N, (2 +6|0); N,(2 —+6|0)

c) Punkt auf y-Achse ist S,,(0|1). Dieser Punkt soll nun P(=3| — 1) sein.
Die Parabel muss um drei Stellen nach links und um zwei Stellen nach
unten verschoben werden. 4

f*(x)=—%(x+3)2+2(x+3)+1—2 Y
fra)=—5@2+6x+9)+2x+6—1 2 /
f*x) = —%xz —-x+0,5

d) Schnittpunkt der beiden Parabeln:

fO)nfr(x)
—%xz +2x+1= —%xz—x+0,5

s(=15)

i i P d by GEOGEBRA.
e) siehe Grafik rechts. owered by org

Losung A4
a) Geschwindigkeit flr 7 ltr Benzinverbrauch auf 100 km.
Kv)=7
0,002v% — 0,18v + 8,55 =7 | -7
0,002v% — 0,18v + 1,55 =10 | 10,002
v2—90v+775=0
vy, =45 ++v1625— 775 | p/q-Formel
= 45 4+ /850
v, = 74,155; v, = 15,85
Wegen Aufgabenstellung v > 40 ist v; = 74,155 die gesuchte Ldosung.
Bei etwa 74 km/h bendétigt das Fahrzeug 7 ltr /100 km.
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Level 2 - Fortgeschritten - Blatt 4

b) Geschwindigkeit des geringsten Verbrauchs:

K(v) ist eine Parabel, die Geschwindigkeit des geringsten Verbrauchs liegt

im Scheitel dieser Parabel.

Scheitelpunktgleichung K (v):

K(v) = 0,002v2 — 0,18v + 8,55 | - 500

500K (v) = v?2 — 90v + 4275

500K (v) = (v — 45)2 — 2025 + 4275

500K (v) = (v — 45)% + 2250 | :500

K@) = 0,002(v — 45)2 + 4,5

Der geringste Verbrauch ist bei 45 km/h mit etwa 4,5 ltr / 100 km.

Losung AS
a) f(x)=3(x—4)?%-15

b) f(x)=%(x +3)2 -1
c) f(x)=-175(x+2)?+5,25

y7 o b) ’!4

Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org

Losung A6
a) g(x) istin Nullstellenform gegeben, f(x) umgestellt ergibt f(x) = —x(x + 3),
ebenfalls eine Nullstellenform.
Aus den Nullstellenformen lesen wir ab, dass sowohl f als auch g die x-
Achse in N,(—3|0) und N,(0]0) schneiden.
Scheitelpunkt von g:
Wegen der identischen Nullstellen liegt der Scheitel von g ebenfalls bei
xo = —1,5.
g(=1,5)=0,5-(=1,5)(-1,5+3) = —1,125
Sy(—1,5] — 1,125)
b) Koordinaten von P und Q:
P liegt auf f mit P(u|f(w))
Q liegt auf g mit Q(u|g(w))
P(u|—u? — 3u); Q(u|0,5u(u + 3))
c) Koordinaten von R und S:
Wegen der Symmetrieachse bei x, = —1,5 liegen die x-Werte von R und S bei
Xg = xs = | —1,54+u|, somit
R(-15+ (-1,5—w)|-u?—3u); S(-15+ (-1,5—w)|0,5u(u +3))
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Flache eines Rechtecks: Agechteck = a- b
Wir bestimmen die Koordinaten der Punkt P, Q, R und S flir u = —1:
P(-1|2); Q(-1|-1)
R(=2|-(=2)* =3 (=2)); S(=2]0,5(=2)(=2+3))
R(=2]2); S(-2|-1)
AUS Agechieck = a - b ergibt sich a =xp —xg =—-1—-(-2)=1 und
b=yp—yo=2-(-1)=3
Agechteck =1:3 =3
Das Rechteck PQRS hat fir u = —1 einen Flacheninhalt von 3 FE.

Fur den Umfang des Rechtecks gilt allgemein:
a=|xp—xg|=|u—(=3—-uw)| =3+ 2uy|

b=lyp—yol =|—u®—=3u—(05u(u+3)| =|-1,5u®—4,5u|
Uw)=2-(a+b)=2-(3 +2u| — 1,5u? — 4,5u)

d) Verschieben von g in y-Richtung, sodass g die Parabel f berihrt:
Symmetrieachse von f und g sind identisch. Somit muss g soweit verschoben
werden, dass der Scheitel von g mit dem Scheitel von f zusammenfallt.
S¢(—1,5]2,25) | gegeben
Sy(=1,5] — 1,225) | errechnet Teilaufgabe a)
Verschiebung von g um Ys; — Vs, Einheiten nach oben.

Ys; = Vs, = 2,25 + 1,225 = 3475

g*(x) = g(x) + 3,475 = 0,5x% + 1,5x + 3,475
B(—1,5|2,5)

Der BerUhrpunkt ist zugleich Scheitelpunkt von f.

e) f@—fla+1)=4
—a*-3a—(-(a+1)?-3(a+1) =4
—a’—-3a+a’+2a+1+3a+3=4
2a+4=4
a=0
Fira=0ist f(a) —f(a+1) =4

Losung A7

gx)=x-15 f(x)=x%>—4x+25 .
gx) N fx): Yy
x> —4x+25=x—-15 3
x2=5x+4=0

X12=25%.625—-4 | p/q-Formel 3
X12,=25%15

X1 = 4, Xy = 1
g()=1-15=-05 1

g(4)=4-15=25
/{ S$i(AT= 0,5)

S1(1] = 0,5; S,(4]2,5)
Powered by GEOGEBRA.org
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Losung A8

flx) =x%+2x

Normalparabel, nach oben gedffnet, Symmetrieachse x = —1.
Kein Schnittpunkt mit f:

p(x) = —x? -2

Ein Schnittpunkt mit f:

p(x) = x? + 4x

Zwei Schnittpunkte mit f:

p(x) =3x°
Losung A9
fx)=9-gx)
f ist gegenliber g mit dem Faktor k =9 in y-Richtung gestreckt.
L6ésung A10
a) fl)=x+1 b) f(x)zx—l2 c) f(x)=2x2+4+x3
Nicht quadratisch Nicht quadratisch Nicht quadratisch
d) f(x)=-4x>+5x+9 e) f(x) =+5x2 f)  f(x)=x?
Quadratisch Quadratisch Quadratisch
LOosung Al1l
a) x?-2x-2=0
X1,=1xvV1+2 | p/q-Formel
x1 = 2,73; x, =-0,73
b) Martina:

Bestimmt die Lésungen (ber die Schnittstellen der Normalparabel f(x) = x?
und der Geraden g(x) = 2x + 2.
Jutta:
Bestimmt die Losungen Uber die Schnittstellen der Parabelfunktion
f(x) = x? — 2x und der Geraden y = 2.
Konrad:
Bestimmt die Losungen Uber die Nullstellen der Parabelfunktion
flx) =x%—2x—2.
c) x*43x+2=0
Verfahren Martina:
fx)=x2% gx)=-3x-2
fx)ng(x)
Verfahren Jutta:
f)=x?+3x; glx)=-2
fx)ngx)
Verfahren Konrad:
x> +3x+2=0

X1, =-15%+225-2 | p/q-Formel
=-1 x;=-2

Alle Verfahren fihren zum selben Ergebnis.
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d 2x2-x-6=0
xz—%x—3=0

1 1, 48
X12=,% |t
- 16 ' 16

1.7 17
=-4l=2 x ==-1

2t T2 Ty g

p/q-Formel
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Jutta ist geschickter vorgegangen, da sie die Gleichung 2x? —x -6 =0
zunachst durch 2 geteilt hat und dann die Schnittstellen zwischen der

Normalparabel f(x) = x? und der Geraden g(x) = %x + 3 ermittelt hat.
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Dokument mit 14 Aufgaben
Aufgabe A1l
Eine Flissigkeit wird auf 90 °C erhitzt. Dann lasst man sie bei einer
Umgebungstemperatur von 20 °C abkiihlen. Bei diesem Experiment erhélt if
man folgende Messreihe.
ZeittinMinuten | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 |
Temperaturin®C | 90 | 58 | 40 | 31 | 26 | 22 | 21,5 | 21
Stelle die Messdaten in einem Koordinatensystem dar.
Bestimme eine Gleichung einer Regressionskurve und zeichne die Kurve in das
Koordinatensystem ein. Beurteile die Regressionskurve.

Aufgabe A2

Uber die Gesamtkosten eines Betriebes in € ist Folgendes bekannt:

FUr eine Produktion von 10 Stick entstehen Gesamtkosten von 1050 €, bei 20

Stick sind es 1400 €.

a) Bestimme die Kostenfunktion K unter der Annahme, dass es sich um eine
quadratische Funktion handelt und die Fixkosten 900 € betragen.

b) Fir welche Produktionsmenge entstehen Gesamtkosten von 1200 €7

c) Bestimme die Gewinnzone und den groBten Gewinn, wenn die produzierte
Menge zum Stlckpreis von 85 € verkauft wird.

d) Wie groB ist der mittlere Kostenzuwachs im Intervall [10;30]?

Aufgabe A3

Der parabelférmige Brickenbogen einer
Bricke hat eine Spannweite von 170
Metern. Im Abstand von 2,5 Meter zum
FuBpunkt der Bricke ist der
Brickenbogen 6,28 Meter hoch. Wie hoch
ist der Brickenbogen?

L anzzas?

Aufgabe A4
Das rechteckige Spielfeld beim American Football hat eine Flache von héchstens
10800 m?. Die Breite ist 30 m kiirzer als die Ladnge.
a) Zeige, dass die Lange folgende Ungleichung erfullt:
x*—30x — 10800 <0
b) Welche Breite darf das FuBballfeld haben, wenn es mindestens 90 m lang
sein muss?

Aufgabe A5

Die Fixkosten flr die Produktion einer Ware belaufen sich auf 330 Geldeinheiten
(GE). Werden 10 Mengeneinheiten (ME) der Ware hergestellt, erhéhen sich die
Gesamtkosten um 30 GE. Bei 20 ME betragen die Gesamtkosten 410 GE. Prufe,

ob die Gesamtkosten durch die Kostenfunktion K mit K(x) = %xz + 2x + 330 richtig
beschrieben werden. Wie hoch muss der Preis pro ME festgelegt werden, damit
die Nutzenschwelle bei 30 ME liegt? In welchem Bereich wird dann mit Gewinn
produziert?
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Aufgabe A6

Der Gewinn in € wird durch eine ganzrationale Funktion zweiten Grades in

Abhangigkeit von der nachgefragten Menge beschrieben. Bei 100 ME ist der
Gewinn null. Bei 300 ME ist der Gewinn maximal und betragt dann 40000 €.

Bestimme den Funktionsterm fir die Gewinnfunktion.

Aufgabe A7

Ein Unternehmen bietet als Monopolist am Markt eine Ware an. Dadurch hangt
der Preis (in €) von der nachgefragten Stiickzahl ab. Die Erléskurve ist eine
Parabel, welche die x—Achse in x = 16 schneidet. Der groBtmdgliche Erlés betragt
320 €. Bestimme die Erlésfunktion.

Aufgabe A8
Auf einer Teststrecke wird gemessen, wie viel Benzin ein PKW bei
gleichbleibender Geschwindigkeit verbraucht. Dabei hangt der Benzinverbrauch b
(in Liter pro 100 km) quadratisch von der Geschwindigkeit v (in km/h) ab:

Mit welchem Verbrauch ist |

durchschnittlich bei 120 km/h zu v 30 | 40 | 80
rechnen? b | 625 | 62 | 70
Aufgabe A9

Ein Zehnkampfer stoBt einer Kugel so, dass die Flugbahn durch folgenden
Funktionsterm beschrieben werden kann:

f(x) = —0,0135x* + 0,142x + 2; x > 0. Die Entfernung vom Wurfkreis wird durch
x in Meter gemessen, die Funktionswerte geben die H6he der Kugel an. Berechne
die Nullstelle von f. Welche Bedeutung hat diese Nullstelle?

Welche gréBte Hohe erreicht die Kugel?

Aufgabe A10

Eine Brickendurchfahrt hat die Form einer

Parabel 2. Ordnung. Sie ist 6 m hoch und 4 m h
breit. Ein Fahrzeug ist 3 m breit und 2,20 m I
hoch. |
Kann dieses Fahrzeug noch unter der Bricke 6'm
durchfahren? |
|
v

l<————4m————J
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LOosung Al
In nebenstehender Grafik sind die blauen o
Kreuzchen die eingetragenen Messpunkte qu
und die rote Linie der Graph der lber die
Regression mithilfe des WTR sich ergebenden
Funktionsgleichung

T(t) = 2,3t* — 24,68t + 84,92.

80

70
60 - sind-die-Messpunkte
50 — st die Regressionskurve

40

Diese Funktion ist nicht geeignet den
Vorgang zu beschreiben, da die Werte des
Graphen ab etwa t = 5 wieder ansteigen.

30

20

10

Die Vorgehensweise ZUur Erste”ung einer 2 10 12 3 4 5 & 7t g 9 10 1
Regression kannst du im Powered by GEOGEBRA.ora

- ,WIKI quadratische Funktionen (Parabel)"

nachlesen.

Losung A2

Lésungshilfe

Aus dem Text der Aufgabenstellung heraus mussen wir die Bedingungen flr das
Aufstellen der Kostenfunktion als quadratische Funktion feststellen.

Dies sind vor allem:

Die Parabel verlauft durch den Punkt S,,(0]900) (resultierend aus den Fixkosten)
Die Parabel verlauft durch den Punkt P(10|1050) (Gesamtkosten fir 10 ME)

Die Parabel verlauft durch den Punkt P(20|1400) (Gesamtkosten flr 20 ME)

a) Funktionsgleichung K(x) = ax?+ bx +¢

(I) 0-a+0-b+c=900 | Punktprobe mit S,,(0/900)
(I1) 100-a+10-b 4900 = 1050 | Punktprobe mit P(10|1050)
(I1I) 400-a+20-b+900=1400 | Punktprobe mit P(20|1400)
(I1) 100 a+10-b = 150 | )
(I11) 400-a+20-b =500
(I1) 200-a+20-b =300
(I11) 400-a+20-b =500
(I1)-(III) —200-a = —200

a=1
a- (II) 200-1+20-b =300

20-b =100

b=5

K(x) = x? + 5x + 900
b) Produktionsmenge fiir Gesamtkosten von 1200 €:
x2 4+ 5x 4+ 900 = 1200
x?>+5x—-300=0
X1 =—2,5%+6,25+ 300 | p/q-Formel
x; =15; x, =-20
Bei der Produktion von 15 ME entstehen Gesamtkosten von 1200 €.
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c) Gewinnzone und gréBter Gewinn:
Ein Gewinn errechnet sich aus Erlése - Kosten, also
G(x) =E(x)—K()
Bei Verkaufen von 85 € pro ME lautet die Erlésfunktion:
E(x) = 85x
G(x) = 85x — (x? + 5x + 900)
G(x) = —x% +80x — 900
G(x) ist eine nach unten gedffnete Parabel. Die Gewinnzone befindet sich
zwischen den beiden Nullstellen, denn dort verlauft der Graph der Funktion
oberhalb der x-Achse.
Der groBte Gewinn wird durch den Scheitelpunkt dargestelit.

_xz + 80x - 900 = 0 | . (_1)
x%2—-80x+900=0
X1 =40 £ v1600 — 900 | p/q-Formel

X, ~ 66,46; x, ~ 13,54
Die Gewinnzone befindet sich zwischen 14 und 66 verkauften ME.
Scheitel:

Xp+Xq

Symmetrieachse bei x = *% = % =40

G(40) = —40% +80-40 — 900 = —1600 + 3200 — 900 = 700.
Der gréBte Gewinn in Héhe von 700 € wird bei Verkauf und Produktion von
40 ME erzielt.

d) Mittlere Kostenzuwachs:
Gesucht ist die mittlere Anderungsrate der Kostenfunktion im Intervall
[10; 30].
AK _ K(30)-K(10) _ 30245-30+900— (102+5 10+900) _ 1950-1050 _ 900

=— =45
Ax ~ 30-10 20 20

Der mittlere Kostenzuwachs im Intervall [10;30] betrédgt 45 €/Stlck.

Losung A3

Lésungshilfe

Aus dem Text der Aufgabenstellung heraus mussen wir die Bedingungen flr das
Aufstellen der Parabelfunktion des Brickenbogens feststellen. Dabei missen wir
zunachst die Lage des Koordinatensystems bestimmen.

Wir wahlen die y-Achse als Symmetrieachse, sodass wir wegen der Gesamtbreite
von zwei Nullstellen erhalten, namlich N, (—85]0) und N,(85|0).

Im Abstand von 2,5 m zur Nullstelle ist der Briickenbogen 6,28 m hoch.

Dies fuhrt uns zu einem weiteren Punkt, namlich P(82,5|6,28).

Aufstellung der Funktionsgleichung des Parabelbogens Uber zwei Nullstellen und
einen weiteren Punkt.

fx)=a-(x—x)(x—x) | Nullstellenform
f(x) =a-(x—85)(x+85) | Nullstellen einsetzen
= a(x? — 7225)
6,28 = a(82,52 — 7225) | Punktprobe mit P(82,5]6,28)
6,28 = —418,75a
a =-—0,014997

f(x) =—0,015 - (x2 — 7225)

Symmetrieachse bei x = 0

£(0) = —0,015 - (—7225) = 108,375

Der Briickenbogen hat eine Héhe von etwa 108 m.
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Losung A4

a)  Agechteck = X -y Mit x als Lange und y als Breite.
Laut Aufgabenstellung ist y = x — 30.
Die maximale Flache ist gegeben mit 10800.
Somit ist Agechteck = X - (x —30) < 1800
x? —30x < 10800
x?—30x—10800 <0

b) x?-30x—-10800=0
x;,, = 15 £ v225 + 10800 | p/q-Formel
x; =120; x, =-90
x, entfallt, da hier keine Losung.
Laut Aufgabenstellung soll x mindestens 90 m lang sein. Daraus folgt:
Lange: 90 < x <120
Breite: 60 <x <90

LOosung A5

Flr die Fixkosten muss gelten K(0) = 330. FUr 10 ME muss gelten K(10) = 360 und
fir 20 ME muss gelten K(20) = 410.

K(0) = 330

K(10) = %(10)2 +2-10+ 330 = 360

K(20) = %(20)2 +2-20+ 330 = 410

Die Gesamtkosten werden durch K(x) richtig dargestellt.

Gewinnfunktion = Erlésfunktion minus Kostenfunktion

G(x) =E(x)—K(x)

Gox)=p-x—(sox* + 20 +330) = —-x? + x- (p — 2) — 330

Nutzenschwelle 30 bedeutet ¢(30) = 0.

——=-(30)2+30- (p—2)—330 =0

30p =90+ 60 + 330 =480

p=16

Bei einem Verkaufserlds von 16 GE pro ME liegt die Nutzenschwelle bei 30 ME.

Gewinnfunktion fur 16 GE pro ME:
G(x) = ——-x? + 14x — 330

x? —140x + 3300 =0
X1, =704 +v4900 — 3300 | p/q-Formel

X1 = 30, Xy = 110
Im Bereich zwischen 30 ME und 110 ME wird bei 16 GE pro ME mit Gewinn
gearbeitet.
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Losung A6

Lésungshilfe

Aus dem Text der Aufgabenstellung heraus mussen wir die Bedingungen flr das
Aufstellen der Parabelfunktion der Gewinnfunktion feststellen. Wir stellen fest,
dass maximaler Gewinn bei 300 ME mit 40000 € Gewinn ist, also ist der Scheitel
5$(300[40000). Des Weiteren haben wir die Gewinnschwelle (=Nullstelle der
Funktionsgleichung) mit N,(100|0) und damit wegen der Symmetrieachse bei

x = 300 die zweite Nullstelle mit N,(500]0).

G(x) =a(x—100)(x —500)

40000 = a - (200) - (—200) = —40000

a=-1

G(x) = —(x —100)(x — 500) = —x? + 600x — 50000

Losung A7

Lésungshilfe

Aus dem Text der Aufgabenstellung heraus missen wir die Bedingungen flr das
Aufstellen der Parabelfunktion der Erlésfunktion feststellen.

Es ist einleuchtend, dass bei null Verkaufen der Erlés ebenfalls null ist, also
haben wir eine Nullstelle N;(0]0). Weiterhin ist die zweite Nullstelle gegeben mit
N,(16|0). Der GroBte Erlos liegt im Scheitel mit 320 €. Die Symmetrieachse liegt
bei x = 8 und damit der Scheitel bei $(8]|320).

E(x)=a-(x—8)%?+320 | Scheitelform
0=a-(—8)%+320 | Punktprobe mit N, (0]0)
64a = —320

a=-5

E(x) =-5-(x —8)? +320 = —5x2? + 80x

L6ésung A8

Lésungshilfe

Zur Aufstellung der Parabelfunktion des Benzinverbrauchs haben wir drei Punkte
gegeben (siehe Tabelle). Wir bilden Uber diese drei Punkte eine quadratische
Regression.

b(v) =rx?+sx+t

Punkte P(30]6,25), P(40|6,2) und P(80|7)

Funktionsgleichung lGber Regression:

b(v) = 0,0005v2% — 0,04v + 7

Die Vorgehensweise zur Erstellung einer Regression kannst du im
- ,WIKI quadratische Funktionen (Parabel)" nachlesen.
Durchschnittlicher Verbrauch bei 120 km/h:

b(120) = 0,0005 - 1202 — 0,04 - 120+ 7 = 9,4

Hinweis:
Der Scheitel der Parabel befindet sich bei $(40|6,2). Man kann bei einer
Geschwindigkeit von 40 km/h mit dem geringsten Verbrauch von 6,2 Liter
auf 100 km rechnen.
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Losung A9

Nullstelle von f flr x > 0:

—0,0135x%2 + 0,142x+2 =10 | :(—0,0135)

x? —10,52x — 148,15 =0

X1, =526 +/27,6676 + 148,15 | p/q-Formel

x; = 18,52

Wegen x > 0 ist x, hier nicht relevant.

Die Nullstelle bei x; = 18,52 entspricht der Wurfweite des KugelstoBers in Metern.

GréoBte Hohe der Kugel:
GroBte Hohe wird im Scheitelpunkt erreicht.
f(x) = —0,0135x2% + 0,142x + 2 | : (—0,0135)

o
O 00135 b 10,52x — 148,15
——Oﬁ(fjs = (x — 5,26)% — 27,6676 — 148,15 | quadratische Ergénzung
~ L0 — (x - 5.26)2 - 1728176 | - (~0,0135)
F(x) = —0,0135(x — 5,26)% + 2,373
S(5.26/2,37)

Die Kugel erreicht ein maximale Héhe von 2,37 m.

Losung A10
Die rechte Grafik verdeutlicht die Situation:
Aufstellung der Funktionsgleichung der

Parabel: A
N1 (=2]0); N,(2]0); S(0|6) I
p(x) =alx+2)(x —2) = ax? — 4a |
6 =a(—4)
3 B'm
a=-—-
2 1
p(x) = —%xz +6 !
Wenn das Fahrzeug in der Mitte fahrt, ist |
sein rechter Rand bei P(1,5]|0), die obere N/
rechte Ecke bei P(1,5|2,2). P i -y .
Ist p(1,5) > 2,20, kann das Fahrzeug unter L ——==dm== _I_(Q..)H))
der Bricke durchfahren. Powered by GEOGEBRA.org
p(15) = —2(1,5)2 +6
p(1,5) = 2,625

Das Fahrzeug kann unter der Briicke durchfahren.
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Dokument mit 9 Aufgaben

Aufgabe A1l

Auf einem dreieckigen Grundstick mit den Kantenlangen 60 m und 80
m soll ein mdglichst groBer rechteckiger Bauplatz abgesteckt werden.
Berechne dessen Seitenlangen a und b.

5|

l

|

60

I

I
Aufgabe A2 "
Ein Eisenbahntunnel hat die Form einer Parabel ;l
mit einer Breite von 8 m und einer Hohe von 6 m. = 80

a) Bestimme eine quadratische Funktion f,
deren Graph die Tunneleinfahrt beschreibt.

b) Zeichne die Tunneleinfahrt im MaBstab
1:100.

c) Es soll ein neues Zugmodell entwickelt
werden, welches den Tunnel durchfahren
kann. Dessen Waggons sind 3,20 m breit und
3,50 m hoch.

Wie weit muss die Schienenmitte vom
rechten Tunnelrand fir diesen Zug
mindestens entfernt sein?

Aufgabe A3

Der Berliner Bogen in Hamburg ist ein

Kongress- und Burozentrum. Die

Frontansicht ist parabelférmig mit

einer Héhe von 36 m und einer Breite

von ca. 72 m.

a) Fertige im MaBstab 1:500 eine
Planskizze an. Gib zwei ¥/ - Ty

. . SREN 7 I B A R
Koordinatensysteme zur 4 T u H], ;i
Beschreibung der Parabel an und /
bestimme jeweils den
zugehorigen Funktionsterm.

b) Das Erdgeschoss mit einer Hohe
von 6 m ist gefolgt von 6
Stockwerken mit je 4 m Hohe.
Berechne die Gesamtbreite der
Bdden fur die einzelnen
Stockwerke.
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Aufgabe A4

Ein Freizeitpark hat bei einem Eintrittspreis von 28 € im Durchschnitt taglich 1600

Besucher. Ein Marktforschungsinstitut ermittelt:

Wenn man die Eintrittspreise um 0,50 €, 1,00 €, 1,50 € und 2,00 € usw. senken

wirde, so stiege die tagliche Besucherzahl um 40, 80, 120, 160 usw. an.

a) Stelle die taglichen Einnahmen E (in €) in Abhangigkeit von der
Preissenkung x (in €) durch eine Funktionsgleichung dar.

b) Wie hoch sind die taglichen Einnahmen, wenn der Eintrittspreis 22 €
betragt?

c) Welchen Eintrittspreis musste der Freizeitpark verlangen, damit die
Einnahmen mdglichst hoch sind?
Wie hoch sind die Einnahmen dann?
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Losung Al

Flache des Rechteckigen Bauplatzes:

Apauplatz = Lange x Breite.

Die Lange sei x, die Breite sei y.

A=x-y

Eine Gleichung mit zwei Unbekannten. Wir mussen also eine Unbekannte durch
die andere Unbekannte ausdricken.

Hierzu gilt nach dem zweiten Strahlensatz: A
60—y _ 60 .
x 80 5 60 — ly
60—y =_x | 3
y =60— %x 60 L
Wer sich aber mit dem 2. Strahlensatz nicht | Yy
mehr auskennt, kann das hier auch |
trigonometrisch machen, denn es gilt: v T 3
tan(B) = —= und § 80 ]
tan(pB) = g Powered by GEOGEBRA.org

. 60— 60 . . .
Also ist Ty = — wie beim zweiten

Strahlensatz.

Ax) =x- (60 — %x) = —%xz + 60x

Die Flache des Bauplatzes ist also eine quadratische Funktion, deren Maximum
im Scheite liegt.

Alx) = —%xz + 60x | - (—g)

—%A(x) =x2—-80x = (x —40)> — 1600 | guadratische Erganzung
—2A(x) = (x — 40)? — 1600 (-

A(x) = == (x — 40)2 + 1200

S(40]1200)

y =60 —240 = 30
Bei einem Rechteck mit den Kantenldngen 40m und 30 m ist das Baugrundstick
mit 1200 m? maximal.

Losung A2
a) Wir legen das Tunnelprofil symmetrisch zur y-Achse Y
Dann handelt es sich um eine in y-Richtung um 8
Einheiten nach oben verschobene Parabel mit den
Nullstellen N;(—4|0) und N,(4|0).
f(x) =ax*+38
0=16a+8
16a = —8

H=(333)

I
|
t
J
)
1
|
I
RO
|
L
I
I
|
|
I}
|

1
f(x)=——x2+8 4 3 2 - 2 3 a4 P e
2 = I
[ Schienenmitte

-2
Powered by GEOGEBRA.org
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b) Siehe Grafik zuvor.
c) Die linke obere Ecke des Zuges darf den Parabelbogen nicht berihren. Der
Zug ist nach Aufgabenstellung 3,5 m hoch.
35=—-x2+8
~x? = 4, 5
=9
xl,z = i?)
Wegen Aufgabenstellung ,vom rechten Tunnelrand entfernt" ist hier x;, = 3
Anzuwenden.
Bei einer Breite von 3,2 m muss die Schienenmitte bei x,, = 3 —% =14m
liegen. Da dann Kollisionsgefahr besteht, nehmen wir einen
Sicherheitsabstand von 0,1 m an, was zu einer Schienenmitte von x,, = 1,3m

fahrt.
Damit muss die Schienenmitte 1,7 m vom rechten Rand entfernt sein.

Losung A3
a) Nebenstehende Grafik zeigt zwei 1
Méglichkeiten der Darstellung in Y
einem Koordinatensystem. , 5 5
f(x) ist dabei symmetrisch zur A e Fia)y=f@+7,2)

y-Achse gelegt, wahrend f*(x)
eine um 7,2 LE 2 36 m nach
rechts verschobene f(x) ist.
Gleichung fur f:

fx) =ax?*+72
0=72%-a+7.2 5 4 -
7,2261 = —7,2 2

_ _i _ _i Powered by GEOGEBRA.org
=777 "3
__5.2

flx) = —3eXTt 7,2
Gleichung fur f*:
fre)=-2(x=-72?%+72
fr ) = —35—6952 + 2x

b) FUr Aufgabenteil b) verwenden wir die Funktionsgleichung f(x) = —:—6x2 +72
Gesucht sind die Langen der Béden flr 12
die einzelnen Etagen, exemplarisch fur
das erste Stockwerk in nebenstehender PRI e
Grafik eingezeichnet. ~-- |- -~ -1~
Hohe des Erdgeschosses ist 6 m, bei
MafBstab 1:500 ist somit y = 1,2.

__ 5.2
1,2 = v +7.2

2 4 6 8 10 12 14
€T MaBstab 1:500

5 A2 Allas|12
_5.2- ¢ (4}1.2) 2 (2] 1.2)
36 / X
2 218
- = -10 8 -6 -4 2 0 2 s e 8 10
> MaBstab 1:500
x1_2 = i6,603 = ]
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Die Lénge des Bodens zwischen ErdgeschoB3 und erster Etage betrédgt etwa
13,2 LE entsprechend 66 m.
Weitere Stockwerke haben jeweils 4 m entsprechend 0,8 LE.
Gesucht sind somit die Bodenlangen in den Hohen:

1./2. Etage: y=20
2./3. Etage: y=24
3./4. Etage: y=28
4./5. Etage: y =32
5./6. Etage: y =3,6
1./2. Etage:

2,0 = —3—x2 +72 => —x?=05,2; X1, = 16,12

Ldnge des Bodens: 12,24 LE 2 61,2m
2./3. Etage:

24=——"x?+72 => —x?=48; x,,=+588

Ldnge des Bodens: 11,76 LE £ 58,8m
3./4. Etage:

28=——x2+72 => —x? =44 x;, = £5,63

Ldnge des Bodens: 11,26 LE 2 56,3 m
4./5. Etage:

32=——x?+72 => —x? =4 x1, =537

Ldnge des Bodens: 10,74 LE 2 53,7m
5./6. Etage:

3,6=——x>+72 => —x? =3,6; x;, = +509

Ldnge des Bodens: 10,18 LE 2 509m

LOosung A4

Lésungshilfe

Wir mussen die Erlésfunktion in Abhangigkeit der Preissenkungen aufstellen.

Bei einem Preis von 28 € kommen taglich 1600 Besucher. Ohne Preissenkung ware
die Erlésfunktion E(x) = 28-1600.

Wird der Preis auf 27,50 € gesenkt kamen Besucher mehr. Die Erlésfunktion ware:
E(x) = (28 —0,5) - 1600 + (28 — 0,5) - 40 = (28 — 0,5) - (1600 + 40)

Nun sollen wir das aber aufstellen flir Preissenkungen und nicht nur flr eine
Preissenkung. Damit erhalten wir E(x) = (28 — x) - (1600 + 40x).

a) Einnahmen ohne Preissenkung: E(x) = 28 - 1600.
Einnahmen bei einer Preissenkung: E(x) = (28 —0,5) - 1600 + (28 — 0,5) - 40
E(x) = (28 -0,5) - (1600 + 40)

Einnahmen bei zwei Preissenkung:

E(x) =(28-2-0,5)-1600+(28—2:0,5)-2-40
=(28—-2-0,5)- (1600 + 2 - 40)

Einnahmen bei x Preissenkungen, x € Z*:

E(x) = (28 — 0,5x) - 1600 + (28 — 0,5x) - 40x

E(x) = (28 —0,5x) - (1600 + 40x)

Alternativ bei x Preissenkung in €:

E(x) = (28 — x) - (1600 + 80x)
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b) Bei Eintrittspreis 20 € ist x =8 in €:

E(8) = (28 —8) - (1600 + 80 - 8) = 44800

Bei einem Eintrittspreis von 20 € belaufen sich die Tageseinnahmen auf

44800 €.
c) Eintrittspreis fir maximale Tageseinnahmen:

Die Funktionsgleichung E(x) = (28 — x) - (1600 + 80x) ist eine nach unten

gedffnete Parabel. Die Maximaleinnahmen liegen somit im Scheitelpunkt S.

E(x) = (28 — x) - (1600 + 80x) = 44800 + 2240x — 1600x — 80x?

E(x) = —80x2 + 640x + 44800 | : (—80)
~ED _ y2_gx— 560
80
—% =(x—4)>-16-560 | quadratische Erganzung
—E = (x - 4)2 576 | - (-80)
E(x) = —80(x — 4)? + 46080 | Scheitelform
S(4]46080)

Die Tageseinnahmen sind am hdchsten, wenn der Eintrittspreis um 4 €
gesenkt wird.

Bei einem Eintrittspreis von 24 € sind die Tageseinnahmen mit 46.800 € am
groBten.
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Aufgabe A1l

Insgesamt gibt es (mit Stand Oktober
2010) in Deutschland rund 1,5
Millionen Kilometer Stromleitungen.
Davon sind etwas weniger als 30 %
sogenannte ,Hochspannungs-, oder
,H6chstspannungsleitungen’, das sind
Leitungen mit Spannungen von
380000, 220000 und 110000 Volt. Ihre
Gesamtlange betragt rund 116000 km.
Wegen der sehr hohen Kosten und
der schwierigen Wartung bei der
unterirdischen Verlegung lassen sich
diese praktisch nur oberirdisch
verlegen. Im Mittel stehen dazu im
Abstand von 300 bis 400 Metern die
Masten, zwischen denen die einzelnen
Kabel frei hangen.

Die Messung der Hohe des Kabels Uber dem Boden in verschiedenen Abstanden
zum Strommast ergab bei einem Hochspannungskabel die folgende Wertetabelle:

AbstandainMetern | 20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120

Hoéhe h in Metern | 428 | 398 | 372 | 35 | 332 | 318

Eine quadratische Regression flihrte zur Funktionsgleichung

h(a) = 0,0005a2 — 0,18a + 46,2
wobei a der Abstand in Metern von einem Hochspannungsmast aus gemessen,
sowie h(x) die Hohe der Stromleitung GUber dem Boden in Metern ist.

a) Uberpriife, ob die gemessenen Wertepaare die Funktionsgleichung dieser
quadratischen Funktion erflllen.

b) Zeichne den Graphen dieser Quadratischen Funktion in ein geeignetes
Koordinatensystem.

c) Gib den y-Achsenabschnitt dieser Quadratischen Funktion mit MaBeinheit an
und erldutere die Bedeutung dieses Wertes fur den Zusammenhang
zwischen dem Abstand und der Hohe.

d) Berechne die Hohe des Kabels Gber dem Boden im Abstand von 200 m zum
Strommast.

e) Berechne, in welchem Abstand zum ersten Strommast der zweite
Strommast mit einer Héhe von 46,2 m steht.

f)  Berechne, in welchem Abstand zum ersten Strommast das Kabel am
tiefsten hangt und wie groB3 dort die Hohe Uber dem Boden ist.

g) Bekanntlich dehnen sich Hochspannungsleitung im Sommer aufgrund der
Hitze aus und ziehen sich im Winter aufgrund der Kalte wieder zusammen.
Gib an, welche Parameter des Funktionsterms sich beim Ausdehnen bzw.
Zusammenziehen der Hochspannungsleitung andern und begriinde Deine
Entscheidung.
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Aufgabe A2

Wasser verhalt sich bei kleinen Temperaturen tUber
einem bestimmten Wert noch genau wie andere
Flissigkeiten: Bei Erhéhung der Temperatur wird
die Dichte immer kleiner, bei Verringerung der
Temperatur wird die Dichte immer gréBer.
Unterhalb dieses Wertes jedoch hat Wasser eine
besondere Eigenschaft, die es von fast allen
anderen Flissigkeiten unterscheidet und die flr
die Natur eine groBe Bedeutung hat. Diese
spezielle Eigenschaft, die man die Anomalie des
Wassers nennt, wird untersucht, indem man
entsprechend dem rechts abgebildeten Magnelr merr‘ l 1 @
Versuchsaufbau eine bestimmte Menge Wasser

langsam abkulhlt und dabei standig mit einem Thermoflhler die Temperatur und
anhand der Messung des Volumens und der Masse des Wassers dessen Dichte
bestimmt.

Die Messung von Temperatur und Dichte ergab die folgende Wertetabelle:

Kaltemischung
Magnet-

steinchen

TemperaturTin°c | 10 | 9 | 8 | 7 | 6 | s
Dichte p in g/cm® | 0,999712 | 0,999800 | 0,999872 | 0,999928 | 0,999968 | 0,999992

a) Bestimme mit Hilfe von drei Wertepaaren den Funktionsterm dieser
Quadratischen Funktion.

b) Uberpriife, ob die anderen gemessenen Wertepaare die Funktionsgleichung
dieser Quadratischen Funktion erfillen.

c) Zeichne den Graphen dieser Quadratischen Funktion in ein geeignetes
Koordinatensystem.

d) Gib den y-Achsenabschnitt dieser Quadratischen Funktion mit MaBeinheit an
und erldutere die Bedeutung dieses Wertes fur den Zusammenhang
zwischen der Temperatur und der Dichte von Wasser.

e) Berechne die Dichte von Wasser bei einer Temperatur von 7,5°C.

f)  Berechne die Temperatur von Wasser bei einer Dichte von 0,999982 g/cm3.

g) Berechne, bei welcher Temperatur Wasser die groBte Dichte hat und wie
groB3 diese Dichte ist. Informiere dich Uber die Bedeutung dieses Sachver-
haltes fur die Natur.
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Losung Al

a)

b)

d)

f)

9)

Prifung der gegebenen Funktionsgleichung Uber die Wertetabelle:
Abstand a in Metern 20 40 | 60 | 80 | 100 | 120
Hohe h in Metern (gemessen) 42,8 1398|372 | 35| 332 | 31,8

h(a) = 0,0005a? — 0,18a + 46,2 42,8 1398|372 | 35 | 33,2 | 31,8

Grafik siehe rechts. v

Der y-Achsenabschnitt
betragt 46,2 m.

Das ist die Hohe Uber
dem Erdboden der
Seilaufhangung am
Mast.

h(a) = 0,0005a> — 0,118a + 46, 2

00 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

powered by GEOGEBRA.org

Gesucht ist h(200):

h(200) = 0,0005 - 200%2 — 0,18 - 200 + 46,2 = 30,2

Die Hbhe der Stromleitung in 200 m Entfernung zu einem Masten betrégt
30,2 m uber dem Erdboden.

Gesucht wird der zweite Wert a, flr h(a) = 46,2. Der erste Wert ist bei a, = 0.
46,2 = 0,0005a% — 0,18a + 46,2

0,0005a® — 0,18a =0

a(0,0005a — 0,18) = 0

a; =0; a, =360

Die Masten sind jeweils 360 m voneinander entfernt.

Das Kabel hangt in der Mitte zwischen zwei Masten am tiefsten
(Symmetrieachse der Parabel). Dies ist bei a = 180 m der Fall.

h(180) = 0,0005 - 180% — 0,18 - 180 + 46,2

h(180) = 30

Das Kabel hdngt an der tiefsten Stelle 30 m ber dem Boden.

Infolge des Warmeausdehnungskoeffizienten von Stoffen verlangert sich
das Kabel im Sommer, das hei3t, die Parabelform wird schmaler und
verkirzt sich im Winter, d.h., die Parabelform wird flacher. Die
Aufhangepunkte des Kabels bleiben dieselben.

Wir bestimmen die Beeinflussung der Parabelgleichung lUber die
Veranderung des Scheitels, der sich aus den obigen Berechnungen zu
$(180]30) ergeben hat. Durch Warme / Kalte andert sich die Hohe des
tiefsten Punktes. Je nach Wetterlage liegt dieser somit bei S(180|k -30). Im
Sommer ist k < 1 (Tiefster Punkt wird kleiner), im Winter ist k > 1 (tiefster
Punkt wird gréBer).

h(a) = b(x — 180)? + 30k | Scheitelform mit S(180|k - 30)

46,2 = b(0 — 180)% + 30k | Punktprobe mit P(0|46,2) (Aufhdngung)
46,2 = 32400b + 30k

46,2 — 30k = 32400b

_ 46,2-30k
T 32400
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h(a) = 42';5(‘)”‘ (a — 180)2 + 30k
46,2—-30k 46,2—-30k 46,2—30k
=4632243000k 2 _46 236300k o 32400 32400 ¥ 30k

h(a) = — 2= a+ 46,2

Je nach Witterung dndern sich die Koeffizienten von a? und a.
Losung A2
a) Quadratische Funktionsgleichung durch drei Punkte.

Allgemeine Form: f(x) = ax? + bx + ¢

Punkte:

0(10]0,999712); R(8/0,999872); S(5/0,999992)

(1) 100a + 10b + ¢ = 0,999712 | - 64

(II)  64a+8b+c = 0,999872 | - 100

(III)  25a+5b + ¢ = 0,999992

(1) 100a + 10b + ¢ = 0,999712 | - 25

(II) 0 —160b — 36¢ = —36,005632 - >

(III)  25a+5b + ¢ = 0,999992 | -100

(1) 100a + 10b + ¢ = 0,999712
(II)  0—160b—36c =—36,005632 | - 25@
(III)  0—250b — 75¢c = —75,0064 | 16
(1) 100a + 10b + ¢ = 0,999712
(II)  0—160b— 36¢ = —36,005632
(III) 0+ 0+ 3000c = 3479,552
3000c = 2999,616
¢ = 0,999872
—160b — 36 - 0,999872 = —36,005632
~160b = —0,01024
b = 0,000064
100a + 10 - 0,000064 + 0,999872 = 0,999712
100a = —0,0008
a = —0,000008
£(x) = —0,000008x2 + 0,000064x + 0,999872

b) Prifung der anderen Wertepaare Uber Tabelle:
Temperatur T in °C 10 9 8 7 6 5
Dichte p in g/cm3 0,999712 | 0,999800 | 0,999872 | 0,999928 | 0,999968 | 0,999992
fx)=-- 0,999712 | 0,999800 | 0,999872 | 0,999928 | 0,999968 | 0,999992
c) siehe Grafik rechts. i
d) Der y-Achsenabschnitt

betragt

0,999872 g/cm3.

Das ist die Dicht des
Wassers (nicht des
Eises) bei einer
Temperatur von 0 °C.

0.9999

0.9998

0.9997

0.9996

F(z) = +0.000008z> + 0.000G4z + 0,099872

1 0 1 2 3 4 5 6
Powered by GEOGEBRA.org

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500 E)OO Aufgaben fir Schule 'und Studlum

www fit-in- mathevonllne

Dr. Ing Meinolf Muller / webmaster@f't in- mathe onllne de

de’

Seite 107

@ by Fit-in-Mathe-Online:de



Seite 108

f)

g)

Drfferenzraa‘rechnung

AUf gabenbla f t Funktfonskfassen |
zu quadratfschen Funktfonen (anwendungserientiert). | Gsungen

© by Fit-in-Mathe-Online.de

Level 3 — Expert — Blatt 3
Gesucht wird £(7,5):
£(7,5) = —0,000008 - (7,5)2 + 0,000064 - 7,5 + 0,999872 = 0,999902
Die Dichte des Wassers bei 7,5 °C betragt 0,999902 g/cm3.
Gesucht ist die Temperatur x fur f(x) = 0,999982
0,999982 = —0,000008x2 + 0,000064x + 0,999872

—0,000008x2 + 0,000064x — 0,00011 =0 | :(—0,000008)
x>—-8x+13,75=0
X1,=41,16—-13,75=4+%1,5 | p/q-Formel

x; =55 x, =25

Wasser hat die Dichte 0,999982 g/cm? bei etwa 5,5 °C und bei etwa 2,5 °C.
Die gesuchten Werte befinden sich im Scheitelpunkt der Parabelgleichung.
f(x) = —0,000008x2 + 0,000064x — 0,00011 | :(—0,000008)

~ W _ 2 _ gy 4124984
0,000008

~ 5000008 {O‘;‘QOS = (x —4)? — 16 — 124984 |  quadratische Ergédnzung

flx) _ 2
~ 0000008 — ¥ — 4" — 125000 | - (—0,000008)

f(x) = —0,000008(x — 4)% + 1
Die groBte Dichte von Wasser ist 1 g/cm3 bei einer Temperatur von 4 °C.
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Dokument mit 17 Aufgaben
Hinweis:
In diesem Aufgabenblatt befinden sich Aufgaben zu quadratischen
Funktionen mit Parameter (Parabelscharen).

Aufgabe Al

Gegeben ist fir jedes t # 0 die Funktionsschar f; mit fi(x) =tx*+1; x e R.
K, ist das Schaubild von f;.

a) Beschreibe den Verlauf in Abhangigkeit von ¢t.

b) Fur welche t—Werte schneidet K, die x-Achse?

c) Bestimme t so, dass die Gerade y = 4x — 1 Tangente an K, ist.

Aufgabe A2
Gegeben ist fiir jedes ¢ die Funktionsschar f, mit f,(x) = —sx* = >x —7; x €R.

4
K, ist das Schaubild von f;.
Fir welche t-Werte hat K, zwei, einen bzw.keinen gemeinsamen Punkt mit der
x—-Achse? Bestimme gegebenenfalls die Schnittstellen.

Aufgabe A3

Gegeben ist die Funktionsschar f; mit f;(x) = x*+ tx + t; x,t € R.

K, ist das Schaubild von f;.

a) Zeige durch Rechnung, dass es genau einen gemeinsamen Punkt aller K; gibt.
Bestimme die Koordinaten dieses Punktes.

b) Welche Geraden durch T(0| — 6) sind Tangenten an K_,?

Cc) Zeige: Es gibt keine Parabel K;, die die Gerade mit y = —2x berihrt.

Aufgabe A4

Gegeben ist fir jedes t > 0 die Funktionsschar f; mit f,(x) = x> — 4tx + 3t% x € R.

K, ist das Schaubild von f;.

a) Bestimme die Nullstellen von f;. Fir welche t-Werte schneidet K, die
x—-Achse in x =17

b) Bestimme den kleinsten y—-Wert, sodass P(1|y) auf K, liegt.

Aufgabe A5
Gegeben ist fir jedes t # 0 die Funktion f; mit f;(x) = —%xz +t% x,teR; t#0.

K, ist das Schaubild von f;.
Nenne Eigenschaften von K,.

Aufgabe A6

Welchen Einfluss hat der Parameter t auf die Funktinsgraphen?
a) fi=tx®*—-x—-2);x ERt#0

b) fi)=G-2)(t—-x);x €R

c) fi)=t(x—-2t)*% x €R
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Aufgabe A7

Far t # 4 ist K, das Schaubild von f; mit f,(x) =

a) Zeichne Kj.

b) Welche Frage kann mit der Lésung von 4(t — 4) > 0 beantwortet werden?
c) Bestimme die Nullstellen von f;. Fir welche t # 4 hat f, zwei Nullstellen?
d) Zeige: die Gerade g mit g(x) = x + 4 ist fUr t # 4 Tangente an K,.

prem 4)x +t; x €R.

Aufgabe A8

Fir jedes reelle ¢t ist die Funktion f; gegeben mit f,(x) = 0,25x* —tx + 9; x € R.
Bestimme t so, dass die zugehdrige Parabel die x—Achse berthrt.
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Losung Al

fi(x)=tx*+1; x R

a) Verlauf von f; in Abhdangigkeit von t:
Wir erkennen, dass der Parameter t lediglich die Offnungsrichtung der
Parabeln sowie deren Streckung bzw. Stauchung beeinflusst (t ist
Koeffizient von x?). Fir t > 0 sind die Parabeln nach oben geéffnet, fir t < 0
sind sie nach unten gedffnet.
Wegen des konstanten absoluten Gliedes 1 schneiden alle Parabeln der
Parabelschar die y-Achse in S, (0]|1). Da die Parabelschar in x-Richtung
nicht verschoben ist, ist sie achsensymmetrisch zur y-Achse. Der
Schnittpunkt S, (0]1) ist gleichzeitig Scheitelpunkt aller Parabeln der
Parabelschar.

b)  Wir ermitteln die Schnittpunkte mit der x—Achse.
fi(x)=0=tx*+1

tx*+1=0 | -1;:t
2 1
xt=-=
t
X1 =% -

t
Schnittpunkte mit der x—Achse kénnen nur dann entstehen, wenn —% > 0. Da

ein Bruch nur dann 0 werden kann, wenn der Zahler 0 wird, im Zahler jedoch
eine konstante Zahl steht, scheidet 0 aus.

—% wird dann > 0 wenn t < 0 ist.

Far alle t < 0 schneidet K, die x-Achse in x;, = + —%.
c) Eine Tangente an eine Kurve ist der BerUhrpunkt einer Geraden an eine
Kurve, eine doppelte Schnittstelle. Schnittstellen von zwei Funktionen
ermitteln wir durch Gleichsetzen. Es entsteht ein
Tangentenpunkt/Berthrpunkt, wenn es nur eine Losung des gleichgesetzten

Systems gibt.

fikx) =4x -1

tx>’+1=4x—-1 | —4x; +1

tx?—4x+2=0
-b+Vb2—4ac

Xip = ———— | abc-Formel
+4+V16-8t

X12 =5

Es gibt nur eine L6ésung, wenn 4 — 8t = 0.

16 —8t =0 |  —16;: (—8)

t = 2 ﬁ xl = 1
X, =2y=4x—-1: y, =4x;,—1=3
Die Gerade y = 4x — 1 ist Tangente an K, im Punkt T(1]|3).
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LOosung A2
fer) = =3 —2x -1 x €R
Schnittpunkte mit der x-Achse sind Nullstellen, zu berechnen Uber f;(x) =0
L2 b, T | - (=2)
2 2 4

L | p/q-Formel

t2-2t t, 1
Y2 =—pE T = TpEpViE—2)

Keine Nullstellen, wenn t(t —2) <0
tt—2)<o0firo<t<?2

Eine Nullstellen, wenn t(t —2) =0
tt—2)=0flrt=0vt=2

Zwei Nullstellen, wenn t(t—2) > 0
tt—2)>0flr—o<t<0V2<t<ow

Losung A3

fix)=x*+tx+t; x,t R

a) Ein gemeinsamer Punkt aller K, ist ein Schnittpunkt. Schnittpunkte
bestimmen wir durch Gleichsetzung. Wir bilden:

fe, () N f, (x)

X2+ tx+ty =x2+tx+t,

tix+t; =t,x + t, | —ty,x; —t;
tx —tyx =t, —t;

x(ty —t) = —(t — t3) | ((t —t2)
x=-1

fi(-D =1+t - (-1)+¢

ft(—l) =1

S(=1]1)

Der sich ergebende Schnittpunkt ist unabhédngig von t, somit haben alle K,

einen einzigen gemeinsamen Schnittpunkt.
b) f,(x)=x%-2x-2

Tangente durch T(0| —6) an K_,:

t(x) = fL(x —w) + f-(w)

f2'(x)=2x—-2

f2' W) =2u-2

fo,(w)=u?-2u-2

t)=Qu-—-2)-(x—uw) +u?>—-2u-2

—-6=Qu-2)-(—w)+u*-2u-2 | Punktprobe mit
—2ut+2u+u?-2u—-2=-6 | mit T (0| — 6)
—u?—2=—-6 —
u?=4

Uy =12

ti(x)=2-2-2)-(x—2)+22-2-2-2
ti(x)=2-(x—2)—2=2x—-6

t(0) =2 (=2)=2) (x+2)+(-2)*=2-(-2) -2
tt(x)=—6-(x+2)+6=—-6x—6

ST (0]-=16)
Powered by GEOGEBRA.org
7N
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c) Kein gemeinsamer Punkt aller K, mit y = —2x: Wir bilden K, ny = —2x
K.Nny=-2x
x> +tx+t=-2x
x2+x(t+2)+t=0
t+2 (t+2)2

X1, =—"% [/t | p/q-Formel

t+2 t2+4t+4—4t t+2
e - e 2
X12 ==, + ’ 2 vVt

Es gibt kein , sodass t? + 4 = 0 ist. Somit gibt es immer zwei Schnittpunkte
und damit keinen Berihrpunkt.

Losung A4
fe(x) =x*—4tx+3t% x €R
a) Nullstellen von f;:
x2—4tx+3t2=0
Xy, = 2t £ V4t? — 3t2 | p/q-Formel
X1, =2t %t
x =3t x,=t
Nullstellen: N;(3t|0); N,(t|0)
Wert von t fir N,(1]0):
Aus N, (3t]|0) ergibt sich N1(1]0).
3
Aus N, (t|0) ergibt sich N;(1]0).
b) Kleinster y—-Wert, sodass P(1|y) auf K;
Gesucht wird kleinstes f;(1).
f:(1) =12 — 4t -1+ 3t?
f:(1)=3t2—4t+1
3t?2 — 4t + 1 ist eine nach oben geodffnete Parabel. Der kleinste t-Wert liegt im
Scheitel.
gt) =3t>—4t+1 | :3
g =t —Zt+1
3 3 3

0= (e-3)' -
0= (e-3)' -
o0=3- (12" -3

Scheitel S(%l—%)

Firt= % ergibt sich der kleinste Wert von y zu f;(l) = —%.

+§ |  quadratische Ergénzung

OlRr Ol

| -3

Losung A5

fe(x) = —ixz +t%4 x,tR; t#0

Die Parabelschar K, ist symmetrisch zur y—Achse und schneidet die positive
y—Achse in S, (0[t*), dem Scheitel. K, ist fir t > 0 nach unten gedffnet und verlauft
aus dem III. Quadranten in den IV. Quadranten. Fir t < 0 ist K, nach oben

gedffnet und verlauft aus dem II. Quadranten in den I. Quadranten.
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Losung A6

a) fi)=tx*—x—-2);x ERt#0
t bewirkt eine Streckung in y—Richtung, da sich die Nullstellen nicht
verandern, sich der y—Achsenabschnitt jedoch mit t verandert. t < 0 bewirkt
zusatzlich eine Spiegelung an der x—Achse.

b) fi(x)=&-2)(t—x); x €R
Die erste Nullstelle ist fix bei x = 2; die zweite Nullstelle ist abhangig von t.
K; ist eine Normalparabelschar nach unten geéffnet.

c) fik)=tx—-2t)%x €R
Die Normalparabel wird in y—Richtung gestreckt mit Faktor ¢ und in
x—Richtung verschoben um 2t. Die Parabel ist flir t < 0 nach unten, flir t >0
nach oben gedffnet.

Lbsunq A7
fe(x) = rem 4)x +t;x €R

a) Zeichnung siehe Grafik rechts. ?]
b) ,Fir welche Werte von ist die Parabel
nach oben gedffnet".
C) NuIIsteIen von f; mit f,(x) = 0:
4(t 4)x +t=0 | 4t —4)
x2+4t-(t—4)=0
x>=4t-(4—-1t)
X1, =12\t (4—1)
f: hat zwei Nullstellen fir:
t-4d-t)>0 =0<t<4
d) fix)ngx)
x+4= 20-1)
(x+4)-4(t—4) =x>+4t(t—4)
4. (tx —4x + 4t — 16) = x> + 4t> — 16t
4tx — 16x + 16t — 64 = x2 + 4t% — 16t
x% — x(4t —16) + 4t2 — 32t + 64 =0
X1, =2t —8+./(2t —8)2 — 4t2 + 32t — 64
X1, = 2t — 8 £ V4t? — 32t + 64 — 4t? + 32t — 64
X1, =2t—8++0
Es gibt nur einen Schnittpunkt, da die Diskriminante Null ist. Somit ist
g(x) = x + 4 Tangente an f; fur alle t # 4.

K

2
x“+t | : 4’(t - 4’) Powered by GEOGEBRA.org

L6ésung A8

fi(x) =0,25x* —tx+9; x €R

t fur BerUhrpunkt von f; mit der x-Achse:

Ein BerUhrpunkt mit der x-Achse ist eine doppelte Nullstelle.

0,25x>—tx+9=0 | 4
x> —4tx+36=0
X1, = 2t £ V4t? — 36 | p/q-Formel

Doppelte Nullstelle fiir 4t2 — 36 = 0:
4t2 —36 = 0; => t1’2 = i3
fs bzw. f_5 beruhrt die x-Achse.
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Dokument mit 22 Aufgaben
Hinweis:
In diesem Aufgabenblatt befinden sich Aufgaben zu quadratischen
Funktionen mit Parameter (Parabelscharen).

Aufgabe Al

Gegeben ist f; mit f;(x) = x* — 0,5t>x + t; x,t € R.

Welche der nachfolgend abgebildeten Schaubilder gehéren zu einer Funktion f;,
welche nicht? Begriinde deine Entscheidung und ermittle gegebenenfalls den
zugehorigen Wert von t.

b)

<)

3 2 a4 o 1 2 3 3 2 a1 0 1 2 g’ s 2 Ao 1 2 L
Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org

Gegeben ist fiir jedes a # 0 die Funktions f, mit f,(x) = >x* —ax; x €R.

K, ist das Schaubild von f,.

a) Betrachten Sie K, flr verschiedene Werte von a und geben Sie drei
gemeinsame Eigenschaften an.

b) FUr welchen Wert von a ist die 1. Winkelhalbierende Tangente an K,?

c) FUr welchen Wert von a ist 3 der gréBte Funktionswert?

Aufgabe A3

Gegeben ist fir t € R die Funktion f, mit f,(x) = (x — 6)(x — t); x €R.

K, ist das Schaubild von f;.

a) Zeichne K, flr drei verschiedene Werte von t.

b) Wo schneidet K; die Koordinatenachsen?

Fur welchen t-Wert hat f, genau eine Nullstelle? Interpretiere.

c) Der Schnittpunkt von K; mit der x-Achse und der Punkt S(3|—1t) sind fur
0 <t < 6 die Eckpunkte eines Dreiecks mit dem Inhalt A(t). Bestimme t so,
dass A(t) = 4 ist.

d) Welche Ursprungsgerade ist Tangente an K,?
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Aufgabe A4

Bestimme die gemeinsamen Punkte der folgenden Funktionen in Abhangigkeit
von t:

a) fi=t-(x—1%und g(x) =1 mitteR\{0}

b) fi(x)=x?+4t-2t>und g(x) = —x?+4x mitteR

Aufgabe A5
Gegeben seien die Funktionen f(x) =2 (x + )2 -2 und g,(x) = —2(x = 3)2 + t;t € R.

a) Berechne alle Achsenschnittpunkte von f.
b) Berechne alle Achsenschnittpunkte von g, in Abhdangigkeit von ¢t.
c) Fur welche t haben die Schaubilder von f und g;

- zwei Schnittpunkte

- einen BerUhrpunkt

- keinen gemeinsamen Punkt?

Aufgabe A6

Welchen Wert muss ¢t annehmen, damit das Schaubild der Funktion
fe(x) = tx? + (t + 1)x die Gerade g(x) = —1 gerade berlhrt?
Bestimme die Koordinaten des BerlUhrpunktes.

Aufgabe A7

Welchen Wert muss ¢t annehmen, damit das Schaubild der Funktion

f:(x) = x? — tx + 72 die nach unten gedffnete Normalparabel p(x) = —x? gerade
berlhrt?

Bestimme die Koordinaten des BertUhrpunktes.

Aufgabe A8

Bestimme die Gleichung der Ortskurve der Scheitelpunkte von f, und zeichne die
Ortskurve und die Schaubilder von f; fur t € {-3;-2;—1;0;1;2; 3} in ein
gemeinsames Koordinatensystem.

2
a) fi)=2x?—2tx+=+1fir -3<x<3und-2<y<4

2
b) fil)=2x2—2tx+=+t—1fir -3<x<3und-7<y< -2
2
©) fl)=-22%+2x—S+t+1flir -3<x<3und-2<y<7
d) filx)=;x*—2tx+4t—1fir -2<x<6und-2<y<6

Aufgabe A9
Auf einer Cerealienpackung ist der Zugangscode fur ein low-cost (d.h. von einem
Informatikkurs programmierten) Computerspiel abgedruckt, dessen Hinter-
3 2
grundlandschaft durch die Parabeln f;(x) = —%xz + t%x —%+%+ 2 beschrieben

wird.
Skizziere die Parabeln fur ¢t € {£2; +1;0} in ein gemeinsames Koordinatensystem
und zeige rechnerisch, dass die Ortskurve der Scheitelpunkte sich durch die

Gleichung o(x) = %xz + 2 beschreiben lasst.
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Losung Al
fr(x) =x*—05t°x+t; x,t €R
a) Der Graph schneidet die y-Achse in S, (0|1). Dies deutet auf t = 1 hin.

Die Funktionsgleichung wére dann f;(x) = x* — 0,5x + 1.
Punktprobe mit ablesbarem Punkt P(2]4):
4=2%2-05-2+1
4=4
Bei Abbildung a) ist t = 1.
b) Der Graph schneidet die y-Achse in S,,(0|2). Dies deutet auf t = 2 hin. Die
Funktionsgleichung ware dann f,(x) = x* — 2x + 2.
Punktprobe mit ablesbarem Punkt P(1]1):
1=1-2+2
1=1
Bei Abbildung b) ist t = 2.
c) Der Graph schneidet die y-Achse in 5,(0]2). Dies deutet auf ¢t = 2 hin. Die
Funktionsgleichung ware dann f,(x) = x* — 2x + 2.
Punktprobe mit ablesbarem Punkt P(—1|1):
114242
1+5
Abbildung c) ist kein Graph einer Funktion f;.

Losung A2
fa(0) = %xz —ax
a) Eigenschaften flr a =1:
filx) =32 —x
Nach oben gedffnete mit Faktor k = 0,5 gestreckte Parabel, Symmetrieachse
bei x = 1, Nullstellen N;(0]0); N,(2]0), Scheitel bei S(1| - 0,5).
Eigenschaften fir a = —1:
fil) = —3a% +x
Nach unten gedffnete mit Faktor k = 0,5 gestreckte Parabel,
Symmetrieachse bei x = —1, Nullstellen N;(0]0); N,(—2]0), Scheitel bei

S(—1]0,5).
Eigenschaften fir a = 2:
fo(x) = x% —2x

Nach unten geoéffnete Normalparabel, Symmetrieachse bei x = 1, Nullstellen
N;(0]0); N,(2|0), Scheitel bei S(1] - 1).

b) Erste Winkelhalbierende y = x als Tangente an K,:
faX)Nx

a.2
Ex —ax =Xx

a 2 _ _ .2
S X x(a+1)=0 | ”
xz _ 2-(a+1)x — 0
a
2(a+D) [ (2(a+1) 2
Xy, =2 4 ( = ) |  p/q-Formel
Bedingung flr BertUhrpunkt: Die Diskriminante muss null sein.
2-(a+1)

=0
a
2a+2=0=> a=-1
Die erste Winkelhalbierende ist Tangente an K_;.
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c) Welches a fir f,(x)max = 3:
Ein groBter Funktionswert liegt im Scheitel einer nach unten gedéffneten

Parabel.

ful) = % — ax I

S'fa(x) =x%—-2x | bilde im nachsten Schritt die quadratische
Erganzung

2 fa)=(x—1%-1 | -2

_a 2_¢4

fa) =2 (x-1?-12 )
S (1]-2)

_2_3 | Aufgabenstellung

2
a=-—6

K_¢ hat den gréBten Funktionswert f_¢(1) = 3.

Losung A3

fel) =S (x = 6)(x — t)

a) Zeichnung siehe Grafik rechts.

b) Schnittpunkte Koordinatenachsen:
Nullstellen mit f.(x) = 0.
Die Nullstellenform ist gegeben.
N1(6]0); N,(t|0)
Schnittpunkt y-Achse:

[ =5 (=6)- (-0 =3¢

5,(0[3)

Welches t flir nur eine Nullstelle: i Ky
Flr t = 6 hat f;(x) nur eine Nullstelle (doppelt)

bei N,(6]0). Diese Nulstelle ist gleichzeitig der %

Powered by GEOGEBRA.org

Scheitel der Parabel.

c) t fur Dreiecksflache A(t) = 4
Die nebenstehende Grafik verdeutlicht
die Situation. 4
Die Dreiecksflache errechnet sich aus

1
Apreieck = 7’ c-he.
C =N2N1 = 6_t

h.=t ;
1 1.5 No(6]0)

Ay =5t (6-t) =3t -t = - T
A(t) =4 .
3t—-t? =4 | —4-2
6t—t>2—-8=0 | (=1 b 53| —1)

—6t+8=0 Powered by GEOGEBRA.org
t1,=3%+v9-8 | p/q-Formel

tl =4, tz =2
A(2)=4und A(4) =4
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d) Ursprungsgerade als Tangente an K,:

folx) =5(x—6)-x

t(x) = mx | Ursprungsgerade mit Steigung m
fo(x) Nt(x)
i(x —6)-x=mx
4 2 8 _ 4
—X“—Z-x—mx = =
9 3 9

2 32 4 _
X" ——=X—=—mx =

27 32 94

2 _ (3224 )=

X x(27+9m) =0

2
32 4 32 4

X, =2y (T
1,2 — 2 - 2

FEACUL

322 4

—+-m=

27 9

4 32 9

9 27 4
8

m=—-
3

Die Ursprungsgerade t(x) = —gx ist Tangente an K,.

Losung A4

a) fi=t-(x—1)2?und gx)=1
fiG)ng(x)
t-(x—1)2=1
tx?2 —2tx+t—1=0 | it

x2—2x+1—%=0

n2=1i/1—1+%
x1=1+\/%, x2=1_\/%
Schnittpunkte: 51<1+\/%‘1>; S, <1—\E

b) fi(x) =x%?+4t—2t? und g(x) = —x? + 4x

)

fe(x) N g(x)

x? + 4t — 2t% = —x? + 4x

2x2 —4x+4t—2t2 =0 | : 2

x> —=2x+2t—t*>=0

X1, =1+V1—-2t+1t? | p/q-Formel

X1,=1%x(1-1¢t)

X 1=t x,=2-—t

gy =—t>+4t; gR-t)=-Q2-1)?+4Q—-t)=—-4+4t—t>+8—4t=—-t*>+4
Schnittpunkte: S, (t|4t — t?); S,(2 —t|4 —t?)
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Losung A5
a) Achsenschnittpunkte von f mit f(x) = %(x +1)% —2:

Schnittpunkt mit der y-Achse f(0):

fO=30+1D2-2=~3

5y(0]-3)

Nullstellen mit f(x) =0

1(x +1)2-2=0

%x2+x———0 | -2
x24+2x-3=0

X1,=—-1%£+v1+3 | p/q-Formel
x =1, x,=-3

N;(1]0); N,(-3]0).

b)  Achsenschnittpunkte von g, mit g,(x) = —%(x —3)2 +¢;
Schnittpunkt mit der y-Achse g,(0):
9:(0)=—3(0-3)2+t=—2+¢t
5,(0[-3)

Nullstellen mit g,(x) =0
—2(x=32+t=0

—2x?+3x =2+t =0 | -(-2)
x2—6x+9-2t=0
X12=3xV9-9+2t | p/q-Formel

x1=3+\/§, x2=3_\/§
Ni(3 +V2t[0); N> (3 = V2t|0)

c) Schnittpunkte von f und g;:
fx) N ge(x)
S+ -2=—2(x-3)2+t] -2
(x+1)2—4=—-(x—-3)*+2t
x24+2x+1—4=—-x2+6x—9+2t
2x2—4x+6—-2t=0 | : 2
x> =2x+3—-t=0
x,=1+VI—-3+¢
Zwei Schnittpunkte:
—24+t>0
t>2
ein Schnittpunkt:
—24+t=0
t=2
kein Schnittpunkt:
—24+t<0
t<?2
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Losung A6

Berlihrpunkt von f(x) = tx? + (t + 1)x mit g(x) = —1:

g(x) = —1 ist eine Parallele zur x-Achse im Abstand y = —1. f; kann diese Gerade
nur im Scheitel bertihren. Aus diesem Zusammenhang heraus ergibt sich Uber:

fi(x) =tx? + (t + Dx |t
i) _ 2 L
t
@ ( ”1) (”1 |  Quadratische Ergénzung
2

)
s (-5

s (-5 -450)

= =-1
(t+1)2 =4t

t2+2t+1—-4t=0

t2—=2t+1=0

t1,=1+V1I—-1

Fir t =1 beruhrt f; die Gerade g mit g(x) = —1.
Berthrpunkt S;(—-1|—1)

Losung A7/

t fir Berihrung von f;, mit f;(x) = x2 — tx + 72 und p mit p(x) = —x?
fe(x) N p(x)

x2—tx +72=—x? | +x?

2x2—tx+72=0 | : 2

x2—5x+36=0

xl‘z - + ’—_36

Beruhren bedeutet, dass der Ausdruck unter der Wurzel null sein muss.

tZ

£ _36=0

16

t?=16-36

t1'2 =i4'6=i24

fi bzw. f_, bertuhrt p.

Berihrpunkte:
24 24
x1=7=6; x2=—T=—6

p(6) = —36; p(—6) = —36
B1(6|—36); B,(—6|—36)

L6ésung A8

Lésungshilfe

Bestimme zundchst den Scheitel der Parabel in Abhangigkeit von ¢.

Stelle dann die erhaltene x-Koordinate nach t um. Setze dieses t in die
y-Koordinate des Scheitels ein.

Die dadurch erhaltene Funktionsgleichung ist die Gleichung der gesuchten
Ortskurve.

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500. E)OO Aufgaben fir Schule und Studlum

www.fit-in- mathevonllne de!
Seite 121

Dr. Ing Meinolf Muller / webmaster@flt in- mathe onllne de LT
| | @ by Fit-in-Mathe-0Online.de



\i / " Drfferertzra)‘rechmfng

AUf gabenbla t f Funktxonsk!assen i\

zu quadrat;schen FUﬂkff-Oﬂenm.rt Parameter La.su'n en

2 © by Fit-in-Mathe-Online.de

Level 3 - Expert — Blatt 5

a) ft(x)=2x2—2tx+§+1 [ :2
5O 2 x4+ £ 41
by ne
filx)=2- (x——)z—t2—2+§+1

2 2
fi(x)=2- (x——) —:+1
s: (-5 +1)

t
Xsp =5 => t=2x

t2
t-»> ——+1

4 2
o(x)=—%+1=—x2+1

b) ft(x)=2x2—2tx+§+t—1 | :2
@=x2—tx2+§+£—%
(g

t 2—4t+4

ft(x)=2(x_5)2_t 4

5 (-4
Xg =§ => t=2x

t
(t-2)2

Ortskuwej i
D

/ ()(:lf) = (2 - )"
t—> — N ‘
000) = - E = _(x-1)?

Powered bv GFOGFRRA.ora !

2
C) —2xP42ex—+t+1 | :(=2)
2 Ortskurve- - - -e-|--
ft;x)_xz_tﬁ__%_% o) = (l+1‘
2 2 2 | Y
e e K
filx) ( t) —t?—4t—4
P /ACO N VN I (=2)
2 2 8
t\2  t2+4t+4
fe(x) = -2 (x _E) L
t|(t+2)?
St(E 4 ) \ |
xSt:E j> t=2x 1 2\ ¢
MR (t+2) ‘
o) = - = (x + 17 i
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d) fi(x)= %xz —2tx+4t—1 | -2 \
2fi(x) =x?—4tx + 8t —2 3
2f;(x) = (x — 2t)% — 4t> + 8t — 2 [ :2 2
ft(x)=%-(x—2t)2—2t2+4t—1 \ "

Bm? g 9 10 11 12

Ortskurve

o(2) ==

fi) =5 (x—26)2 S (4t2 = 8t) — 1
fi) =5 (x—202 =2 (2t —2)? +2 -1
fi)=3-(x—202 -2 (2t -2 +2-1
fi) =5 (x =262 =2 (2t — 2)? +1

S, (2t|—%(2t— 2)? + 1)

Xs, =2t => t=2

1 , :
t—> -3 (Zt — 2)2 +1 Powered by GEOGEBRA.org

(1—7) +1

lOl —

o(x) = —%(x—Z)Z +1

Losung A9

Lésungshilfe

Bestimme zundchst den Scheitel der Parabel in Abhangigkeit von ¢.

Stelle dann die erhaltene x-Koordinate nach t um. Setze dieses t in die
y-Koordinate des Scheitels ein.

Die dadurch erhaltene Funktionsgleichung ist die Gleichung der gesuchten
Ortskurve.

3 2
fi) = —2x?+t2x -+ =42 | (_%)
—%-ft(x) =x% = 2tx + t* —t—%
—%'ft(x) =@x—t)F—t*+t>—t —% |  quadratische Ergénzung
—2fil) = (-0~ -7 (-3

fi) =t -2+ L +2

s:(d 5 +2)
Xs, =t => t=x

t2 Ortskurve
t - Py +12 5
o(x) = Exz +2

1
ofz) = ST+ 2
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