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zu quadratischen Funkffonen(Parabe!n)
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Def|n|t|on des Bequffs ,Funktion"

Definitionsmenge (Funktionsargument, unabhangige Variable, x-Wert)
genau ein und nur ein Element der Wertemenge (Funktionswert,
abhdngige Variable, y-Wert) zuordnet.

Die quadratische Funktion (Parabel)
Den angeflihrten Definitionsbegriff

Werte des_!

einer Funktion verdeutlicht die
nebenstehende Graphik.

Jedem einzelnen x ist durch die
Funktionsvorschrift y = ax? + bx + ¢
genau ein und nur ein y-Wert
zugeordnet.
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Auffrischung Mittelstufenwissen

Die allgemeinen Form einer quadratischen Funktionsgleichung lautet:
f(x) = ax?®+ bx + c.

Die Variablen a, b und ¢ haben dabei die nachfolgend naher beschriebene

Bedeutung:
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Bedeutunq des Parameters a

Der Parameter a € R\{0} bestimmt die Offnung (Streckung bzw. Stauchung in
y-Richtung) der Parabel. Es gilt:

Wert von a Auswirkung Grafik
Nach oben gedffnete, gestreckte
a>1
Parabel
a=1 Nach oben gedffnete Normalparabel 0
0<a<l Nach oben gedffnete, gestauchte
Parabel
1<a<0 Nach unten gedéffnete, gestauchte
Parabel
_ Nach unten gedffnete .
a=-1 :
Normalparabel l =
Nach unten geodffnete, gestreckte
a< -1
Parabel
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Bedeutunq des Parameters b

Der Parameter b € R bestimmt eine Verschiebung der Parabel in x-Richtung.

Zur Feststellung der Verschiebungsweite muss die allgemeine Funktionsgleichung
f(x) = ax*+ bx + ¢ in die Scheitelpunktgleichung f(x) = a(x — x,)? + y, Uberfihrt
werden, wobei x; und y, die Koordinaten des Scheitelpunkts S(xs|ys) sind.

Die Gleichungsumstellung erfolgt Uber die quadratische Erganzung mit

b\’ b?
fgx)z a<x+%> +C_E
Mit xs=—% und ys=c—% kann der Scheitel jedoch jederzeit auch ohne

Formelumstellung ermittelt werden.

Der Wert von xg bestimmt die Verschiebung der Parabel in x-Richtung. Es gilt:

Wert von Xg Auswirkung Grafik
Y >0 Die Parabel ist in x-Richtung nach i
s rechts verschoben. s \\/
Yo =0 Die Parabel ist in x-Richtung nicht °"5***°}
s verschoben.
e <0 Die Parabel ist in x-Richtung nach i
s rechts verschoben. s \\/
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Bedeutunq des Parameters ¢

Der Parameter ¢ € R bestimmt die Verschiebung der Parabel in y-Richtung. Es gilt:

Wert von ¢ Auswirkung
Die Parabel ist in y-Richtung nach
c>0
oben verschoben.
y=0,4x+0
=0 Die Parabel ist in y-Richtung nicht
B verschoben.
4] y=1,25x215
Die Parabel ist in y-Richtung nach
c<O0 1
unten verschoben
Beispiele
Beispiel 1:  Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) = x> — 4x + 1 und g mit

Losung 1:

Beispiel 2:

glx) = —%xz —x+ Z Stelle fir jede Funktion die Werte der

Koeffizienten a, b und ¢ fest und mache eine Aussage Uber die Lage
der beiden Parabeln.

Funktion f:

a=1, b=—-4;, c=1

Es ist eine in x-Richtung verschobene nach oben gedffnete
Normalparabel, die die y-Achse in S, (0]|1) schneidet.

Funktion g:
a= —%; b=
Es ist eine in x-Richtung verschobene, nach unten gedffnete, mit dem
Faktor k = |a| = % gestreckte Parabel, die die y-Achse in S, (0 %)

schneidet.

3
-1, ¢c==
2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x* — 4x + 1. Bestimme fur die
Funktion den Verschiebungsfaktor in x— und y-Richtung gegeniber der
Funktion h mit h(x) = x? sowie den Scheitelpunkt.
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Losung 2: Funktion f: f(x) =x*—4x+1
Lésungsméglichkeit 1:
Formelumstellung in die Scheitelpunktform Uber die quadratische
Erganzung.
x2—4x+1=(x-2)2-4+1=(x—-2)>-3
Der Scheitelpunkt lautet S(2| — 3).
Lésungsmoglichkeit 2:
Ermitteln des Scheitels Gber die Formeln.

Xs -2y

2a 2’1(4)2

b —
}’s—C—a—l—“—l—‘L——?’

Der Scheitelpunkt lautet S(2| — 3)

Lésungsmoglichkeit 3:

Ermitteln der x-Koordinate des Scheitels Gber die Nullstellen und die
Symmetrie.

x2—4x+1=0

X, =2+V4-1=24+3

Da die Symmetrieachse zwischen den beiden Nullstellen in der Mitte
liegt, ist xg = 2.

f2Q)=22—-4-2+1=4-8+1=-3

Der Scheitelpunkt lautet S(2| — 3)

f ist gegenliber h mit h(x) = x? in x-Richtung um 2 Stellen nach rechts
und in y-Richtung um 3 Stellen nach unten verschoben.

Beispiel 3:  Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) = —%xz —x+ %
Bestimme flr die Funktion den Verschiebungsfaktor in x— und y-

Richtung gegenlber der Funktion h mit h(x) = ——x , sowie den
Scheitelpunkt S.
Losung 3: Funktion f(x)= —%xz - X +§

Lésungsmoglichkeit 1:
Formelumstellung in die Scheitelpunktform Uber die quadratische

Erganzung.

fl)=—sx2—x+2 | (-2
-2 f(x)=x*+2x-3

2 f)=x+D?-1-3 | :(-2)

fQ)=—2 (x+ 12 +2
Der Scheitelpunkt lautet S(—1]2).

Loésungsmoglichkeit 2:
Ermitteln des Scheitels tGber die Formeln.

2a

—e X3 w3 1
Vs = 4a2 2 4_(_%)_ to=2

Der Scheitelpunkt lautet S(2] — 3)
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Losungsmogllchkelt 3:
Ermitteln der x-Koordinate des Scheitels Gber die Nullstellen und die
Symmetrie.
—%xz—x+§=0 | - (=2)
x> +2x—-3=0
x12 =_1iW=_1i\/Z
Da die Symmetrieachse zwischen den beiden Nullstellen in der Mitte
liegt, ist xg = —1.

fED == D2 - (-D+3=2
Der Scheitelpunkt lautet S(—1]2)

f ist gegenliber h mit h(x) = —%xz in x-Richtung um 1 Stelle nach links
und in y-Richtung um 2 Stellen nach oben verschoben.

Erweitertes Wissen quadratischer Funktionen
Zum erweiterten Wissen Uber die quadratischen Funktionen gehéren die
Themenkreise

e Scheitelform;
Symmetrie- und Globalverhalten;
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen;
Schnittpunkte zweier Parabeln;
Aufstellung von Funktionsgleichungen;
Anwendungsorientierte Themen;
Quadratische Funktionen mit Parameter.
Nachfolgend werden die einzelnen Themenkreise behandelt.

Scheitelform

Eine quadratische Funktionsgleichung hat - je nachdem ob sie nach oben oder nach
unten gedffnet ist — einen tiefsten bzw. einen héchsten Punkt. Diesen Punkt nennen
wir den Scheitelpunkt (Scheitel) einer Parabel.

Die Funktionsgleichung einer Parabel kann auch Uber die Scheitelform dargestellt

werden mit

f(x) =alx - xs)z + Vs,
mit a als Streckungsfaktor in y-Richtung und S(x,|y,) dem Scheitelpunkt und seinen
Koordinaten x; und y;.

Dabei kann die Hauptform f(x) = ax? + bx + ¢ jederzeit aus der Scheitelform
hergeleitet werden durch Auflosung der binomischen Formel (x — x,)%. Auf die
Aufldsung binomischer Formeln wird hier nicht mehr naher eingegangen, siehe
hierzu den Portalteil ,Binomische Formeln®.

Umgekehrt kann die Scheitelform jederzeit aus der Hauptform hergeleitet werden.
Hierzu bedienen wir uns der quadratischen Erganzung, deren Herleitung kurz
wiederholt werden soll. Ausfiihrliche Erlauterungen hierzu findest du ebenfalls im
Portalteil ,,Binomische Formeln®.

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500. DOO Aufgaben fur Schule und Studlum
www.fit-in- mathevonllne de Y, W/

Dr. Ing Meinolf Muller ! webmaster@flt in- mathe onllne de BTl
@ by Fit-in-Mathe-0Online.de



_ 1N | Differenzialrechnung
_ WIKI Funktionskiassen / \/ |
zu quadratischen Funktionen (Parabein) Yl
© by Fit-in-Mathe-0Online.de
Herleltunq der Scheltelform aus der Hauptform
Ausgehend von der Hauptform f(x) = ax? + bx + ¢ bilden wir zunachst fiir das
Gleichungsglied ax? + bx die quadratische Erganzung zur Umformung des Gliedes in
eine binomische Formel. Hierzu formen wir um:
ax? + bx | Ausklammern von a

a (xz + Ex)

“ 2

" .. b . . b .
Nun kénnen wir ja aus a(x2 +Ex) nicht einfach a-(x +Z) machen, denn, wenn wir
diese binomische Formel nach den binomischen Regeln wieder auflésen, erhalten

wir: a - (x + 2%)2 =a- (x2 + %x + %) . Zwar entsprechen die ersten beiden Glieder

x? +§x ja wieder den beiden Gliedern in der Klammer unserer Ausgangssituation
a(x2 +§x), allerdings ist jetzt wohl das +% zu viel. Um dennoch weiterzukommen,
ziehen wir also dieses +ﬁ mit —b—z wieder ab, erhalten also:

(x +2 X +4b722—f—2) was zwelfelsohne dem Ausdruck a(x +- x) entspricht.

Aus den ersten drei Gliedern x? +;x +m in der Klammer lasst sich nun aber eine

2
binomische Formel bilden, sodass wir a - ((x +%)2 - %) erhalten. Wenn wir jetzt
diesen Ausdruck wieder ausmultiplizieren, erhalten wir

b\2 b2
a'(x +-5;) 4a )
2
Somit haben wir ax? + bx ungeformt in a(x +%) —i’—a.Wir setzen diesen Ausdruck in

f(x) ein und erhalten die endgultigen Scheitelform f(x) = a(x +%)2 ——+c.

Und da die Scheitelform ja auch lautet f(x) = a(x — x,)? + y;, ist somit

b b? N
Xe = ——; =——+4cC
s 2a’ S 4q
Wie du siehst, ist dies ein sehr aufwendiges Verfahren. Wie man das einfacher
machen kann, erfahrst du nachfolgend.

Gegeben sei die Parabelgleichung
f(x) =3x*+ 12x + 10,

die Faktoren sind a =3, b =12 sowie ¢ = 12. Unter Verwendung der beiden o. a.

b 12 144

2
Formeln erhalten wir x5 = —2a= "33 2 und ys = —Z—a+c =-,5;t10=-2

Zur manuellen Umrechnung gehen wir wie folgt vor:
Vorbereitender Schritt (nicht erforderlich bei a = 1):
f(x) =3x*+12x + 10 | : 3 Herstellung Koeffizient 1 von a.

%-f(x)=x2+4x+?
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Nun konnen wir mit der rechten Seite der Glelchung die Scheitelform mit 7 einfachen
Schritten erstellen:

Der Ausdruck lautet x* +  4x + ?
1. Schritt: (x i l
2. Schritt: (x +
3. Schritt: :2
(x + %
: 2
4. Schritt: (x + 2)°—
5. Schritt: il
22
2T
(x + 2 — 4 v
10
6. Schritt: (x + 2)2 — 4 + .
2
7. Schritt: (x + 2)2 —3

Auf der linken Seite der Gleichung steht aber nicht mehr f(x), sondern é-f(x).

gf(x) =(x+2)%— g Gut, dann multiplizieren wir die Gleichung wieder mit 3 und

erhalten

) = 3(x +2)% -
Die Parabel mit der Funktionsgleichung f(x) = 3x* + 12x + 10 hat den Scheitel

S(=2| - 2).

Beispiel 4:

LOsung 4:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2x? + 8x + 12. Bestimme den
Scheitel und gib den Funktionsterm in der Scheitelform an.

Wir stellen zunachst die Funktionsgleichung von f um in die
Scheitelpunktgleichung.

f(x) =2x%+8x+12 | :2

%f(x) =x?+4x+6

Sf@) =(x+2)?-4+6

SF@) = (x +2)2+2 | -2

Somit lautet die Scheitelform

fx)=2(x+2)*+4

Die Parabel hat den Scheitelpunkt S(—2|4).

Alternativ:
a=2;, b=8, c=12
2
xsz—i— 282 -2; ys=—Z—a+c=—%+12=4

FG) =2(x+2)2+4; S(=2]4).
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Es gibt zwei Arten von Symmetrieverhalten, namlich die Achsensymmetrie und die
Punktsymmetrie. Genaueres hierliber erfahrst du um Kapitel , Graphen und

Funktionen analysieren®.

Eine quadratische Funktion ist
stets achsensymmetrisch zur
Achse, die durch den
Scheitelpunkt verlauft.

__Il. Quadrant

Beim Globalverhalten will man
wissen, wo der Graph einer

Funktion herkommt und wo er /&~ —eodilt /()

 lQuadrant |

nach oberj geoffnete Parabel

Jir x — Do gilt f(z) - o

-15 -10

hinlauft.

Will man wissen, wo der Graph
einer Funktion herkommt, muss
man den y-Wert der Funktion flr
den Wert x = —oo bestimmen.
Will man wissen, wo der Graph
einer Funktion hinlduft, muss ma " Quadrant Yy
den y-Wert der Funktion fur den
Wert x = +o0o0 bestimmen.

Der Graph einer quadratischen
Funktion kommt aus dem II.

__ . Quadrant |

Powered by GEOGEBRA.org

|
|
I
|
I
|
|
|
I
|
|
\i/ s €T 15
Xs(1]-2.5) ! !

| 1 ___IV.Quadrant_ 7:7 N
‘<--Symmetrleachse z=1 1

fir x — —po gilt f(2) — //x/‘\

|. Quadrant

”a,c,h, unten Vgreorffrnete Parabel

fir\e — od gilt f(z)—» —o0

-10 -5 0

Quadranten und verlauft inden I ™
Quadranten, sofern die Parabel

nach oben gedffnet ist. lIl. Quadrant

Der Graph einer quadratischen Fu !
Powered by GEOGEBRA.org

5 10

1532

IV. Quadrant
- — —SymmeXieachse © = 2

verlauft in den 1V. Quadranten, Suicii uic rarauct riactl u:u.cn yculliicu 1oL,

Beispiel 5:  Gegeben ist die Funktion £ mit f(x) = 2x? — x — 2. Bestimme die
Gleichung der Symmetrieachse und gib das globale Verhalten an.
Lésung 5: Wir stellen zunachst die Funktionsgleichung von f um in die

Scheitelpunktgleichung.
f(x)=%x2—x—2 | -2
2f(x) =x%2—2x—4
2f(x)=(x—-1)2-1-4
2f(x)=(x—1)2-5 | :2
fO) =5 -1)?-3

Die Parabel hat den Scheitelpunkt S(1|—§).

Damit ist x =1 Symmetrieachse von f.
f ist nach oben gedéffnet, somit gilt:

Flr x » —oo gilt f(x) » o; Flr x - oo gilt f(x) > o
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Schnlttpunkte mit den Koordinatenachsen
Es gibt zwei Arten von Schnittpunkten mit den Y
Koordinatenachsen. a
Die erste Art sind die Schnittpunkte mit der x-

Achse, Nullstellen genannt. 2
Eine Nullistelle heit Nullstelle, weil dort der

Differenzialrechnung

® by Fit-in-Mathe-Online.de

y-Wert Null ist. -
Aus dieser Tatsache heraus lassen sich NuIIste P

berechnen, indem man den g s
y-Wert der Funktionsgleichung auf den Wert n

setzt und die Gleichung nach x aufldst. y-Achsenabschnitt — i -
Die zweite Art ist der Schnittpunkt mit der y-

Achse, vielfach auch als y-Achsenabschnitt .
bezeichnet. Powered by GEOGEBRA.org

Im Schnittpunkt mit der y-Achse ist der x-Wert Null.

Sy(0] - 4)

Aus dieser Tatsache heraus lasst sich Schnittpunkt mit der y-Achse berechnen,

indem man alle Vorkommen von x auf null setzt und y berechnet,

Beispiel 6:  Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %xz —x — 4.

Bestimme alle Schnittpunkte mit den Koordinatenac
Lésung 6: Nullstellen:

Wir setzen f(x) = 0 und lIésen die Gleichung nach x

1 2

SX°—x—4=0 | -2

x2—2x—-8=0

X1,=1+v1+38 | p/q-Formel

x,=143=4; x,=1-3=-2

also f(0) bildet.

hsen.

auf:

Die Nullstellen haben die Koordinaten N;(—2|0) und N,(4|0).

y-Achsenabschnitt:
Wir bilden f(0):
fO)=2-02—x—4=—4

Der Schnittpunkt mit der y-Achse hat die Koordinaten S, (0| — 4).

Beispiel 7:  Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —%xz +x—1.

Bestimme alle Schnittpunkte mit den Koordinatenac
Lésung 7: Nullstellen:

Wir setzen f(x) = 0 und lIésen die Gleichung nach x

-ix2+x—1=0 R G))

x> —4x+4=0

X1, =2+V4—4 |  p/q-Formel

X, =2

hsen.

auf:

Die Nullstellen hat die Koordinaten N;(2|0). Da die quadratische
Gleichung nur eine Lésung hat, sprechen wir hier von einer doppelten

Nullstelle.
y-Achsenabschnitt:

Wir bilden £(0):
fO)==7-0240-1=—1

Der Schnittpunkt mit der y-Achse hat die Koordinaten S, (0| — 1).
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Beispiel 8:

zu quadratischen Funktionen (Parabein)

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %xz —x + 4.

Differenzialrechnung
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Bestimme alle Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.
Lésung 8: Nullstellen:
Wir setzen f(x) = 0 und Iésen die Gleichung nach x auf:

%xz—x+4 | -8
x> —8x+32=0

X1, =4+vV16 —32 | p/q-Formel
Die Gleichung hat keine Lésung, die Diskriminante ist kleiner null.
Der Graph der Funktion f hat keine Nullstellen.

y-Achsenabschnitt:
Wir bilden f(0):
fO)=2-02—0+4=4

Der Schnittpunkt mit der y-Achse hat die Koordinaten S, (0[4).

Die Losungsergebnisse flihren uns zu folgendem

7

Merksatz Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

Die Schnittpunkte einer Funktion f mit der
x-Achse heiBen Nullstellen.

Wir berechnen Nullstellen, indem wir die
Funktionsgleichung f(x) auf null setzen und
nach x aufldsen.

Hat die auf null gesetzte Funktionsgleichung
keine Losung, so existieren auch keine
Nullstellen.

Die Schnittpunkte einer Funktion f mit der
y-Achse wird auch als y-Achsenabschnitt
bezeichnet.

Wir berechnen den Schnittpunkt mit der y-
Achse, indem wir £(0) bilden.

Powered by GEOGEBRA.org

Gegenseitige Lage von Parabeln und Geraden

Eine Parabel und eine Gerade kdnnen verschiedene Lagen zueinander haben. Zur
Untersuchung dieser gegenseitigen Lage prifen wir, ob es gemeinsame Punkte gibt.
Wir erinnern uns an einen Basissatz der Funktionsbetrachtung:

Schnittpunkte.

Gemeinsame Punkte von Graphen zweier Funktionen heil3en

Schnittpunkte bestimmen wir durch Gleichsetzung der
Funktionsgleichungen und Auflésen der dabei entstandenen
Gleichung nach der Variablen x.
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Die folgenden drei Beispiele veranschaulichen die Méglichkeiten der gegenseitigen
Lage von Parabeln und Geraden.

Beispiel 9:

Lésung 9:

Beispiel 10:

Lésung 10:

Beispiel 11:

Losung 11:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —x? + 2x + 3 sowie die Gerade g
mit g(x) = x + 1.

Prife die gegenseitige Lage von f und g.
Gleichsetzung:

f ng: Sekante
—x?2+2x+3=x+1 | —x; —1

—x*+x+2=0 | (-1

x2—x—-2=0

X1,=05%+,025+2 | p/q-Formel

X, =2; x,=-1

g2)=3 g-1»)=0 T:
Die Gerade g schneidet die Parabel f

Zwelmal In Sl(_llo) und 52(2|3)' Powered by GEOGEBRA.org

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —x? + 2x + 3 sowie die Gerade g
mit g(x) = —2x + 7.

Prife die gegenseitige Lage von f und g.
Gleichsetzung: -

fng: .
—x%2+2x+3=-2x+7 | +2x; =7 Yy
—x%+4x—4=0 | (-1 e
x2—4x+4=0 A
X1, =2FV4—4 | p/q-Formel

X =2 !
g(2)=1

-1

Die Gerade g berthrt die Parabel fin * [ °
51(2|1).

Powered by GEOGEBRA.org

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —x? + 2x + 3 sowie die Gerade g
mit g(x) = x2 + 4.

Prife die gegenseitige Lage von f und g.
Gleichsetzung: )
f ng: Passante

—x?24+2x+3=2x+4 | —2x; —3
—x? =1 | (=1
x?2=-1 | Vv

V' aus negativem Wert nicht méglich.
Die Gerade g hat keine gemeinsamen
Punkte mit f. g passiert f.

Powered by GEOGEBRA.org
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WIKI Funkfronskiassen
ZU qua dratrschen Funkffonen (Parabeln)

| b R i At
Die Lbsungsergebnlsse fihren uns zu folgendem

Merksatz Lage von Gerade und Parabel

Schneidet eine Gerade eine Parabel in zwei verschiedenen Punkten, so heif3t
diese Gerade Sekante; die beiden Punkte nennen wir Schnittpunkte.

Berihrt eine Gerade eine Parabel in einem Punkt, so heiBt diese Gerade
Tangente, den gemeinsamen Punkt nennen wir Beriihrpunkt.

Haben eine Gerade und eine Parabel keinen gemeinsamen Punkte, so heiBt diese
Gerade Passante.

Aufstellen von quadratischen Funktionstermen

Durch welche Parabel kann der
Verlauf des Brlickenbogens der
Yangtze River Bricke (China) ,
naherungsweise beschrieben @&
werden? B, 5

.y

Bricke (ber den Yangtze River [ ——

In vielen Fallen ist der Term einer quadratischen Funktion nicht von vornherein
bekannt. Ausgehend von bestimmten Eigenschaften eines parabelférmigen
Gebildes, kdnnen wir jedoch einen solchen Term bestimmen.

Im obigen Bild z. B. ware der hochste Punkt des Brlickenbogens von Interesse,
denn den kdnnten wir zum Scheitelpunkt einer Parabel erklaren. Weiterhin
kdnnten wir die linke und rechte Verankerung des Bogens am Ufer als Nullstellen
einer Parabel in einem geeigneten Koordinatensystem ansehen. Alleine aus
diesen beiden Eigenschaften lieBe sich dann ein quadratischer Funktionsterm
aufstellen.

Ein quadratischer Funktionsterm lasst sich wie folgt darstellen:

Hauptform: f(x) =ax®*+bx+c Parameter: a,b,c
Produktform: fO)=alx—x1)  (x—x3) Parameter: a, x;,x,
Scheitelform: f(x) =alx —x5)? + ys Parameter: q, xg, ys

Alle drei Darstellungsformen enthalten jeweils drei Parameter. Um einen
Funktionsterm aufzustellen, missen diese drei Parameter aus bekannten
Eigenschaften bestimmt werden.

Wollen wir nun einen Funktionsterm bestimmen, so kommt es darauf an, was gegeben
ist. Ist der Scheitel bekannt, wird man den Funktionsterm in der Scheitelform
ansetzen. Sind zwei Nullstellen bekannt, wahlen wir die Produktform. Die Hauptform
hat drei Unbekannte a, b, und ¢, dazu bendétigen wir drei bekannte Punkte, die auf der
Parabel liegen.

Die genaue Vorgehensweise kannst du in den nachsten vier Beispielen sehen.
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Beispiel 12:

zu quadratischen Funktionen (Parabein)

Differenzialrechnung

WIKI Fuﬁ-ﬁjonskfassen '
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Bestimme den Funktionsterm einer quadratischen Funktion, wenn der
Graph...
a) ...achsensymmetrisch zur y-Achse ist und durch die Punkte P(1| — 2)
und Q(2|1) geht.
b) ...die y-Achse in $(0|1) schneidet und durch die Punkte P(2| — 1) und
Q(—1] —4) geht.
C) ...eine verschobene, an der x-Achse gespiegelte Normalparabel ist, die
durch die Punkte P(1|0) und Q(—2|3) geht.
Loésung 12: Diese Aufgaben sind vom Typ ,Funktionsterm mit zwei bekannten
Punkten und besonderen Eigenschaften®.
a) Eine zur y-Achse achsensymmetrische Parabel ist in x-Richtung nicht
verschoben, damit erhalten wir den Funktionsansatz:
fx)=ax*+¢c
(1) —2=a-1%+¢ | Punktprobe mit P(1| — 2)
(2) 1=a-2%+c¢ | Punktprobe mit Q(2|1)
(1)-(2) -3=-3a | : =3
a=1
a-(1) -1=1+c | -1
c=-2
flx)=x%-2
b) Parabel durch drei bekannte Punkte, damit erhalten wir den
Funktionsansatz:
f(x)=ax®*+bx+c
Aus dem Punkt S(0]1) heraus ergibt sich ¢ = 1.
(1) —1=a-2242b+1 | Punktprobe mit P(2| — 1)
(2) 4=qa-(-1)? -b+1 | Punktprobe mit Q(—1|4)
(1) —1=a-22+4+2b+1 | -1
(2) 4=a-(-1)?-b+1 | -1; -2
(1) 4a + 2b = -2
(2) 2a—2b=6
(1)+(2) 6a=4 | :6
a=3
a- (1) 4-3+2b=—2 | —g
2b=-2 | 2
; 3
-~ 73
fx) = %xz —-x+1
c) Eine an der x-Achse gespiegelte Normalparabel hat den Parameterwert
a = —1. Zwei weitere Punkte sind bekannt, damit erhalten wir den
Funktionsansatz:
f(x)=—=x*+bx+c
(1) 0=-1-12+b+c | Punktprobe mit P(1]0)
(2) 3=-1-(-2?%?-2b+c | Punktprobe mit Q(-2|3)
(1) 0=-1+b+c | -1
(2) 3=—4-2b+c | +4
(1) b+c=1
(2) —2b+tc=7
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(1)-'-(2) 3b = —6 | :3

h=-=2
b-(1) —-24c=1 | +2
c=3

f(x) = —x?—2x+3

Beispiel 13: Der Graph einer quadratischen Funktion geht durch P(1| —2). Er
schneidet die x-Achse in den Punkten N;(—1|0) und N,(3]|0). Bestimme
den Funktionsterm in der Hauptform.

Loésung 13: Diese Aufgabe ist vom Typ ,Funktionsterm mit zwei bekannten
Nullstellen und einem weiteren bekannten Punkt". Damit erhalten wir
den Ansatz:

f(x) =alx—x) (x —x3)
mit x; und x, als den beiden Nullstellen.

fX)=alx+1) - (x—-3)

—2=a(1+1)-(1-3) | Punktprobe mit P(1| — 2)
—2=a-1-(-2)

—2=-2a => a=1

f)=1-(x+1)-(x—3) | Produktform
flx)=x%—-2x-3 | Hauptform

Beispiel 14: Eine quadratische Funktion f hat an der Stelle x = 1 den kleinsten
Funktionswert —2. Bei x = 3 hat sie den Funktionswert —1. Gib den
Funktionsterm in der Hauptform an.

Losung 14: Diese Aufgabe ist vom Typ ,Funktionsterm mit Scheitel und weiterem
Punkt®. Damit erhalten wir den Ansatz:
f(x) = alx —x5)* + s
mit xg und ys als Koordinaten des Scheitels.
f)=a-(x—1)%-2

—1=a-3-1)?-2 | Punktprobe mit P(3| — 1)
—1=4a-2 | +2

l1=4a => a =%

fx) = %' (x—1)*-2 | Scheitelform

Ji€3) =%x2—%x—£ | Hauptform

Beispiel 15: Der kleinste Funktionswert einer quadratische Funktion f ist —2. Ihre
Nullstellen sind bei x; = —1 und x, = 3. Bestimme den Funktionsterm in
der Hauptform.

Loésung 15: Diese Aufgabe ist vom Typ ,Funktionsterm mit Nullstellen und
kleinstem Funktionswert". Aus Symmetriegriinden liegt der kleinste
Funktionswert ja genau in der Mitte der beiden Nullstellen. Somit
haben wir den Scheitelpunkt S(1] — 2).

Die Aufstellung des Funktionsterms kann somit wie in Beispiel 13
erfolgen, alternativ Uber die Produktform gemaB Beispiel 12.
Scheitelform:

f(x) = alx —x5)* + s

mit xg und ys als Koordinaten des Scheitels.

f)=a-(x-1)*-2
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0=d-(—1—1)2—2 | - Punktprobe mit N;(—1|0)
0=4a-2 | +2

2=4a => a =%

f) =3 (x—1)? -2 | Scheitelform

f(x) =%x2 —x—% | Hauptform

Quadratische Funktionen der Anwendungsorientierung

Viele Realsituationen unserer Umwelt lassen sich durch Parabelfunktionen
beschreiben. Mit ihrer Hilfe kann man z. Bsp. den Verlauf eines Briickenbogens
beschreiben. Eine groBe Anzahl von Naturgesetzen kann durch Parabelfunktionen
dargestellt werden, wie zum Beispiel die Strecke im freien Fall, der Weg einer
gleichmaBig beschleunigten Bewegung, die kinetische Energie eines bewegten
Kdrpers, der Energieinhalt eines Kondensators usw.

Die nachfolgenden zwei Beispiele zeigen uns Situationen im Realleben.

Beispiel 16: Wir betrachten eine Skisprungschanze.
Die nebenstehende Abbildung
zeigt deren Querschnitt in m.

Die Form der Anlaufspur ahnelt

in ihrer Form einer 18
quadratischen Funktion, einer
Parabel. Uns ist bewusst, dass
dies nur eine Anndherung sein 4
kann. Dennoch wollen wir
versuchen, einen Funktions-  powered by GEocesRA.org

term aufzustellen, der die Realitat so nah als mdglich trifft.

9,25

Loésung 16: Fur die Bestimmung einer quadratischen Funktion bendtigen wir
maximal drei Punkte, siehe auch Aufgabe 11b) im Kapitel ,Aufstellen
von quadratischen Funktionstermen®. Wir legen den Koordinaten-
ursprung nach unten links bei 0 Meter H6he und 0 Meter Abstand.
Dadurch kénnen wir drei Koordinatenpunkte definieren mit P,(20|18),
P,(45]9,25) und P;(70]|4). Damit erhalten wir den Funktionsansatz:
f(x)=ax*+bx+c

(1) 18 = 400a + 20b + ¢ | Punktprobe mit P;(20]|18)
(2) 9,25 =2025a+45b +c | Punktprobe mit P,(45|9,25)
(3) 4 =4900a + 70b + ¢ | Punktprobe mit P;(70|4)

(1) umstellen nach c:
18 —400a — 20b =

c—(2);(3)

(2) 9,25 = 2025a + 45b + 18 — 400a — 20b
(3) 4 = 4900a + 70b + 18 — 400a — 20b
(2) 9,25=1625a+25b+18 | —18
(3) 4 = 4500a + 50b + 18 | -18
(2) 1625a + 25b = —8,75

(3) 4500a + 50b = —14
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(2) umstellen nach 25b:
25b = —1625a — 8,75

25b - (3)

(3) 4500a + 2 - (—1625a — 8,75) = —
4500a — 3250a — 17,5 = —14
1250a = 3,5
a =0,0028

a—- (2) 25b=-1625-0,0028— 8,75 = —13,3
b = —0,532

a;b—- (1) ¢=18-400-0,0028—-20-(—-0,532) = 27,52
Die Funktion f, die den Verlauf der Skisprungschanze beschreibt hat die
Funktionsgleichung f(x) = 0,0028x2 — 0,532x + 27,52.

Beispiel 17: Die Gesamtkosten eines Betriebes in € kénnen in Abhangigkeit von der
Produktionsmenge x der folgenden Tabelle enthommen werden.
x | 20 | 50 | 100
K(x) | 212 | 2375| 300
Bestimme die Kostenfunktion K unter der Annahme, dass es sich um
eine quadratische Funktion handelt, Uber eine Regression.

Loésung 17: Regression bedeutet Bestimmung mittels GR/WTR.
Die nachfolgenden Grafiken zeigen die erforderlichen Schritte auf
einem TI-30X Plus Multiview.
Lésche zunachst alle L- —
Speicher, indem du Ao THIOXPS
zweimal ~ die  Taste || gt o 1225.””[":' OPS
~DATA"  druckst und 32:Clear L3

dann mit der Pfeiltaste EHClear ALL
nach unten auf die ,4: : ;

Clear AllI* gehst. Drlcke
dann auf die ,4" und du
erhaltst nebenstehende
Anzeige.

stat-reg/distr ~stat-reg/distr

Lo Lo |0

DEG

Unter ,L1" gibst du jetzt
die Werte der ersten
Tabellenzeile ein.

Nachdem du eine Zahl

L1c1)=

i Verlauf der Tastenfolge

stat-reg/distr  stat-reg/distr
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eingegebene hast, Ea 'o
betatige die ,Pfeil nach pes
n 23 --------------
unten"-Taste zur 5o
Eingabe der nachsten 100
Zahl.
LicY)=
B +« 2 o
s ol o
o N
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Ist der L1- Spelcher

- Lz] DEG [
eingegeben, betatige 20 212 |mm———
die ,Pfeil nach rechts"- 50 237.5

Taste, und due gelangst }EE____ L

zur Eingabe der zweiten L2(W)=

Tabellenzeile.

i Verlauf der Tastenfolge

A

T RN - Y
SEIESES DISTR

STPropRes ax
6:ReciPReg ar/x+b

Sind alle Werte
eingegeben, so drlcke
die ,2nd"-Taste und
danach
Positioniere dich

roFR
ecapRes a/x+b

mit der ,Pfeil iMQuadraticRes
unten" Taste auf die ,7: 2@Eem 000
QuadraticReg". : ~

Dricke danach die CEs

~Enteri:Taste und xDATA: [l L2 L3 t
betatige i RE yDATA: L1 (W L3

g e B84 FREQ: (L[d L1 L2 L3
unten’-Taste Re9EQ>: LI £(x) 9(x)

bis der Curso
blinkt. 1 ES

LLLLLLL

DEG

QuadReo:1L1.L2,1
da=0. 005

Nun noch einmal die
,Enter*-Taste dricken
und schon siehst du das

Ergebnis mit: §¢E:%ég
a=0,05 b=05 und
c = 200. i Verlauf der Tastenfolge

e

Betatige noch ein
paarmal die ,Pfeil nach
unten“-Taste, bis du , 2
R2"_siehst. Je naher
dieser Wert an ,1" ist,
umso genauer ist die
Regression. In diesem
Falle ist sie sogar ganz
genau.

DEG

QuadRes:L1,L2,1
2Tb=8.5

i Verlauf der Tastenfolge

Die Kostenfunktion lautet:
K(x) = 0,05x% + 0,5x + 200
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Quadratlsche Funktionen mit Parameter

Bei Funktionen, deren Funktionsterm einen Parameter enthadlt - also eine
zusatzliche Variable zu x - heiBen Funktionen mit Parameter. Je nach Wert dieses
Parameters — der Mathematiker bezeichnet diesen Parameter Ublicherweise mit t
- andert sich der globale Verlauf des Graphen der Funktion in der Regel nicht, wohl
aber ganz bestimmte Funktionswerte. Ein ganzrationaler Funktionsterm 2.
Ordnung mit Parameter stellt eine Parabelschar dar.

Die folgenden Beispiele stellen nur einen kleinen Einblick in die Funktionen mit
Parameter dar. Weitere Aufgaben und Erlauterungen findest du in den
Aufgabenblattern Level 3 / Expert.

Beispiel 18: Gegeben ist die Funktionsschar f; mit f;(x) = tx* — 3tx; x;t € R, t # 0. K,
ist das Schaubild von f;. Beschreibe den Verlauf von K, in Abhangigkeit
von t.

Lésungslogik 18
Wir Uberlegen zundachst. Der Parameter t ist eine reelle Zahl. Je nach
Wahl des Wertes von t ist es mdglich, viele Parabeln zu beschreiben. Flr
jedes gewahlte t erhalten wir einen anderen Funktionsterm. Der
Parameter t beeinflusst im Ursprungsterm den Koeffizienten von x*. Wir
wissen jedoch, dass der Koeffizient von x* eine Streckung der Parabel in
y-Richtung als auch die Offnungsrichtung (nach oben geéffnet, nach
unten gedffnet) beeinflusst.
Wir wissen weiterhin, dass der Koeffizient von x die Verschiebung einer
Parabel in x-Richtung beeinflusst. Weiterhin muss die Parabelschar
ihren Schnittpunkt mit der y-Achse im Ursprung haben, denn das
absolute Glied ¢ fehlt. Sind also noch die Nullstellen der Parabelschar
von Interesse. Hierzu bilden wir aus f,(x) =tx*—3tx durch
Ausklammern f;(x) = tx(x — 3). Wir erkennen, dass die Parabelschar in
x-Richtung um 3 Stellen nach rechts verschoben ist und dass Uber den
Satz vom Nullprodukt die Nullstellen bei tx = 0 und x — 3 = 0 liegen.
Da gemaB Aufgabe t # 0 ist, liegen die Nullstellen jeder Parabel der
Parabelschar somit bei N;(0]0) und N2(3|0)

Loésung 18: Nullstellen:
fe(x) = tx? — 3tx = tx(x — 3)
tx(x—3)=0
x=0; x,=3 | Satz vom Nullprodukt
Die Parabelschar hat bei N;(0]0) und
N,(3|0) gemeinsame Nullstellen und ist
achsen-symmetrisch zur Achse x = 3.

Die Parabeln sind nach oben gedffnet fir
t>0.

Die Parabeln sind nach unten gedéffnet flr
t<0.
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Beispiel 19: Gegeben ist far jedes reelle die Funktionsschar f; mit
fi(x) = —x* + 2tx — t* — t; x € R. K, ist das Schaubild von f;.
Beschreibe den Verlauf von K; in Abhangigkeit von f;.

Lésungslogik 19:
Wir erkennen aus der gegebenen Funktion f;:
1. Alle Parabeln der Parabelschar sind nach unten gedffnete
Normalparabeln (der Koeffizient von x? ist konstant mit —1).
2. Die Parabelschar ist in x-Richtung in Abhangigkeit von t verschoben
(es existiert ein x-Glied mit dem Koeffizienten 2t).
3. Die einzelnen Parabeln schneiden die y-Achse in Abhangigkeit von
t (das absolute Glied lautet —t* — t).
Da in dieser Aufgabe lediglich die Verschiebung in x-Richtung und der
Schnittpunkt mit der y—-Achse durch den Parameter t beeinflusst wird,
bilden wir zunachst die Scheitelpunktgleichung.
i) =—=((x—t)* —t*) = t*
fi(x) =—(x—t)>+t*—t*—t
filr) =—(x—t)> -t
Jetzt erkennen wir, dass lediglich die Scheitelpunkte der Parabelschar
vom Parameter t abhangig sind. Die Koordinaten der Scheitelpunkte
lauten S;(t| —t). Wenn aber eine Punkteschar S; vorliegt, deren
x—Koordinate und y-Koordinate einen lediglich durch das Minuszeichen
veranderten Wert darstellen, so muss diese Punkteschar auf einer
Geraden mit der Steigung m = —1 liegen.

Loésung 19: Scheitelpunktgleichung:
fi)=-(x—-0)? -t
Xs = t; ys = —t; St(tl _ t) OrtskunieN\o(z) = —a
t = xs 2

PR

(S

Flr Ortskurve der Scheitelpunkte: =g 1(F111)
t—=Ys 1 Sy(0]0)
O(x) = —x 5 4 /’ 5 ‘2 3, 4 5 me

Die Parabelschar besteht aus nach ¢
unten gedffneten Normalparabeln !
deren  Scheitelpunkte auf der - ' Ss(3|—-3)
Geraden mit der Gleichung o(x) = —x '/ / '
fur alle t € R liegen. Die Parabelschar ' @ !
hat keine gemeinsamen Punkte ;

mit der x-Achse. ST

= O v s
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