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W T K I § Differenzia/rechnung
A Vom leferenzenquet/enten zur ADIEItUng/ \'

Im Kapltel ~Momentane Anderungsrate" haben wir gelernt dass die “E L
momentane Anderungsrate der Steigung des Graphen einer Funktion f j = e
in einem bestimmten Punkt entspricht, und gleich der Steigung der %=
Tangente an den Graphen in diesem Punkt ist. Berechnet haben wir dort .. i
Uber eine umstandliche Tabellenkalkulation.

Nun fragen wir uns natlrlich, ob dies auch effizienter Uber eine einfache

Rechenoperation maglich ist.

-

Dieses Kapitel bringt dir nun diese Rechenoperation ndaher. Wir unterscheiden
dabei zwei wesentliche Operationen, namlich

»  Steigungsbestimmung in einem bestimmten Punkt.

»  Steigungsbestimmung in beliebigen Punkt.

Betrachten wir zunachst die Steigungsbestimmung in einem bestimmten Punkt.
Der Mathematiker unterscheidet hier nach zwei Methoden, zum einen der
sogenannten "x"-Methode und zum anderen der sogenannten "h"-Methode.

Beispiel 1
Bestimme fiir die Funktion f mit f(x) = x* — 4x die Steigung im Punkt P(3|f(3)).

Lésung 1: "x"-Methode
Auch hier missen wir den Differenzen-

quotienten i—z aufstellen. Ein beliebiger -
Punkt Q@ auf f hat die Koordinaten \
Q(x[f ().

Wir bilden den Differenzenquotienten
mit

Ay _ f)~f(xo) _ x*~4x—(32-43)
Ax X—Xq x—3 2
= xz;i§+3; X *+ 3
Der Zahler x?2-4x+3 lasst sich
faktorisieren zu (x —3)-(x — 1), sodass
gilt:

Ay _ (x=3)(x-1) _ . _
T A X 1 =m(x)

Die Grenzwertbetrachtung fuhrt zu:
m(x) fl','lr x — 3:
(3) = llmm(x) =limx—1=2

x—3

Die Stelgung der Tangente an f in P(3|—3) und damit auch die Steigung der
Kurve betragt m = 2.

™

Hinweis:
Die "x"-Methode ist im gymnasialen Schulbetrieb untblich, wird jedoch an
Universitaten behandelt.
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W I K I . Differenzia/rechnung

T Vom leferenzenquat/enten zur Ableltuny

Losunq 1: "h"-Methode

Im Gegensatz zur "x"-Methode wird
hier ein beliebiger Abstand h der x-
Koordinate, den der Punkt Q zu P hat,
herangezogen (siehe Grafik).

Die Aufstellung des Differenzen-

quotienten fuhrt damit zu:
Ay _ fB+R)-f(3) _ (3+h)?—4(3+h)—(3%2-4-3)
Ax ~ 3+h-3 h
_ 9+6h+h?-12-4h—9+12

_ h®+2h _ h}zh+2) |
h h
=h+2
Lauft nun h gegen Null, so bedeutet : : . ‘ .
dies, dass der Punkt Q auf dem ]FfeoweredbyeroGeeRxe | SRS R
Graphen der Kurve solange verschoben
wird, bis Q mit P zusammenfalit.
In diesem Fall wird dann aus der Sekante durch Q und P die Tangente in P.

2@ =limh+2=2
Die Steigung der Tangente an f in P(3|—3) und damit auch die Steigung der
Kurve betragt m = 2.

-

mit h gekirzt °

Betrachten wir nun die Steigungsbestimmung in einem beliebigen Punkt. (auf die
"x"-Methode wird hier nicht mehr naher eingegangen).

Zundachst fuhren wir hier einen neuen Begriff ein, die ,,Ableitung". Spricht der
Mathematiker namlich von der Steigungsbestimmung in einem beliebigen Punkt
des Graphen einer Funktion f, so sagt er hier kurz ,Ableitung von f". Und
selbstverstandlich hat er sich auch ein diesbezligliches Formelzeichen
ausgedacht, namlich f' (sprich f Strich). " wiederum ist eine Abklrzung flir den

Differenzialquotienten %, der wiederum aus dem Differenzenquotienten %
herrihrt.
Der Differenzenquotient i—z wird zum Differenzialquotienten j—i’ in dem Moment,

wo die beiden Punkte P und Q zusammenfallen und aus der Sekante eine
Tangente wird.

a B

Merksatz
Definition:
Die Funktion f sei auf einem Intervall I definiert und es sei x, € I. Wenn der
Differenzenquotient f(x"+)_f(x°) fir h — 0 einen Grenzwert besitzt, so heiBt f

an der Stelle x, differenzierbar (oder ableitbar). Ist f fur alle x,€l
differenzierbar, so nennt man f eine auf I differenzierbare Funktion.

Der Grenzwert Aimo f(x"+)_f(x°) heiBt Differenzialquotient oder Ableitung

von f an der Stelle x,. Daflr schreibt man kurz f'(xo) und liest
»~f Strich von x,,,.
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,, WIKI D/fferenzra/rechnung

B Vom leferenzenquet/enten zur Ableltung/

M
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=—;x2+3x x ¢ R. Bilde mithilfe der

"h"-Methode die Ableitungsfunktion f'(x).

-

Losung 2
Ay  flx+h)-f(x) _ —%(x+h)2+3(x+h)—(—%x2+3x) _ —%(xz+2xh+h2)+3x+3h+%x2—3x
Ax x+h—x - - h - ) h
_ —Exz—xh—ah +3x+3h+-x?-3x _ —h?—xh+3h _ h(—;h—x+3) | b kiirzen
h h h
=- %h —-x+3

/ T - _
f(x)—’{ll)r%) 2h x+3=—x+3

Beispiel 3
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =2x3-x?% x € R. Bilde mithilfe der

"h"-Methode die Ableitungsfunktion f'(x).

Lésung 3
Ay _ fxe+h)—f(x) _ 2(x+h)3—(x+h)?—(2x3-x?)
Ax x+h—x - h

In dieser Losungsformel befindet sich nun das (x + h)3. Die einfachste Form
binomische Formeln mit einer Potenz gréBer als 2 aufzuldésen, ist Uber das
Pascalsche Dreieck, weshalb wir es hier noch einmal behandeln.

Das Pascalsche Dreieck

(a +b)° 1 =

(a+ b)?! 1 1 =1la+1b

(a + b)? 1 2 1 = 1a% + 2ab + 1b?

(a + b)3 1 3 3 1 = 1a® + 3a?b + 3ab? + 1b3

(a + b)* 1 4 6 4 1 = la* + 4a3b + 6a%b? + 4ab® + 1h*

(a + b)® 1 i S @ 1 = 1a® + 5a*b + 10a3b? + 10a%b® + 5ab* + 1h°
Ay  2(x®+3x%2h+3xh?+h%)—(x2+2xh+h?)-2x3+x2  2x3+6x2h+6xh?+2h%—x2—2xh—h?-2x3 +x2

Ax h h

6x2h+6xh?+2h3—2xh—h? _ h(6x?+6xh+2h?-2x—h) |
- h

h kirzen

h
= 6x%+6xh+2h?—2x—h
f’(x)=’{irr%)6x2+6xh+2h2—2x—h=6x2—2x
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W I K .l ® D/fferenzralrechnung

s ms Vom D/fferenzenquat/enten zur Able/tung/

Be|5|:_>|el4
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=—-; xeR\{(-1}. Bilde mithilfe der

"h"-Methode die Ableitungsfunktion f'(x).

-

Losung 4
A f( +h) f( ) 1 1 x+1—(x+h+1) h
8Y _ JOXAM—T(X) _ xtht1 a1 . (Hh+D(x+1) - i
Ax x+h—x h h h-(x+h+1)(x+1) | h kirzen
-1
- (x+h+1)(x+1)
(x) _ -1 1
f h—>0 (x+h+1)(x+1) (x+1)2
Beispiel 5

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =vx—1; xe R>1. Bilde mithilfe der
"h"-Methode die Ableitungsfunktion f'(x).

L6sung 5
Ay _ f(x+h)—f(x) _ Vx+h—1—x—1 _ (Vx+h—1+Vx—1)(Vx+h—1-vVx-1) . .
Ax x+h—x - h - h(Vx+h—1—/x-1) | erweitert mit
| Vx+h—-1+vVx—-1)

_ x+h-1-(x-1) .. . .
= h(xth-1—Vx-1) | Auflésung 3. Binomische Formel
h 1
|

- h(Vx+h—1—/x-1) \/x+h \/
/@) = fim e = s

h klrzen
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D/fferenzra/rechnung

, Aufgabenb/ati’
A Vom Qlfferenzenquot/enten zur Ab/e/tung/

- . -

Leve/ 1 - Grund/agen - Blatt 1

Dokument mit 15 Aufgaben

Aufgabe A1l
Berechne wie im Beispiel mithilfe des Differenzenquotienten i—z die
Ableitung im Punkt x, = 3.
Beispiel Differenzenquotient aufstellen und vereinfachen
Ay _ flxo+h) = f(x) (3+h)2—9_9+6h+h2—9_h(h+6)
Ax  xp+h—x h h h  h
flx) = x? =h+6
dy

— = f'(®=limh+6=6
a) gx) =3x b)  h(x) = 3x? c) i(x)y=x>—x d) jlx)=x3
e) k(x) =x?>+5 f) I(x)=x3*+1 g) mkx)=-2x> h) nk)=-x*

Aufgabe A2

Berechne fir die Funktion f mit f(x) = (x —2)? +x mit Hilfe des Differenzen-
quotienten die Steigung der Tangente und des Graphen von f an den Stellen x,.
Bestimme auch die Gleichung der Tangente und zeichne sie in die Grafik ein.

a)x,=0

b) xo =1

C) xo =15

d) x, =2

e) xg=-2
3 2 1 0 0 1 2 3 7 5
+ Powered by GEOGEBRA.org - -1 :

Aufgabe A3

Ulrike fahrt mit ihrer Mutter Schlitten. Die zurlickgelegte Strecke (in Metern) beim

Anfahren kann mit der Funktion s,(t) = t? + t anndhernd beschrieben werden.

a) Ulrike holt nach 4 Sekunden ihre Mutter ein, die vorausgefahren war. Wie
schnell ist sie in dem Moment, in dem sie an ihr vorbeifdhrt?

Berechne die Geschwindigkeit v; mithilfe des Differenzenquotienten.
Nachdem sie 5 Sekunden gefahren ist, erreicht sie das Ende der Abfahrt und Ulrikes
Schlitten wird immer langsamer. Der zuriickgelegte Weg kann von diesem Moment
an durch die Funktion s,(t) = 11t — t? beschrieben werden.

b) Wie schnell ist sie nach weiteren 5 Sekunden? Berechne die Geschwindigkeit

v, wieder mithilfe des Differenzenquotienten.
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s o E y AU fga ben bla t‘t leferenzia/rechnung

“Vom Di/ﬁ,’erenZenqu/tfent‘en zur/\bleitung
Z . 2 . Losungen
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 1

LOosung Al
Detaillierte Lésung flr a)
Ay _gxog+h) —g(x) 3-(3+h)—3_9+3h—9 3h
Ax ~ xo+h—x, h h h T h

y . .

- 9@ =[m3=3

b) h'(3)=18 ) i'(3)=5

Detaillierte Lésung fur d)

Ay _ j(xo +h) —ji(xo) (3+h)3—27_(3+h)2-(3+h)—27

gx) =3x

Ax xo + h - xO h - h
j(x) = x3 (9+6h+h2) (3+h)-27 27+27h+9h2+h3—27 h3+9h2+27h __ h(h?+9h+27)
d " h neooT
d—y— j'3) = llmh2+9h+27—27
€) kK@) =6 ) I®=27 g w@E=-12 h) w(3)=-101

Lésung A2

a) f)=x-2)2%+x
Ay  flxo+h)—f(x) (o+h—2)2+o+h—((o—2)2+o) h2-3h+4—4 _ h(h=3)
A xoth-xo h h h
f’(o):,{%h_3:_3

Die Tangente an f hat im Punkt P(0|4) die Steigung m; = —3.
to(x) =—3x+4
Ay _ (1+h- 2)2+1+h ((1-2)?+1)  h?2-2h+1+1+h-2  h(h-1)
b) = =
Ax h h
') = llmh 1——1
Die Tangente an f hat im Punkt P(1|2) die Steigung m; = —1.
tt(x)=—1x—-1)+2=—x+3
C) Ay _ (1,5+h-2)2+1,5+h—((1,5-2)?+1,5) _ h?—h+0,25+1,5+h—-1,75 _ h?

=h-3

—h-1

=X —p
h h

Ax h
f'(L5) = limh=0
Die Tangente an f hat im Punkt P(1,5|1,75) die Steigung m; = 0.

tl,S(x) = 1,75
2 2 2 —
d) ii/ (2+h-2)*+2+h—((2-2)*+2) _ h +2’;|-h 2 _ h(hh+1) —h+1

f(2)—llmh+1—1

Die Tangente an f hat im Punkt P(2|2) die Steigung m; = 1.
t(x) =x
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AU fg abe n bla tt leferenzia/rechnung

“Vom Dif/ferenZenqu/tfent'en zur/Able)’tung
[Nl || Losungen
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 1

Ay _ (z2+h- 2)2—2+h ((-2-2)?2-2) _ h2-8h+16—2+h—14 _ h(h-7)

€) Ax - h ho =h-7
f'(=2) = llmh 7——7
Die Tangente an f hat im Punkt P(—2|14) die Steigung m, = —7.
t,(x)=—T7(x+2)+14=—-7x

Pdwered by GEOGEBRA

Losung A3

a) s;(H)=t*+t
Asy _ s1(to+h)—s1(to) _ (4+h)?+4+h—((4)%+4) _ 16+8h+h2+4+h—(16+4) h(h+9) —h49
At to+h—tg h h h
s{(4)=’£i_%h+9=9

Ulrike hat in diesem Moment eine Geschwindigkeit v, von 9%.

b)  s,(t) =11t — t?
As; _ sy(to+h)=sa(ty) _ 11(5+R)—(5+h)*—(11-5-25) _ 55+11h—25-10h—h?-55+25 _ h(1-h)

At~ to+h—tg h h T h
=1—h

55(5)=’£irrgl—h=1
Ulrike hat eine Geschwindigkeit v, von 1%.
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D/fferenzra/rechnung

Aufgabenblatt
A Vom Qlfferenzenquot/enten zur Ab/e/tung/
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 2
Dokument mit 17 Aufqgaben
Aufgabe Al
Berechne wie im Beispiel mit Hilfe des Differenzenquotienten i—z die
Ableitung im Punkt x, = 2.
Beispiel Differenzenquotient aufstellen und vereinfachen
1 1 2—(2+h)
Ay fxo+h)—f(xo) 2F¥R"2_ 2Q+h)
Ax xo+h-—x, B h B h
fe) == __h 1
2h(2 +h) 4+42h
dy _ 2 = 1 _ 1
=f@= _14 +2h 4 .
) W= B AW=—= O BY_ ) feo=xes
fs(x) fo(2) f7(x) fs(x)
€) —5—x +x D =6x2—x+1 9 __1 h) =—x——
x2 x
Aufgabe A2

Berechne fur die Funktion f mit f(x)=%x2—3x mit Hilfe des

Differenzenquotienten die Steigung der Tangente und des Graphen

von f an den Stellen x,.
Bestimme auch die Gleichung der Tangente und zeichne sie in die

Grafik ein. R D A S A S
a) xp=-1 :q 7777777777777777777777777777777
b) x0=1
€)  x=2 e e e e e
d) x,=4 : [ i : ! i
,,,,, I I S A SR R A S
A K
1 1 2 3 ?m

Powered|by GEOGEBRA.org
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Aufgabenb/atf

5 / Vom Qlfferenzenquot/enten zur Able/tung

D/fferenzra/rechnung

Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 2

die

Aufgabe A3

Die Grafik zeigt das Schaubild der Funktion f mit f(x) = xiz +
Berechne mit Hilfe des Differenzenquotienten
Tangentensteigungen fir:

a) x,=0,5

b) x,=32

C) x =3

d) x,=-1

e) xy=-3

Gib die Funktionsgleichungen der
Tangenten an und zeichne sie in
nebenstehende Grafik ein.

owered by GEOGEBRA(

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fur Schule und Studium

W fit-in-mathe-online.de
Dr Ing. Meinolf Ffuller ! webmaster@ﬂt lr] mathe online. c]e

-

Seite 11



AU fg abe n bla t‘t leferenzia/rechnung

“Vom Di/fferenZenqu/tfent'en zur/\ble)’tung
o o . Losungen
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 2

LOosung Al
Detaillierte Losung flr a)
1 1 4-(Q2+h)7?
A_y:fl(x0+h)—f1(x0):(2+h)2 4 _ 4(2 + h)? :4—(2+h)2
1 | Ax Xo +h—xp h h 4h(2 + h)?
filx) = — _ _ _4h+h® _ h(4+h) _ 4+h
X T 4h(2+h)2 ~ 4h(2+h)2  4(2+h)?
d 2= i 4+h 1
x O = i e T T,

S w

b) fz'(z>=—§ 0 A@=2 & @)=
e) f@=-2 f) f@=2 9 f7’(2)=% h) fg’(2)=—%

L6ésung A2
flx) = zxz —3x

3= 2_3(- (3 3 3h4+3p243-3p-32 3p2.9 3p2
a) & G _ ST+ o314 (3+3) _ 3ah+ih?43-3h—3-3  Fh?-th n(3h-3)

= — 4 —_\4 2
Ax Xo+h—xgo h h h h
"(=1) = lim3p-2=_2
fi( 1)_;?_%4h 2 2
Die Tangente an f hat im Punkt P(—1|175) die Steigung m; = —g.
i) =-2(x+1)+=—2x-2
b) By _ E(1+h)2—3(1+i1)—(312—3-1) _ 2e2h+3n2-3-3n-2+3 _ p2-2n _ n(3h-3) _3,_3
Ax 3 h h h 4
') = llm h————E
Die Tangente an f hat im Punkt P(1| —%) die Steigung m, = —=
3 9 3 3
) =—SE&-1D—-7=—Jx—7
ay  @+m2-32+m-(322-32)  3+3n+dn2-6-3n-3+6 _3n? n(3h) 3 L
C) Ax h - h “h T nh 4

£1(2) = }{in%%h =0
Die Tangente an f hat im Punkt P(2| — 3) die Steigung m; = 0.

t3(x) = _3
3 2_ —(3.42_3. 3p2_12-3n—-12— 3p2 3
d) by _ F+m?-304+n) (342-3.4) _ 1246h+30?-12-3h-12-12 _ h°+3h _ n(3h+3) EPRS
Ax h h h h 4

f'@=lim>h+3=3
Die Tangente an f hat im Punkt P(4|0) die Steigung m; = 3.
ty(x) =3(x —4) =3x—12

o

<

Powered by GEOGEBRA.org
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G AU f gabenbl att leferenzia/rechnung
Vom DlﬁferenZenqu /tfen ten zur/Able)’tung g

] Losungen
Losung A3
1
f(x) = ) +x
—4)- 2
a) Ay _ flo+h)—f(x0) _ (0,5ih)2+0'5+h_(4+0'5) _ (0,5ih)2+h_4 _ 1+(h(of}5)fz')52+h) __ h®-3n?-3,75h
Ax — xo+h—xo h - h - h = h(0,5+h)?
__ h(h?-3h-3,75) _ h?-3h-3,75
T n(05+h)2 ~ (0,5+h)?
h?-3h-3,75 375 _
£'(0,5) = l M=, = oz 15
Die Tangente an f hat im Punkt P(0,5|4,5) die Steigung m, = —15.
tos(x) = —15(x —0,5) + 4,5 = —15x + 12
VzZ) (3
1+ h——== ) V2+h
7+ V2+h- <_+3V_) ;2'”1_ﬁ M 2h3+3- 3202
b) &y _ (3\/—+h) iz (3\/7+h) 2 (3\/5+h) T hh+332)

bx h h h on(¥zen) 2(VEen)

— lim h(2h+3-32) -0
r'(V2) = fim, 2(Vz+n)’

Die Tangente an f hat im Punkt P(WI%W) die Steigung m; = 0.
ta\/—(x) = 3 V2 =~1,9

1 2
1 1 1+(h—3)-3+h)
o - Gzt 3th=(5+3) _ @t _ ~Gen?  _ h3+53h%2+75h _ h2+53R+75
Ax h h - h T 9n(3+h)2  9(3+h)2
h2+53h+75 _ 75
f'3) = lim — == = 5 ~ 0,926
28, . .
Die Tangente an f hat im Punkt P3I13) die Steigung m, = o
75 28
t;(x) = a(x -3) t5 = 0,93x +1/3
1 1 1+(h—1)-(h—1)2
d 2_C 1+h)2_1+h_(1_1) ez MWh TGz R®4+3n%43h _ h243h43
Ax - h - h T h(h-12 T (h-1)2

h +3h+3

Die Tangente an f hat im Punkt P(—1|0) die Steigung m, = 3.
ty(x)=3(x+1)=3x+3

1 2
1 1 11 1+ (=3+h)
e) _ Can? 3+h)2‘3+h‘(§‘3) _ Gam2ths T TasmZz  _ 9h3-55h%457h _ 9h%-53h+87
Ax - h - h T 9n(-3+h)2 9(-3+h)2
-53h+87 _ 87
3)=lim————=—=~ 1,07
f( )= —>0 9( 3+h)2 81 ’

87
81"

Die Tangente an f hat im Punkt P(-3]| —%) die Steigung m; =
ta() = (x+3) -2 =11x+3

-4
Powered by GEQGEBRA.org
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D/fferenzralrechnung

, ‘Aufgabenblatt
A Vom Qlfferenzenquot/enten zur Ab/e/tung/

- -

Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3

Dokument mit 29 Aufgaben

Aufgabe A1l %
Berichtige die eventuell falsche Aussage. Wahr Falsch
a) Ableitung und momentane Anderungsrate D D

beschreiben denselben Sachverhalt.
Korrektur, falls falsch:

b) Gilt f'(—2) =3, so hat die Ableitung von f an der D D
Stelle 3 den Wert 2.
Korrektur, falls falsch:

c) Existiert fir f die momentane Anderungsrate in x,, so D D
ist f differenzierbar in x,.
Korrektur, falls falsch:

Aufgabe A2

Entscheide, ohne zu rechnen, welches Vorzeichen die
Ableitung der Funktion f mit f(x) = —0,1x2 an der Stelle x,

mit
a) x,=-3 hat. ] ]
b) x, =30 hat. ] ]

Positiv  Negativ

Aufgabe A3

Bestimme die Ableitung in x, mithilfe des Differenzenquotienten.

a) f(x)=0.2x3% x,=15 b) fx) = %; Xo = —5
Aufgabe A4

Bestimme die Ableitung in x, = u mithilfe des Differenzenquotienten.
a)  f(x)=x* b) f(x)=5x3—-7x+2

Q) flx)=4x3-2
Tipp: Verwende das Pascalsche Dreieck.
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A ufg abenbla tt D/fferenzra/rechnung

/ Vom Qlfferenzenquot/enten zur Able/tung/

LLof . -

Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3
Aufgabe A5

Entscheide, welchen Wert die Ableitung der Funktion f an der Stelle x, = 2 besitzt.
Kreuze die richtige Lésung an.

a)
-1
—
-0,9
1
-1 o 1 2 3 5
Powerrd by GEQOGEBRA.org
b)
B 4
M 15
3 4
2,75
o 4
] 3,25
1 [u} 1 2 3 4 Fal [}
ey
gTedb GEOGRBRA.org

Aufgabe A6 :f
Der Temperaturverlauf in einem Ofen lasst sich durch die Funktion T mit
T(t) =40-/t+20 (0 <t <20, t in Minuten, T in °C) beschreiben.
a) Berechne T(16) — T(4).
b) Steigt oder fallt die Temperatur fir t = 16?
c) Was bedeutet T'(4) = 10:
I.) In der nachsten Minute steigt die Temperatur um etwa 10 Grad an.
IT1.) In der nachsten Minute steigt die Temperatur um genau 10 Grad an.

Aufgabe A7

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 4 — x2. Bestimme die Gleichung der Tangente
an den Graphen von f flr:

a) xp=1 b) x,=0

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben flr Schule und Studium
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D/fferenzra/rechnung

e Aufgabenb/att
. / Vom Qlfferenzenquot/enten zur Able/tung
| Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3
Aufgabe A8

In welchem der Punkte A, B oder C ist die Tangenten an den Graphen falsch
eingezeichnet?

...

Powarpd by GEOGEBRA.org

Aufgabe A9

In den Punkten A4, B, € und D sollen die Steigungen des Graphen der Funktion
verglichen werden. Ordne die Punkte nach ansteigenden Steigungswerten.

Welches ist die
richtige
Reihenfolge?

BADC

CDBA

DCAB

A b CBDA

gl

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben flr Schule und Studium
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. Differenzialrech
Au fga benbla tt ifferenzialrec nung

| / Vom Qlfferenzenquot/enten zur Able/tung

! —- - -

Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3

=3
Aufgabe A10 :f
Bestimme fir f mit f(x) =0,2-x3 die Gleichung der Tangente durch den Punkt
P(3|f(3)).

Tipp: Verwende das Pascalsche Dreieck.

Aufgabe A11
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —x2 + 2. An welcher Stelle x, nimmt die
Steigung der Tangente den Wert m = 4 an?

Aufgabe A12
Bestimme zeichnerisch die Steigung der Tangente an den Graphen in den Punkten
A und B und kreuze die richtige Losung an.

Steigung
in A in B
2 4
31 —2,5 0,5
\——
29 —4 ] 1
A B , k
/ -5 ] 1,5
I:I - - b

Powered by GEQGEBRA.org

Aufgabe A13

Zu welcher Tangentensteigung m gehort dieses Verkehrsschild?
Wie grof ist der Winkel zwischen der Horizontalen und dem
Anstieg?

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben flr Schule und Studium
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Seite 18

4 S Au fga ben bla t‘t D/fferenzialrechnung

“Vom Di;ferenzenqu/tfent‘en zur/\b/eitung
Zz S . Losungen-
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3

Dokument mit 29 Aufgaben

Losung Al

Wahr Falsch

a) Ableitung und momentane Anderungsrate beschreiben %
denselben Sachverhalt. D

b) Gilt f'(—2) =3, so hat die Ableitung von f an der Stelle 3 X
den Wert 2. D
Die Ableitung hat an der Stelle —2 den Wert 3.

c) Existiert fir f die momentane Anderungsrate in x,, so ist
! X
f differenzierbar in x,. D

Losung A2
Der Graph der Funktion ist eine nach unten gedffnete
Parabel mit dem Scheitel in 5(0]4). Deshalb gilt:

a) xo=-3 D
b) x,=30 D

Positiv Negativ

Losung A3
Ay  flxo+h)—f(xo) _ 0,2(1,5+h)3-0,2-1,5% _ 0,2:(1,53+6,75h+4,5h2+h3-1,5%) _ 0,2:(h3+4,5h%+6,75h)
a) A xoth-xo h - h - h
__ 0,2h(h?+4,5h+6,75) __ 0,2(h?+4,5h+6,75)
h 1

ﬂ _ gl . 2 —
Z=f'(1,5) = lim 0,2(h? + 4,5k + 6,75) = 1,35

1 1 1 1 —5+5—h
b) Ay _ fGro+h)=f(%0) _ Zs3n =5 _ _G-m'5 _ 5G6-m _ __~h _ 1
Ax Xo+h—2g h h h 5h-(5—h) 5-(5-h)
dy g T _ 1 _ _i
dx f1)= ;ll% 5.(5-h) 25
Aufgabe A4
a) by _ fluth)—f(w) _ (u+h)4—u"’ u*+4udh+6u?h?+4und+h*-u* _ h(h3+4uh?+6uh+4ud)
Ax ~ u+h-h h - h

= (h® + 4uh® + 6uzh + 4u?)
; =f'(w) = ,gma(iﬁ + 4uh? + 6ulh + 4u3) = 4u3
b) Ay _ futh)—f(w) _ 5-(u+h)3-7-(u+h)+2—(5u>-7u+2)

Ax u+h-u h
_ 5-(u3+3u?h+3uh?+h3)-7u—7h+2-5u3+7u—-2

h
_ 53415u?h+15uh?+5h3—7u—7h+2-5u3+7u—2 _ 15u?h+15uh?+5h3-7h _ h(15u?+15uh+5h%-7)

. - h - h - h

2 = f'(w) = lim (15u? + 15uh + 5h% — 7) = 15u% — 7

dx h—0
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’  A ufg abe n bla t‘t D/fferenzialrechnung
“Vom Di;ferenZenqu /tfen ten zur/\b/eitung

=z b . Losungen-
Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3
) Ay _ futh)—f(w) _ 4-u+h)®-4u® uzﬁ-ﬁ _ 4(2+3uPh+3un?+h3—u2) %
Ax ~ u+h-u h no) h h
_ 4h(3u’+3uh+h?) -2k 2
= - Ao = 4(3u® + 3uh + h?) + u(u+h)
——f (w) = llm4(3u + 3uh + h?) + e +h)— 12u 2+§
Losung A5
Losung A6

a) T(16) —T(4) = 40-V16 + 20 — (40 - V4 + 20) = 180 — 100 = 80.
b) T(17)-T(16) = 40-v17 +20 — (40 -vV16 +20) >0
Flr t = 16 steigt die Temperatur.
c¢) In der nachsten Minute steigt die Temperatur um etwa 10 Grad an.

Losung A7
a) Ay _ fO+h)-f(1) _ 4-(1+h)*-(4-1) _ 4—(1+2h+h*)-3 _ 3-2h-h*-3 _ —h(2+h)
Ax — 1+h-1 h - h - h T ohn

d , .

o= f() = lim —(2+h) = =2

f()=4—-1=3

t) =" -x-1+f(D)

tx)=—2-(x—1)+3=-2x+5
R

2= 0= fim -h=0

f(0)=4—0=4

t(x) = f'(0) - (x = 0) + f(0)

tx)=0-x—0)+4=4

Losung A8

Falsch ist die Tangente in C. X

Losung A9

Richtig ist

®© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fUr Schule und Studium
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AU fg abe n bl att D/fferenzialrechnung

VOm Di;ferenzenqu/tfenten zur/\b/eitung
A = . Losungen-

Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 3

L6ésung A10
Ay_f(3+h)—f(3) _0,2-(3+h)3’—0,2-33 _ 0,2-(27 + 27h +9h? + h3) — 0,2 - 27
Ax  1+h-1 h B h
_ 5,4+5,4h+1,8h%+0,2h3 —5,4 _ h(0,2h?+1,8h+5,4)
h h

23 = lim (0,2h* + 1,8k + 5,4) = 5,4
f3)=02-27=54

t)=f'Q)-(x-3)+f(3)
t(x)=54-(x—3)+54=54x—10,8

Losung Al1l

Ay f)—f(x) —x*+2—(=xf+2) —x*+x§  (x—x) (x+x)

—_— = = = = — =—(x-|—x0)
Ax X — Xo X — Xo X — X X — X

dy

s =f'(xo) = llm —(x +xg) = —2x

f(xo)—4——2x0 = xy=—2
An der Stelle x, = —2 nimmt die Steigung der Tangente den Wert m = 4 an.

Losung Al12

Die Steigung in A ist| —4 l
Die Steigung in B ist 1 I

LOosung Al13

Das Verkehrsschild gibt ein Gefédlle von 22 % an. Die Tangentensteigung betragt
somit m = —0,22.

Der Winkel zwischen der Horizontalen und dem Gefallt betragt:

a =180°+ tan~1(-0,22) ~ 167,6 °.

®© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fUr Schule und Studium
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A ufg abenbla tt D/fferenZIalrechnung

5 Vom Qlfferenzenquot/enten zur Able/tung/

Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 1

Dokument mit 17 Aufgaben

Aufgabe Al

Berechne - wie im Beispiel - mithilfe des Differenzenquotienten % die

Ableitung im Punkt x, = 4.

Beispiel: Differenzenquotient aufstellen und vereinfachen:
Ay _ flxo+h)=f(xo) _ \/x0+h—\/x_0 _ ([Xoth—yxo)-(Jxo+h+/x0)
Ax Xo+h—x, h(\[xo+h+/x0)
_ Xo+h—xg
f(x) - \/; h(Jx0+h+J_) Jxo+h+\/_
1 1
Grenzwert ermitteln: f'(4) = llm F AT AT a

a) fitk=vx—-1 Db) fLlx)=vVvx+16 C) f3(x)= Zx3 —-x% d) falx) =
h) fe(x)=+v3x+1

ﬂl

1
€) fS(x):_x% f) fe(x)=—x+% g) fr(x)= —

1

Aufgabe A2
Die Grafik zeigt das Schaubild der Funktion f mit f(x) = v2x + 4. Berechne mit
Hilfe des Differenzenquotienten die Tangentensteigungen fur:

a) xXo = —1 7
b) =x,=1 .
C) xo=4% ()
d) x,=8 ’
4
Gib die Funktionsgleichungen 3
der Tangenten an und
zeichne sie in ;
nebenstehender Grafik ein. 0
-2 -1 o 1 2 3 4 a [} 7 g ;rg
-1
-2
Powered By GEOGEBRA.org
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D/fferenzra/rechnung

Aufgabenb/atf
Vom Qlfferenzenquot/enten zur Able/tung/

3l

,,/

Level 2 - Fortgeschrltten - Blatt 1
Aufgabe A3

Ein Koffer fallt aus einem in 1000 m H6he Uber dem Meer fliegenden Flugzeug aus
der Ladeklappe. Die Fallhohe des Koffers kann mit der Funktion s,(t) = 5t?
annahernd beschrieben werden (s,(t) in Metern, t in Sekunden).

a) In welcher Hohe befindet sich der Koffer nach 9 Sekunden? Wie groB ist
seine Fallgeschwindigkeit in v; in km/h in diesem Moment? Berechne diese
Geschwindigkeit v; mithilfe des Differenzenquotienten.

Nach welcher Zeit trifft der Koffer auf der Meeresoberflache auf?

Nach dem Auftreffen auf der Meeresoberflache kann der Sinkweg des Koffers in
den ersten 5 Sekunden annahernd beschrieben werden durch die Funktion

s,(t) =6 —x+05 m (s(t) in Metern, t in Sekunden).
b) Wie tief ist der Koffer 3 Sekunden nach dem Auftreffen auf die Meeresober-

flache gesunken? Welche Sinkgeschwindigkeit v, in km/h hat er zu diesem
Zeitpunkt. Berechne v, wiederum mithilfe des Differenzenquotienten.

Aufgabe A4

Ein 100 m-Laufer hat zum Zeitpunkt ¢ die Strecke s(t) (t in Sekunden, s(t) in Meter)
zurickgelegt. Die zugehérige Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t ist v(t). Ordne den
beschriebenen Sachverhalten (A) - (E) das richtige Kartchen @, ®, ©, ® oder ©

Seite 22

ZU.

(A) (B) (C) (D) (E)
Laut seines Trainers Einen tollen Tatsachlich war die Laut seines Trainers Sportbegeisterte
lag die Durch- Laufstil. Seine Strecke, die der lag die Durch- wird vor allem die

schnittsgeschwindig-
keit des Laufers
zwischen 2 sund 5 s

Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt 2,5

Laufer zum
Zeitpunkt 2,5 s

schnittsgeschwindig-
keit des Laufers

mittlere Ander-
ungsrate von v im

s zeigte deutlich, zuruckgelegt hat o] zw1schen 2s und 5 s | Intervall [2;5]
o

(1] (2 © o (5
s'(2,5) v'(2,5) s(2,5) v(5)-v(2) s(5)-s(2)
3 5-2
Aufgabe A5

Bei einer Pipeline wird die seit Mitternacht durchgeflossene Olmenge durch die
Funktion f(t) beschrieben (¢t in s, s(t) in m3).

a) Zwischen 3 Uhr und 8 Uhr sind
450m3 durch die Pipeline
geflossen. Wie hoch ist die
mittlere  Durchschnittsrate im
Intervall [3;8]?

Um 6 Uhr ist die momentane
Durchflussrate 30m3/h. Wie viel
Ol flieBt bis 6:10 Uhr durch die
Pipeline, wenn die Durchflussrate
in diesem Zeitraum konstant
bleibt?

b)
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= Vom Dif/ferenzenqu /tfenten zur/\b/eitung

A ufg abe n bl att D/fferenzia/rechnung

- Losungen-
Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 1
Losung Al
a) Detaillierte Lb‘sung:
fi(x) = Vx —
Ay _ f(xo+h) f(xo) _ VA-1+h—V4-1 _ (V3+h—V3)(V3+h+V3) _  3+h-3
Ax — xo+h—xo h - h(V3+h+V3) T h(V3+h+V3)
h 1

T h(V3thev3)  V3thiv3
1 1 1
fI®) = lim e 7= 75 =5 V3

h—0 6

b) HW=2vE o f4) =4 d fiw=-+

e) fi®=; f fW=-2 g F@®=-3V2 h) f[FA =313
Losung A2
a) Detaillierte Losung
fx)=+V2x+4
Ay _ flro+m)=f(xg) _ V=2+4+h—V=2+4 _ (V2+h—V2)(V2+h+V2) _ _ 2+h-2
Ax xwf—lh—xo ) h h(VZ+h+2) " h(V2+h+v2)

b)

C)

d)

T h(2HhD) JRAE
f=n= ;f‘_%\/ﬁhr =3 V2
Die Tangente an f hat im Punkt P(-1|v2) die Steigung m, = %\/5
ta(x) = 3V2(x +1) + V2
tag(x) = %\/Ex + %\/7
Die Tangente an f hat im Punkt
P(1|V6) die Steigung m, = %\/3.
t(x) = =V6(x — 1) + 6

= %\/gx +§\/€
Die Tangente an f hat im Punkt

P(4|2v3) die Steigung m, ==v3

6 ) A -1 ! . -
te() = zV3(x —4) + 23 IO S N N O N SO

1 4 Powered by GEQGEBRA.org
=-vV3x+-V3 ‘ - :

Die Tangente an f hat im Punkt P(8|2V5) die Steigung m, = 1—10\/5
ta(x) = =V5(x — 8) + 2V5
=1—10\/§x+§\/§

Losung A3

a)

s,(t) = 5t?
s1(9) =5-92 = 405
Nach 9 Sekunden befindet sich der Koffer in 1000 — 405 = 595 m HOhe.

Asy  sp(tg+h)—s1(to) _ 5-(9+h)2-592  4054+90h+5h*—405 _ h(5h+90) — SR 490
At to+th—-ty h - h - h -

lim 5h+90 =90
h—0

Der Koffer hat in diesem Moment eine Geschwindigkeit v, von 90%.
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- A ufg abenbla tt D/fferenzia/rechnung

_~ Vom Di;ferenzenqu /tfent‘en zur/Ab/eltung
oL - Losungen-

Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 1

1
b) s2(t) =6 - x+0 5 (x+0,5)2

1
52(3) 6— 3+0,5 (3+0,5)2 =56

Nach 3 Sekunden befindet sich der Koffer etwa in 5,6 m Tiefe.

6 1 1 ( 1 1 ) 1 1,1, 1
Asy _ Sp(tg+h)—sz(tg) _ ° (3+h+05) (3+h+0,5)2 3+0,5 (3+0,5)2) __  (35+h) (3,5+h)2 3,5 3,52
At to+h—tg h h
—3,52:(3,5+h)—3,52+3,5:(3,5+h)% +(3,5+h)2

. 3,52-(3,5+h)2 _ -3,5%-3,521-3,5%2+3,53+24,5h+3,5h%+3,52+ 7Th+h?

- h - h-3,52:(3,5+h)2

_ —3,52h+24,5h+3,5h2+7h+h? _ n(31,5-3,52+4,5h) _ 19,25+4,5h

- h-3,52+(3,5+h)2 T h352(35+h)2  3,52(3,5+h)?

19,25+4,5h _ 19,25
h->03,52(3,5+h)2 3,54 0,1287
Nach 3 Sekunden hat der Koffer eine Sinkgeschwindigkeit v, von etwa
0,13 =,

N

Losung A4

Text (A) beschreibt eine Durchschnittsgeschwindigkeit. Also ist Kartchen @ mit
v(5)-v(2)

das Richtige.

Text (B) beschreibt eine Momentangeschwindigkeit. Die Ableitung des Weges
nach der Zeit ist die Geschwindigkeit, also ist Kartchen ® mit s'(2,5) das Richtige.
Text (C) beschreibt eine zurlickgelegte Strecke, also ist Kartchen ® mit s(2,5)
das Richtige.

Text (D) beschreibt eine momentane Anderungsrate und zwar die von v. Also
ist Kértchen ® mit v'(2,5) das Richtige.

Text (E) beschreibt eine mittlere Anderungsrate von v im Intervall [2;5]. Also
ist Kértchen @ mit —U(5)3v(2) das Richtige.

Beachte:

Text (A) und Text (E) beschreiben ein und denselben Sachverhalt, wo
hingegen fir Kartchen © keine textuelle Beschreibung vorhanden ist.

Losung A5
AV 450
a) EZEZ 90

Die mittlere Durchflussrate im Intervall [3;5] betrug 90 m3/h.

b) Die mittlere Durchflussrate um 6 Uhr ist 30 m3/h, bzw. %m3/min, also

0,5 m3/min. Bis 6:10 Uhr flieBen also 10 - 0,5 m3 = 5m3 durch die Pipeline.
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A ufg abenbla tt D/fferenzra/rechnung

i Vom Qlfferenzenq,uot/enten zyr Able/tung/

~ - -

Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 2

Dokument mit 21 Aufgaben

Aufgabe A1l
Berechne wie im Beispiel mit Hilfe des leferenzenquotlenten d|e
Ableitung der Funktion f.
Beispiel Differenzenquotient aufstellen und vereinfachen
Ay flx+h)—f(x) (x+h)?*—x* x*+2hx+h*—x?
Ax x+h—x B h B h
h(h + 2x)
f(x) = x? =—F = =h+2x
dy

dx_ f'(x) = llmh+2x—2x
a) filx) =3x b) fo(x) = 3x* ) f3(x) =x*—x d) fa(x) = x3
e) fs()=x*+5 f) fix)=x*+1 g) f)=-2x> h) fylx)=-x*
Tipp: Aufgabe d), f) und h) mit dem Pascalsche Dreieck.

Aufgabe A2
Berechne wie im Beispiel mit Hilfe des Differenzenquotienten i—z die Ableitung der
Funktion f.
Beispiel Differenzenquotient aufstellen und vereinfachen
1 1 x—(x+h)
1 A_y_f(x+h)—f(x)_x+h_§_ x(x+h) _ —h _ 1
fG)=- A  x+h-x R h “xh(x+h)  x(x+h)
x dy _ lim 1 1
== i 56~ x(x +h)  x2
1 _ o2 _ 1
a) f1(x)—ﬁ b) fz(x)—m ) fs(x)=x*—x d) f4(x)—x+;

e) fo(x)=—-x*4+x f) fe(x)=x*—-x+1 g) f,(x)= —% h) fe(x) =—x —%

Aufgabe A3

Ein Taucher befindet sich zum Zeitpunkt t in der Tiefe f(t) unter der

Wasseroberflache (t in min, f(t) in m). Nach zehn Minuten befindet er sich in 24 m

Tiefe und sinkt weiter nach unten.

a) Die mittlere Anderungsrate im Intervall [10;12] ist 3. Was bedeutet dies in
diesem Zusammenhang? Berechne die Tiefe des Tauchers nach 12 Minuten.

b) Die momentane Anderungsrate von f nach 10 Minuten betrédgt 2,8. Welche
der Angaben auf den Kartchen sind richtig, welche Angaben sind
madglicherweise falsch.

(1) f'(2,8) @®Die Tiefe des Tauchers nimmt Die Sinkgeschwindigkeit zum
pro Minute um 2,8 m zu. eitpunkt t = 10 min betragt 2,8 %

r) f(11) = 26,8 }
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A ufg abenbla tt D/fferenzra/rechnung

i Vom Qlfferenzenq,uot/enten zyr Able/tung/

- . -

Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 2
Aufgabe A4
Ein Radfahrer hat zum Zeitpunkt t nach einem Start die Strecke s(t) seiner
Fahrstrecke zurtickgelegt (¢ in h, s(t) in km).
a) Die mittlere Anderungsrate von s im Intervall [2;5] ist 15. Was bedeutet dies
in diesem Zusammenhang? Wie weit ist der Radfahrer in diesem Zeitraum
gefahren?

b) Die momentane Anderungsrate von s'(2) ist 18. Was bedeutet dies in diesem
Zusammenhang? Wie lange bendtigt der Radfahrer fir die nachsten 1,5 km,
wenn diese Anderungsrate bleibt?

Aufgabe A5

Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=sin(x). Bestimme mit Hilfe des
Differenzenquotienten die Steigung im Punkt x, = %.

Lésungshinweis: Zur Losung dieser Aufgabe bendétigst du das Additionstheorem
. . _ a+py . (a—p
sin(a) — sin(B) = 2 cos( > ) . sm( > )
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. A ufg abenblatt Differenzialrechnung
i Vom Di/fferenZenqu /tfenten zur/\bleitung

S
- Losungen

Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 2
LOosung Al

Detaillierte Lésung flr a)
Ay _filx+h) - f1(x) 3-(x+h)—3x_3x+3h—3x_3h

fi(x) = 3x Ax  x+h-x h B h h
=) =lm3=3
b) fz(x)=6x ¢) f3(x) =2x-1

Detaillierte Losung fur d)
Ay  falx+h)—fo(x)  (x+h)*—x* x*+3x*h+3xh® +h> —x3

Ax xo+h—xy h - h
fa) =x® | o DO _ b2y 3 4 342
h
dy
dx_f4 x) = llm h? + 3xh + 3x% = 3x?
e) fs(x)=2x f) fe(x) =3x* Q) frix)=—4x h)  fg(x) =—4x°
Lésung A2
Detaillierte Lésung fur a)
1 1 x*=(x+h)?
Ay _ fik+ ) —fi(x)  (x+h)2 x2 _ xZ(x+h)? _ x? — (x + h)?
1 Ax x+h—x - h B h "~ x2h(x + h)?
f1(x) =— _ 2xh+h? _ _h(2x+h) _ 2x+h
x T x2h(x+h)2  x2h(x+h)2 x2(x+h)2
o U 2x+h  2x 2
ARl i STy A A

1 1
b) f2(x) = GT e c) fix)=2x—1 d) f/(x)= 1-
&) fl=-2x+1 f) fl)=2x-1 g) fi()= é h) o) = —1 +%

L6ésung A3
a) Die Angabe bedeutet, dass der Taucher von der 10. Bis zur 12. Minute um

3% tiefer sinkt.
f(12) = f(10)+2-3=24+6=30
Die Tiefe des Tauchers nach 12 Minuten betrdgt 30 m.
b) Die Angabe bedeutet, dass die momentane Anderungsrate zum Zeitpunkt
t = 10 min 2,8% betrégt.
Damit ist: Kartchen © richtig, Kartchen @ falsch, da hier keine Aussage zum
Zeitpunkt gemacht wird, Kartchen © richtig sowie Kartchen @ ebenfalls
richtig.

L6ésung A4
a) Die Angabe bedeutet, dass der Radfahrer von der 2. bis zur 5. Stunde mit

einer Geschwindigkeit von 15%’” unterwegs ist. Die gefahrene Strecke in
diesen 3 Stunden ist 45 km lang.

b) s'(2) = 18 bedeutet, dass die momentane Geschwindigkeit des Radfahrers
zum Zeitpunkt t = 2 18 km/h betragt.
1852ty = 1,5 km
to =11;85=% h = 10 min
Der Radfahrer benétigt fir die nachsten 1,5 km etwa 10 min.
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G AU f gabenbl att leferenzia/rechnung
Vom DlﬁferenZenqu /tfen ten zur/\ble)’tung g

] Losungen
Losung A5
ay _ fltm—rxg) _ sin(grh)-sin(G) _ sin(Gen)-sin(g)
E - Xo+h—xg - g"’h_g a h

Seite 28

Es gilt das Additionstheorem sin(a) — sin(B) = 2 cos (a%ﬁ) - sin (“2;/3)
sin (% + h) — sin (%) = 2cos (EHZHE) - sin (EHZI_E) = 2cos (i—h) - sin (g)
ay _ ZCOS(%M)SM(%) _ cos(g+§)-sin(§) |

Ax h h
2

Der Bruch wurde mit % erweitert.

. (h
Es erfolgt nun der Nachweis, dass lim nﬁ(Z) = 1. Hierzu betrachten wir uns die
2

h—0

Situation am Einheitskreis.

Nach den trigonometrischen Funktionen

gilt: sin (%) = % = ? = AB. Dieser Wert

liegt auf der Sinuskurve im Punkt

h| . h
C(E sin (E))
Mit kleiner werdendem h gilt fir A" -
! ? 1221} 2 A ,
sin (’;) = % = AlB A'B’. Dieser Wert liegt t---1 024 ]

auf der Sinuskurve im Punkt
r(hr] . hr
Cc (7 sin (7))
Mit h — 0 wird A'B' immer kleiner und

damit wandert ¢’ gegen den Ursprung. Da
dadurch auch % immer kleiner wird,

 f(@) = s;inr(&) -

streben sowohl % als auch sin (%)
demselben Wert entgegen sodass der
Quotient aus sm( ) und & gegen 1
strebt.

dy (T . cos(g+§)-sin(g) . T h T 1
e=r(5)= fim g = lim cos (§+3) 1=cos(§) =53

h—0

Powered by GEQGEBRA.org
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D/fferenzra/rechnung

, Aufgabenb/ati’
A Vom Qlfferenzenquot/enten zyr Ab/e/tung/

- . -

Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 3

Dokument mit 21 Aufgaben

Aufgabe Al :
Berechne f'(x) mit der ,x"-Methode, Uberprife dein Ergebnis mit dem g2
GTR/WTR.

a) fix)=2x%+x; xo=4 b) f) = %; X = —2

c) fs()=vx; xp=3 d) failx)=x*+6x; xo=2

e) fs(x)=x%—-6x; x5=2. f)  fo(x) =2x—x* xq=-3

Tipp: Nutze flr Aufgabe f) das Pascalsche Dreieck

Aufgabe A2

Berechne f'(x) mit der ,h“-Methode, Uberprife dein Ergebnis mit dem GTR/WTR.
a) fi)= %xz; Xo =3 b) fi(x)=2x?—-x; xo=-1

c)  f3(x) =—x3+4x% x,=2 d) fi)=x-x+2 x=3

e) fs(x)= %i Xo = —3 f) fo(X) =Vax +4; x5 =2

Tipp: Nutze fur Aufgabe c) das Pascalsche Dreieck

Aufgabe A3

Berechne - wie im Beispiel - mithilfe des Differenzenquotienten j—z die Ableitung
der Funktion f.

Beispiel: Differenzenquotient aufstellen und vereinfachen:
Ay _ fx+h)=f(x) _ Vx+h—vVx _ (x+h—vVx)-(Vx+h+Vx)
Ax xt+h-x h - h-(Vxth+vx)

fGo) = V& o _mer 1

h-(Vx+h+yVx)  Vx+h+/x

1 1
Grenzwert ermitteln: f'(x) = ’llllg NP

2) A =Vx—1 b) LEW=VEFT6 ©) fEW=gx-x d) f4(x)——
h) fe(x)=+v3x+1

<|

1
€) fS(x):_x% f) fe(x)=—x+% g) fr(x)= L

1

Aufgabe A4
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=cos(x). Bestimme mit Hilfe des
Differenzenquotienten die Steigung im Punkt x, =§.

Lésungshinweis: Zur Losung dieser Aufgabe bendtigst du das Additionstheorem

cos(a) — cos(B) = —Zsin (a ; ﬁ) sin (a ;ﬁ)
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L A ufg abe n bl att leferenzialrechnung
i Vom Di/fferenZenqu /tfent‘en zur/\bleitung

.| . Losungen
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 3

Losung Al
Detaillierte Lésung flr a)
by i -fAM _ 2x? +x—36  (2x+9)(x —4)

A=2+x (B x4 o4 T o
='W =lim2x+9=17
Detaillierte Lésung fur b)
5 5 10-5x
Ay L0 -f(=2) x"2_ " 2x _ 10-5x _ 52-x)
5 Ax x—2 Tx—2 x—2 2x-(x—-2) 2x-(x—2)
f2(x) == —_ 52 5
X 2x(x—2) 2%
5 5
_fz( 2)= lim ——=7
c) f3’<3)—2_f3 O =14 © f@=-2 0 =110
Lésung A2
a) fi(3)=3 b) fi(-1)=-5 Q) A@ =4 d) fi(G) =2

e) A(=3)=-2 f) f@ =33

Lésung A3

Detaillierte Lésung flr a)
Ay _ Al -f10) _ Vx+h—1-vx— (\/x+h 1—Vx—1)(Vx+h—1+Vx—1)

Ax ~ x+h—x h h-(Vx+h—1+Vx—1)
_ _ x+h-1-(x-1) h 1
fil) =vx -1 = R haD) R et ie) N

dy
ax =H0) = iﬂ%ww— =

b) fz’(x)=m c) f3(x)—zx —2x
Detaillierte Lésung fur d)

1 Vx—Vx+h
Ay _ falr+h)—fa(x) W Vx _ NExrh _ NX—Jx+h
1 Ax Xo+h—x, h T hvxVx+h
falx) =— _ (WVx—Vx+h)(x+Vx+h ) x—(x+h) -1
Vx = hvExth (YxtVxth) h\/_\/W(\/_h/W) f«?(ﬁ«ﬁ)

_f4(")_l”"o \/—W(\/—h/m “ T T ne
2

' 1
e) fi =5 fo)=-1-= 9) W =-77=5 h) o) = 5=

L6sung A4
Ay _ fGroth)—fxg) _ cos(Grh)=cos(3) _ cos(F+h)-cos(3)
ax Xo+h—xgo - §+h—§ - h

Es gilt das Additionstheorem co s(a) — cos(B) = —2 sin (“Zi) - sin (“Zi)

21

- - _(FHhis _ (5+h—% Zth /h
cos (— + h) — cos (—) = —-2sin - sin = —2cos - sin (—)
3 3 2 2 2 2
2T
—+h h
-2 3 sinl(= T h\ . (h
w_ 2o cos(z) s

= =— 2 | Der Bruch wurde mit % erweitert.

Ax h 2
2
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Aufgabenblatt

VOm Djf/ferenze”q” /tfenten zur/Ableitung

t—r”

Es erfolgt nun der Nachwels dass
sin(ﬁ)

lim

h—0 =

die Situation am Einheitskreis.

Nach den trig@ometrischen Funktionen

gilt: sin (g) =428 = ? = AB. Dieser Wert

= 1. Hierzu betrachten wir uns

OB
liegt auf der Sinuskurve im Punkt

hi| . h
C <E|sm (E))
Mit kleiner werdendem h gilt flr h':

h A'B AIBr .
sm( ') =245 _ 2% _ A'B’. Dieser Wert
2 OB/ 1

liegt auf der Sinuskurve im Punkt
r(hr] . hr
C (7 sin (7))
Mit h —» 0 wird A'B’ immer kleiner und
damit wandert ¢’ gegen den Ursprung.

leferenzia/rechnung

Ay

Losungenf

| f(@) = sin(z)

Powered by GE(

DGEBRA.org

W . . h _(h
Da dadurch auch ;’ immer kleiner wird, streben sowohl —' als auch Sm(?’)

demselben Wert entgegen, sodass der Quotient aus sm( ) und — gegen 1 strebt.

E — f’ (E) _ ll COS(3+Z) sm(?)

, h T
m-————— = lim COS(—+—) -1 = COS(—)
h—0 5 h—0 3 2 3

1

2
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D/fferenzralrechnung

, ‘Aufgabenblatt
A Vom Qlfferenzenquot/enten zur Ab/e/tung/

-

Level 3 - Expert - Blatt 1

Dokument mit 10 Aufgaben

Aufgabe A1 ';.I..
Ein Fahrzeug wird abgebremst. Fir den in der Zeit ¢t (in Sekunden) %f."_ Fa
zuruckgelegten B 3=

Weg s(t) (in Metern) gilt: s(t) = 20t — t?; t € [0; 10].
a) Berechne den zuriickgelegten Weg nach 5 Sekunden bzw. nach 8 Sekunden.
b) Bestimme mithilfe des Differenzenquotienten % die momentane

Anderungsrate s'(t) des Fahrzeugs nach 6 und nach 10 Sekunden.
c) Warum kann die angegebene Formel nicht fir ¢t = 11 s gelten?

Aufgabe A2

Ein KOrper bewegt sich so, dass er in der Zeit t den Weg s(t) = 4t? (s in m, t in s)
zuricklegt.

Bestimme mithilfe des Differenzenquotienten die momentane Anderungsrate von
s(t) zu den Zeiten t, =1 und t; = 5.

Welche Bedeutung hat die momentane Anderungsrate von s(t)?

Aufgabe A3

Begrunde (ohne zu rechnen), welches Vorzeichen die Ableitung der Funktion f mit
f(x) = —x3+5 an der Stelle x, hat.

a) x,=3 b) x,=-5 Cc) x,=100 d) x,=0.
Welche Bedeutung hat die momentane Anderungsrate von s(t)?

Aufgabe A4

Die Funktion f mit f(x) = —0,0075x% + 3x beschreibt modellhaft die Baukosten fir

eine Wohnung von x m? Wohnflache (20 <x <200, f(x) in 1000€). Es ist

f'(x) = —0,015x + 3.

a) Berechne f(80) und f'(80). Was bedeuten diese GréBen in diesem Kontext?

b) Berechne durch |lineare Naherung mithilfe von f(80) und f'(80)
naherungsweise die Herstellkosten fir ein 82m? groBe Wohnung und
vergleiche mit dem Funktionswert f(82).
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/ A ufg abenbla tt leferenzialrechnung
_~ Vom Di/fferenZenqu /tfenten zur/\bleitung

Z « . Losungen

Level 3 - Expert - Blatt 1

Losung Al
a) s(5)=20-5-52=75
s(8)=20-8—-82=96
Das Fahrzeug hat nach 5 Sekunden 75 m und nach 8 Sekunden 96 m

zurlckgelegt.
b) 4s _ s(t+h)=s(®) _ 20(t+h)—(t+h)?—(20t—t%) _ 20t+20h—t?>-2th—h2-20t+t?> _ h(20—2t-h)
At t+h-t h - h - h

Zs—s(t)— lim 20 — 2t — h = 20 — 2t

s(6)—20—12—8
s'(10) =20-20=0

c) Da das Fahrzeug nach 10 Sekunden bereits zum Stillstand gekommen ist
wegen s'(10) = 0 (siehe Aufgabenteil b)) kann die Formel nicht fir t =11s

gelten.
Lésung A2
4s _ s(t+h)=s(t) _ 4(t+h)?-4t? _ 4(t?+2th+h?)-4t%> _ 8th+h? _ h(st+h) —8t+h
At~ t+h-t h - h T n ho

Zi—s(t)— llm8t+h—8t

s'(1)=8- 128
s'(5)=8-5=40

Loésung A3

Der Graph der Funktion f ist fir x € R monoton fallend und hat in x, =0 einen
Sattelpunkt, also eine Stelle mit waagrechter Tangente (Steigung = 0).

Somit hat die Ableitung von f auBer in x, = 0 negatives Vorzeichen. In x, = 0 hat
sie gar kein Vorzeichen, da die Null weder positiv noch negativ ist.

Die Ableitung des Weges nach der Zeit ist die Geschwindigkeit.

LOosung A4

a) f(80)=-0,0075-80%+3-80 = 188,81
f'(80) =-0,015-80+3 =1,8
f(80) bedeutet, dass eine 80 m?> Wohnung 188810 € kostet.
f'(80) bedeutet, dass die m2-Kosten einer 80 m?> Wohnung bei 1800 €/m?
liegen.

b) Lineare Naherung: K(82) = f(80) + 2. f'(80) = 188,81 + 2 - 1,8 = 192,41.
Funktionswert: £(82) = —0,0075-82% +3-82 = 195,57
Zwischen linearer Naherung und echtem Funktionswert besteht ein
Unterschied von 3,16. Die echten Kosten fiir eine 82m? Wohnung sind also
3160 € hoher als Uber die lineare Naherung.
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D/fferenzra/rechnung

, Aufgabenb/ati’
A Vom Qlfferenzenquot/enten zur Ab/e/tung/

- . -

Level 3 - Expert - Blatt 2

Dokument mit 16 Aufgaben

Aufgabe Al
Bei einem Belastungstest mit einem
Gummiexpander wird gemessen, wie viel
Kraft F (in N) man braucht, damit sich der
Expander um eine Strecke s (in cm)
verlangert. Die Auswertung der Daten
ergab den rechnerischen Zusammenhang
F(s) = 0,04s3 — 0,652 + 4s.
a) Stelle die Abhangigkeit der Kraft von der
Verlangerung flur s < 12 cm graphisch dar.
b) Berechne die Ableitung F'(s) bei s =2cm (s =5cm bzw. s = 10 cm).
c) Wenn man einen Luftballon aufblast, geht dies zu Beginn verhaltnismaBig
schwer und dann allmahlich leichter. Kannst du diese Beobachtung mit den
fir den Gummiexpander gewonnenen Erkenntnissen erklaren?

Aufgabe A2
Ein Skiabfahrtslaufer legt in der Zeit t die Strecke s(t) = 1,5t% zurick (t in Sekunden

nach dem Start, s(t) in Meter).

a) Berechne die Geschwindigkeit finf Sekunden nach dem Start. Berechne durch
lineare Naherung mithilfe dieser Geschwindigkeit naherungsweise die nach
sechs Sekunden zuriickgelegte Strecke. Bestimme die Abweichung zu s(6).

b) Bestimme die Formel fir die Geschwindigkeit mit Hilfe der Ableitung und
berechne die die Geschwindigkeit des Laufers funf Sekunden und sechs
Sekunden nach dem Start.

Cc) Zu welchem Zeitpunkt nach dem Start hat der Skifahrer die Geschwindigkeit
36 m/s?

d) Wann ist der Skifahrer 96 m weit gefahren?

Aufgabe A3

Bei einer Pipeline gibt f die seit 6 Uhr durchgeflossene Olmenge an (x in h nach
6 Uhr, f(x) in m3).
a) Erldutere die folgenden Angaben in dieser Sachsituation:
(1) f(7)=60 (2) F2 =11, (3) f(5)=12
b) Berechne mit Hilfe von f'(5) = 12 naherungsweise die zwischen 11 und und
11:15 Uhr durch die Pipeline geflossene Olmenge.
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Level 3 - Expert - Blatt 2
Aufgabe A4
In eine Zisterne stromt Regenwasser. Jeden Tag werden aus der Zisterne ca.
100 m3® Wasser fir die Wasserversorgung eines Stadtteils entnommen. Beantworte
die Teilaufgaben mithilfe der Grafik.
a) An welchem Tag war am meisten Wasser in der Zisterne?
b) In welchem Monat hat es am meisten geregnet? In welchem Monat hat es
gar nicht geregnet?
c) In welchem Monat sind téglich 100 m3 zugeflossen, in welchem Monat taglich
50 m3?

d) An welchem Tag nach dem 1.6. hat es zu regnen begonnen?
e) Wie viel Wasser ist im September taglich im Mittel durch die Zisterne
geflossen'?

0 3 3 i 1 1 1 ! . __Monat

Zisterne der Festung El Jadida in Marokko

Jan.i Feb.i Marz: Apr.: Mai i Juni i Juli | Aug.: Sep.: Von Guilandre - Eigenes Werk, CC BY-SA 3.0
. | Powered by, GEOGEBRA.org ' ' '

Aufgabe A5

Ein Rennwagen legt in den ersten Sekunden nach einem fliegenden Start die
Strecke s(t) = 5t2 +t zurick (t in s, s(t) in m).

a) In welcher Zeit beschleunigt er von 50 km/h auf 100 km/h?

b) Wie lange braucht er fur die ersten 100 m nach dem Start?
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i G A ufg abe n b latt D/fferenzialrechnung

Vom Di;ferenzenqu/tfenten zur/\b/eitung
o ... . Losungen.
Level 3 - Expert - Blatt 2

Losung Al

a)
b)

Grafik untenstehend.
AF _ F(x+h)-F(x) _ 0,04(s+h)3-0,6(s+h)?+4(s+h)—(0,04s3-0,652+4s)
E o x+h—x o h
_0,04(s*+3s%h+3s5h?+h3)—0,6(s*+2sh+h?)+4s+4h—0,0453+0,65%—4s
h

_0,1252h+0,12sh%+0,04h>—1,2sh—0,6h*+4h _ h(0,1252+0,125h+0,04h*—1,25—0,6h+4)
- h - h
= 0,12s% + 0,12sh + 0,04h? — 1,25 — 0,6h + 4

% =F'(s) = ,{i"g 0,12s% + 0,12sh + 0,04h? — 1,2s — 0,6h + 4 = 0,1252 — 1,25 + 4

F'(2)=0,12-22-12-244 = 3,28 .
F'(5)=0,12-52-1,2-5+4=1 F
F'(10)=0,12-10°-1,2-10+ 4 =4
GemalB dem Ergebnis von zuvor ist
der Wert von F'(s) zunachst grof3,
fallt dann ab um kurz darauf
wieder anzusteigen.

Dies deckt sich mit dem Aufblasen = *°
eines Luftballons, was zunachst
schwerer, dann wesentlich leichter - 2o
geht und zum Schluss - kurz vor
dem Zerplatzen - wieder - 1o
schwieriger ist.

a0

]
2 o =z 4 & 8 o 12 g4

Powgred by GEOGEBRA.org

Losung A2

a)

Seite 36

b)

Wie berechnen zunachst die mittlere Geschwindigkeit flr die ersten funf
Sekunden.
s(0)=0m; s(5)=15-52=375m

— 37,5-0 m
v = =75—.
5 N

Strecke fir 6 Sekunden mit dieser mittleren Geschwindigkeit:
s=v-t=75-6=45m.

Strecke fur 6 Sekunden mit Formel s(t):

s(6)=15-62=54m

Differenz: 54 m —45m=9m

Die Ableitung des Weges nach der Zeit ist die Geschwindigkeit.

4s _ s(t+h)=s(t) _ 15:(t+h)*>-1,5¢> _ 1,5t*+3ht+h*>-15t> _ h(3t+h)

ét_ s+h-s h - h T n =3t+h
S 7 _ . _

= =5 (t)—£%3t+h—3t

Damit lautet die Formel flr die Geschwindigkeit des Laufers:

v(t) =3t

U(5)=3'5=15%; v(6)=3-6=18%
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c)

d)

‘ A ufg abenbla t‘t D/fferenzialrechnung
Vom Di;ferenzenqu /t/enten zur/Ab/eitung
b . Losungen-
Level 3 - Expert - Blatt 2
v(t) =367
3t=36 = t=12
Nach 12 Sekunden erreicht der Laufer eine Geschwindigkeit von 36%.
s(t) =96
1,5t =96
t?=144 = t=12
Nach 12 Sekunden ist der Ldufer 96 m weit gefahren.

Losung A3

a)

b)

f(7) = 60 bedeutet, dass zwischen 6 Uhr und 13 Uhr 60 m3 Ol durch die
Pipeline geflossen sind.

f(7)4f(3) 11 bedeutet, dass die mittlere Durchflussmenge zwischen 9 Uhr

und 13 Uhr 1lT betragt.

f'(5) = 12 bedeutet, dass die momentane Durchflussmenge um 11 Uhr 12'"73
betragt.
3
fi5) =122 %m— Von 11 Uhr bis 11:15 Uhr sind es 15 Minuten:
3

12 m3
V[11;11:15] = 15 min - EE = 3 m

Losung A4

a)
b)

c)

d)

Etwa Mitte Mai war mit 6000 m® am meisten Wasser in der Zisterne.
Im Monat April hat es am meisten geregnet, weil in diesem Zeitraum die
Wasserzunahme in der Zisterne am Steilsten ist.
Im Monat Februar als auch genau Mitte Mai und Ende Juli sind taglich 100 m3
zugeflossen, da die Wasserzunahmen dort den Wert 0 erreichten.
Im Monat Januar als auch etwa um den 25. Mai als auch den 15. Juli herum
sind taglich 50 m® Wasser zugeflossen, da dort die Wasserabnahme etwa
50 m3 betragt.
Direkt nach dem 1.6. hat es zu regnen begonnen, da ab diesem Tag die
Wasserabnahme wieder geringer ist als 100 m® pro Tag.

100 m3

Die Wasserzunahme im September betrug 1000-""— bzw. 2°.™  Dpa im
Monat 3 Tag

September auch 100 % entnommen wurden, sind somit taglich im Mittel

3
etwa 133,3 :Tg durch die Zisterne geflossen.
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AU fg abe n bl att D/fferenzialrechnung

“Vom Di;ferenzenqu/tfenten zur/\b/eitung
o[ . Losungen.
Level 3 - Expert - Blatt 2

Losung A5
a) Umrechnung von km/h in m/s:
50 St =2 =139%
3,6 s
100 A = 10™ _ 57 g
h 3,6 s s

b)

Wir benétigen die Beschleunigung des Rennwagens. Die Beschleunigung ist

die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit, die Geschwindigkeit ist die

Ableitung der Strecke nach der Zeit, also benoétigen wir zunachst die Ableitung

s'(t) und danach s"(t).
4s _ s(t+h)—s(t) _ 5-(t+h)2+t+h-5t%2—t _ 10ht+5h%+h h(10t+5h+1) — 10t +5h 41
At s+h-s h h h
L=s'O=v(®) = lim 10t + 5h + 1 =10t + 1
Av _v(t+h)-v(t) _ 10 (t+h)+1 10t—-1 _ 10t+10h—10t
g = vth-v h - h
o= v'(t) =a(t) = ’{% 10 =10

Mit v(t) = a -t erhalten wir somit;

v ()=139=a-t; = t; =139

v(t) =278=a-t, = t, =278

At =2,78—-1,39 = 1,39

Der Rennfahre beschleunigt in etwa 1,4 s von 50 km/h auf 100 km/g.

s(t) = 100

5t24+t—100=0

t24+:-20=0

1 1 1
tip = -1 /ﬁ+ 20=—-—+ v/20,01 | p/q-Formel
t =4,3733

Der Rennfahrer benétigt etwa 4,4 s fur die ersten 100 m.

=10
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D/fferenzra/rechnung

/ Aufgabenb/ati‘
A Vom Qlfferenzenq,uot/enten zur Able/tung/

-

Leve/ 4 - Un/verSItat - Blatt 1

Dokument mit 4 Aufgaben

Aufgabe Al
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = sin(x). Bestimme mit Hilfe des
Differenzenquotienten die Funktionsgleichung der Ableitung f'(x).

Aufgabe A2
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=cos(x). Bestimme mit Hilfe des
Differenzenquotienten die Funktionsgleichung der Ableitung f'(x).

Aufgabe A3
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = e*. Bestimme die Ableitung f' mit Hilfe des
Differenzenquotienten.

Aufgabe A4
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = In(x); x > 0. Bestimme die Ableitung f’ mit
Hilfe des Differenzenquotienten.
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y Au fga ben bla tt leferenzialrechnung

“Vom Di/fferenZenqu/tfent’en zur/\bleitung
Z . 2 . Losungen
Leve/ 4 - Universitédt — Blatt 1

L6sung Al
Ay _ flep+h)=f(xo) _ sin(x+h)—sin(x) _ sin(x+h)-sin(x)
ax Xo+h—xgo - x+h—x - h

Es gilt das Additionstheorem sin(a) — sin(B) = 2 cos (“Zi) . sin (“Zi)

sin(x + h) —sin(x) = 2 cos (x+h+x) - sin (x+:_x) = 2cos (?) - sin (g)

Ay ZCOS(Zx;h)sin(g) _ cos(x+§)-sin(§) |

Der Bruch wurde mit % erweitert.

Ax h - %
Es erfolgt nun der Nachweis, dass
. h ““““““““““ R TR AR b e
m(—) ] ] ; f(a:) szn(z) ;
lim = 1. Hierzu betrachten wir uns ‘ <

h—0 =
die Situation am Einheitskreis. A R R T S

H - - ' ' ' v/2|sin(h/2 H :
Nach den trigonometrischen Funktionen STy IS T

gilt: sin (g) = 2:2 = ATB = AB. Dieser Wert

liegt auf der Sinuskurve im Punkt

Cc <E|sin (E))
2 2
Mit kleiner werdendem h gilt flr h':

h AIBr A'B . .
Sm( ') 22 =22 — 4'B". Dieser Wert liegt
2 OB/ 1

auf der Sinuskurve im Punkt
C’( |sin (’;’))

Mit h — 0 wird ﬁ immer kleiner und damit wandert C’ gegen den Ursprung. Da
dadurch auch 2 immer kleiner wird, streben sowohl & aIs auch sm( ) demselben

Wert entgegen sodass der Quotient aus sm( ) und gegen 1 strebt.

— = f'(x) = lim M = lim cos (x +—) -1 = cos(x)
d h—0 % 2

h—0

L6ésung A2
Ay _ flxp+h)—=f(xo) _ cos(x+h)—cos(x) _ cos(x+h)—cos(x)
ax Xo+h—xgo - x+h—x - h

Es gilt das Additionstheorem co s(a) — cos(B) = —2 sin (a%ﬁ) - sin (“Zi)
cos(x + h) —cos(x) = —2sin (xHZHx) - sin (x+h_x) = —2sin (Zx;h) - sin (%)

2
Ay Zsm(zx;h) sin(%) _ sin(x+§)~sin(§) |

Ax h -

Der Bruch wurde mit % erweitert.

sin(%)
0 h

N

= 1. Hierzu betrachten wir uns die

Situation am Einheitskreis (siehe Grafik gemaB Lésung Al).
Nach den trigonometrischen Funktionen gilt: sin(g)=A=B=ATB

= AB. Dieser Wert
OB

liegt auf der Sinuskurve im Punkt C( |sm ('2’))
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y Au fga ben bla tt leferenzialrechnung

“Vom Di/fferenZenqu/tfent’en zur/\bleitung
Z . 2 . Losungen
Leve/ 4 - Universitat — Blatt 1

Mit kleiner werdendem h gilt flr h': sin (%) =48 A'lB' = A'B’. Dieser Wert liegt auf

sin (%))
Mit h — 0 wird ﬁ immer kleiner und damit wandert C’ gegen den Ursprung. Da
dadurch auch 2 immer kleiner wird, streben sowohl % aIs auch sm( ) demselben

der Sinuskurve im Punkt C’ (%

Wert entgegen sodass der Quotient aus Sm( ) und gegen 1 strebt.

sin( x+—-)-sin|{ -
Zy =f'(x) = ﬁ%_%@ = rll% —sin(x +E) -1 = —sin(x)
Losung A3
4y _ flxo+h)=f(x0) _ e¥th_ex _ ex(eh_l) _ x. eh-1
Ax ~ xg+h-x, kR € h
dy _ 4 o x. =1 . elh-1
dx_f(x)_;éﬁ%e R € ;{% h

Wir durfen den Nenner mit h = 0 auch schreiben als limln(l + k), denn [n(1) = 0.
Weiterhin ist auchllme =lim(1+k), denne® =1 und llm(l +k)=1.

k—0 k—0
Somit g||t
-1 . 1+k-1 . K . 1 1
llmT=ex- i ln(1+k)=ex~ llmm=ex- lim——=e* ——
R0 k—0 k—0 k—0 £In(1+k) ln<,5imo(1+k)F>
m

1
Da die Eulersche Zahl e definiert ist mit e = ’girr%)(l + k)x erhalten wir letztendlich

dy I 1 1 1
—==f'0)=¢e* —————=¢e*- =e¥.-=¢e*
dx / ln<lim(1+k)%) in(e) 1

k—0
Losung A4
Ay f(x+h)—f(x) In(x+h)— ln(x) 1 h . .
Pl ir— . =-ln (1 + x) | Erweltern mit xx
v _x.1, n_1.x, Ry P\ _ 1, R\
E_x h ln(1+x) h ln(1+x)_ (ln(1+x)) T x ln<(1+x)>

1. 1.

X X
9 _ 100y = Jim L- Lo Ay
2 7w = fmdn((1+8)) =i (1))

Da die Eulersche Zahl e definiert ist mit e = llm (1 + k)k was gleichbedeutend ist mit

X

lim (1 +§)E erhalten wir letztendlich

h—0

2 = f'(x) = In(e) und mit In(e) = 1 dann f'(x) ==
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