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EinfUhrung

Unter dem unbestimmten Integral verstehen wir die Menge aller
Stammfunktionen F(x), die sich aus einer gegebenen Funktion f(x)
durch Integration ergeben.

Vom Prinzip ist diese Definition nichts anderes als die Definition der
Integralrechnung als Umkehrrechenart der Differentialrechnung. Wir g
schreiben hierflr:

'\

Jf(x)dsz(x)+C

Es gilt nun, zu verstehen, was das Zeichen dx
und die Variable C bedeuten. Hierzu gehen wir
zum besseren Verstandnis einmal den
umgekehrten Weg und haben zum Beispiel
einer quadratische Funktion mit
fx) = %xz —4x+5 und bilden deren

Ableitung  f'(x) = 2x — 4. Nebenstehende
Grafik zeigt den Verlauf der Graphen von f
und f.
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Aus dem Gebiet Differenzialrechnung heraus
wissen wir, dass f'(x) die Steigung von f(x) B
an jeder beliebigen Stelle x, liefert. Diese Poweredb
Steigung ist aber nichts anderes als die

momentane Anderungsrate im Punkt P(x0|f(x0)), was gleichzeitig die Steigung der
Tangente an f in diesem Punkt mit der Gleichung t(x) = f'(xg) - (x — x¢) + f(x0)
ist.

wGEOGEBRA.org

Die momentane Anderungsrate einer Kurve bzw. die Steigung ist aber definiert
Uber den Differenzialquotienten i—i’ auch mit 3—3: bezeichnet. Somit ist der Ausdruck

f'(x) nichts anderes als eine Abklirzung ftr j—z. Somit kdnnen wir auch schreiben:

dy
il €D
Diese Gleichung wandeln wir nach den Regeln der Aquivalenzumformung um:
ay _ .
L= f1(x) | dx
dy = f'(x)dx |
Jdy =[f()dx

und da die Integralrechnung die Umkehrrechenart der Differentialrechnung ist,
erhalten wir wieder

y=fk)

also f(x), was uns ja die y—Koordinate einer Funktion an jeder beliebigen Stelle
x, liefert.
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Integralrechnung
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Zur Erklarung der Variablen C sehen wir uns

vV fagr e
nun die Ermittlung einer Ursprungsgleichung ,,j\\‘\\\\v y:
aus einer gegebenen Ableitungsgleichung R R j ‘
heraus an. B b B e e €
Wir bleiben bei obigem Beispiel. Gegeben ist \\\‘?\ 1
die Ableitungsfunktion f mit f(x)=x—4  \iv|\
einer Stammfunktion F. Zu bestimmen ist die | \\}.},
Ursprungsgleichung. Wir wenden die - 3.
Umkehrregel zur Differentialrechnung an und  ---\sfv v
schreiben f AR
F(x)=[f(x)dx = [(x — 4)dx A AR
Wir wissen, dass das x aus %xz und die —4 7 NN 5//?’//}' L S
aus —4x entstanden ist. Das fihrt uns zur 2| ;"'\\' = S
Funktionsgleichung F(x) = %xz — 4x. 1 ) ‘ \\\ TP Y S
Doch, wo ist denn die 5 aus unserem obigen / i }"// S s e e
Beispiel geblieben? e T
Da durch eine Ableitung die Information dber 7| TN /T
das absolute Glied der Stammfunktion Poweredgb GEOGEBRA.0rg

verloren geht, denn die Ableitung einer

Konstanten C € R ist gleich 0, erhalten wir durch Integration einer Funktion f
keinerlei Information mehr Gber den urspriinglichen Wert des absoluten Gliedes
der Stammfunktion. Aus diesem Grund mussen wir jeder durch Integration
ermittelten Stammfunktion die Variable 4+C hinzufigen. Die Stammfunktion ist
somit keine einzelne Funktion mehr, sondern vielmehr eine unendliche Menge
von Stammfunktionen, die wegen C € R alle in y—-Richtung nach oben oder unten
verschoben sind.
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Merksatz

Das unbestimmte Integral ist die Menge aller Stammfunktionen F(x), die sich aus
einer gegebenen Funktion f(x) durch Integration ergeben. Wir schreiben:

jf(x)dsz(x)+C

Die Integration einer Funktion f ist nicht mehr in der Lage, eine Aussage
dartber zu treffen, wie viel und in welcher Richtung die Stammfunktion in y-
Richtung verschoben ist. Aussagen U(ber den Wertebereich W einer
Stammfunktion kénnen nicht mehr getroffen werden, sind also unentscheidbar.

Integrationsregeln

Ahnlich den unterschiedlichen Regeln der Differentialrechnung, wie z. B.
Konstanten- Potenz- Summen-, Produkt-, Quotienten-, Ketten- und Umkehrregel
gibt es auch entsprechende Integrationsregeln. Dabei ist anzumerken, dass zwar
jede beliebige Funktion abgeleitet werden kann, dass es jedoch viele
Ableitungsfunktionen gibt, die nicht mehr integriert werden kdnnen. Man kdnnte
sagen:

Ableiten ist Handwerk. Integration ist Kunst.
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