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zum Erwartungswert
Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

Dokument mit 13 Aufgaben

Aufgabe Al

Ein Glicksrad hat vier Sektoren, wovon die ersten beiden die
WinkelgréBe a = f = 60 ° haben. Fur die WinkelgréBen y und § des

dritten und vierten Sektors gilt y = 6.
a) Bestimme y und gib die Wahrscheinlichkeit P(y) an, mit der das Rad so zu
stehen kommt, dass der Pfeil in den dritten Sektor zeigt.
b) Bei 3,00 € Einsatz erhalt man Auszahlungen gemaB folgender Tabelle:
a | B | y | )
1,00€ | 200€ | 300€ | 400€
Bestimme den Gewinnerwartungswert. Entscheide, ob das Spiel fair ist.

Aufgabe A2

Flr den Erwartungswert einer Zufallsvariablen X findet

man die Formel
EX) =xP(X =x1) +x,P(X =x3) + -+ x,P(X = xp)

a) Erklare die einzelnen Elemente dieser Formel. ==
Welche Aussage macht der Erwartungswert? 6

b) Erlautere den Erwartungswert an einem Beispiel
unter Verwendung des abgebildeten Gllcksrades.

Aufgabe A3

Felix will auf einem Fest ein Spiel mit einem Gllicksrad anbieten, bei dem das

Rad einmal gedreht wird. Um seinen Gewinn zu kalkulieren, flihrt er folgende

Rechnung durch: 3€-%+1€-§—2€-%— 1€-%= 0,50 €

a) Wie kdnnte das Gliucksrad aussehen?

b) Nenne eine mdgliche Gewinnregel flir die Spieler des Spiels, wenn Felix
einen festen Einsatz pro Spiel verlangen will.

Aufgabe A4

Die Zufallsvariable X nimmt die Werte 0, 2, 6 und 10 an. Ihr Erwartungswert ist
EX) = ? Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariable X ist durch die

folgende Tabelle gegeben: |
X 0

| 10
o

Wl N
N )

|
P(X = x;) ‘ a ‘
Bestimme die Werte flr a und b.

Aufgabe A5

In einem Behalter liegen eine rote und vier schwarze Kugeln. Man nimmt so

lange ohne Zurlicklegen eine Kugel aus dem Behalter, bis die rote Kugel gezogen

wird.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass man héchstens dreimal ziehen
muss?

b) Mit wie vielen Ziehungen muss man durchschnittlich rechnen, bis die rote
Kugel gezogen wird?
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Aufgabe A6

Zwei ideale Wirfel werden gleichzeitig geworfen.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:
A: ,Genau ein Wirfel zeigt eine 6"
B: "Die Augenzahlen unterscheiden sich um 4"

b) Felix schlagt Max folgendes Spiel vor:
Unterscheiden sich die Augenzahlen der beiden Wirfel um 4 oder 5, so
bekommt Max den Unterschied in Spielchips ausgezahlt. In allen anderen
Fallen muss er einen Spielchip an Felix zahlen. Ist das Spiel fair?

Aufgabe A7
Bei einem Glucksspiel wird eine ideale Miinze geworfen. Liegt nach einem Wurf
Wappen oben, so endet das Spiel. Andernfalls wird die Minze wieder geworfen,
jedoch héchstens dreimal.
Als Gewinn erhalt man:

1 € bei Wappen im ersten Wurf;

2 € bei Wappen im zweiten Wurf;

4 € bei Wappen im dritten Wurf.
Der Einsatz bei dem Spiel betragt 1,50 €. Ist das Spiel fair?

Aufgabe A8

Einem Kartenspiel entnimmt man aus jeder der Farben Kreuz, Pik, Herz und Karo
die Karten mit den Werten 7, 8, 9 und 10. Mit den entnommenen Karten wird
folgendes Spiel gespielt:

Die Karten werden gemischt und ein Spieler zieht zufallig drei Karten. Sind die
Karten von gleicher Farbe, erhalt er 15 €. Haben die Karten den gleichen Wert,
erhalt er a €. In allen anderen Fallen muss er 1€ zahlen.

FUr welchen Wert flr a ist das Spiel fair?
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Hinweis
Bei Aufgaben mit dem Erwartungswert wird empfohlen, unmittelbar eine Tabelle
der x; und P(X = x;) anzulegen.

Losung Al
Lésungslogik

a) Da a und p jeweils 60 ° sind, stehen flr y und § noch 360 °— 120° = 240° zur

Verfligung. Da y = § ist somit y = 249 = 120°. Der dritte Sektor wird vom

2
Winkel y dargestellt mit einer Wahrscheinlichkeit von p = % = %
b) Es ist der Gewinnerwartungswert zu berechnen. Ist dieser Wert gleich dem
Einsatz, so ist das Spiel fair.

Klausuraufschrieb
a) 360°—a—-B=y+§

y+8=240°
Wegen y = § somit y = Z;ﬁ =120°.
i = —120_1
P(dritter Sektor) = P(y) = 500 = 3
b)
a B y )
1,00 € 2,00 € 3,00 € 4,00 €
1 1 2 2
6 6 6 6
! € 2 € 6 € 8 €
6 6 6 6
EX)=-+2+4242="~ 283
6 6 6 6 6
Wegen E(X) # 3,00 ist das Spiel nicht fair.
Losung A2

Klausuraufschrieb
a) In der Formel bedeuten die x; die mdglichen Werte der Zufallsvariablen X
und P(X = x;) die zugehdérigen Wahrscheinlichkeiten.
Der Erwartungswert E(X) gibt an, welcher Wert durchschnittlich bei einer
groBen Zahl von Durchfihrungen des Zufallsexperimentes zu erwarten ist.
b) Man kénnte mit dem Gllcksrad folgendes Gllcksspiel durchfihren:
Das Glicksrad wird einmal gedreht. Zeigt der Zeiger auf einen positiven
Geldbetrag, so wird dieser dem Spieler ausgezahlt, ansonsten muss er 10 €

zahlen.
P(—10€) = %; P(2€) = %; P(4€) = % Die Zufallsvariable X, die den Gewinn
des Spielers beschreibt, hat daher folgende Wahrscheinlichkeits-verteilung:
X | 2€ | 4€ |  -10€
3 3 1
P(X = x; — z -
(=) ‘ 8 ‘ 8 ‘ 4

Der Erwartungswert von X ist (s. Formel in der Aufgabenstellung):

E(X):2.3+4.3_10.l:_l
8 8 4 4

Wird dieses Spiel sehr haufig gespielt, so muss der Spieler mit einem
mittleren Verlust von 0,25 € pro Spiel rechnen.
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Losung A3

Lésungslogik

a) Die Aufgabe beschreibt vier unterschiedliche P(X = x;), die auf einem
Gllucksrad verteilt sind. Wir bestimmen damit die Mittelpunktswinkel des
Glucksrades.

b) Wir stellen eine Tabelle der x; und P(X = x;) auf und wenden die Formel
fur den Erwartungswert an.

Klausuraufschrieb
a) Das Glucksrad ist in vier Sektoren unterteilt mit jeweils
@y =7-360°=90% @ =3-360°=120° a3 = 360°=60°% a; =1 360°=90°
b) Ausgehend vom gegebenen Erwartungswert E(X) = 0,5 kdnnte bei einem
Spieleinsatz von 3 € folgender ,,Gewinnplan" aufgestellt werden:
Sektor 1: kein Gewinn
Sektor 2: 2€
Sektor 3: 5€
Sektor 4: 4 €
Die Tabelle hat folgendes Aussehen (aufsteigend sortiert):

Gewinnplan (x;) 5€ 4 € 2€ 0€
1 1 1 1

P(X = x; - _ Z Z

( g 61 41 31 41
Auszahlun - L L -
g 5 c 4 2 2 3 0 2

E(X) = §€ +1€+2€ = 2,50€
Felix muss auf lange Sicht gesehen 2,50 € auszahlen bei einem Einsatz von
3,00 €. Sein Gewinn pro Spiel betragt somit im Durchschnitt 0,50 €.

Losung A4
Lésungslogik
Wir wenden die Formel fir den Erwartungswert an.

Klausuraufschrieb
E(X)———O +2-§+6-%+10-b

6

Die gesuchten Werte sind a = und b = -.

Losung AS

Lésungslogik

Es handelt sich um Ziehen ohne Zurlcklegen.

a) Das Gegenereignis zu rot spatestens im dritten Zug ist dreimal keine rote
Kugel zu ziehen.
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b) Die Zufallsvariable X kann die Werte von 1 bis 5 annehmen (5 Kugeln im
Behalter).

Klausuraufschrieb
a) A:,Rot spatestens im dritten Zug"
A: ,Nur schwarz in drei Zigen®

=1-p(A)=1-2.3.2_3
P(A)=1-P(A)=1-c-73=1
b)
X; o+ | 2 | 3 | 4 | 5
1 4 1 4 31 4 321143211
po=xo | L | 1 | 131 7321 EEREE
55554 54 3 5432154321
E(X)=z+s+1+i+2=2=
Durchschnittlich muss man mit 3 Zigen rechnen, bis die rote Kugel gezogen
wird.
Losung A6

Lésungslogik
Bei Wirfelexperimenten lohnt es sich, eine
Ereignistabelle aufzustellen. Der Ereignisraum fir Wertigkeitjedes: Ereignisses-ist-_
A ist nebenstehend orange markiert, flr B
darunter ebenfalls in orange. Zusatzliche Felder
fur Aufgabenteil b) in lila. T | 10x| 12x| 13x| 14x| 15x| 16x
b). Die Zufallsvariable X gibt den Gewinn von
Max in Spielchips an. X kann die Werte —1,
4 und 5 annehmen.

e | 2= | 3= | 4ux| bBm| 6=

2x | 21x| 22m| 23m| 24m| 25m| 26x

Fm | 31=| 32m| 33=| 3Fd4=| 35=| 36:

Klausuraufschrieb 4i | 41x| 42m| 43x| 44x| 45x| 46m
1 5

a) P@A)=10 '15 _15 Sw| 51x| 52x| 53x| 54x| 55x| 56
P(B) = 4.§ =3

. . . 6r | 61x| 62x| 63w 64=| 65%| 66

b) X entspricht der Zufallsvariablen fir den ) o M

Gewinn von Max. Die Wahrscheinlichkeiten Wertigkeit jedes Ereignisses st~
flr X sind: =

A= | 2m| 3= | 4m| 5x| 6=

1
P(X=4)=P(B) ==
9 Ie | 11| 12=| 13=| 14=| 15=| 16x=

1
P(X = 5) = E "
5 2w | 21m| 22m| 23m| 24m| 25=( 26x
P(X - —1) - g
1 1 5 1 3 3ix| 32m| 33m| 34x| 35=| 36
E(X)=4.§+5.E+(_1).g=_§ H = =y =y 1o = 1o
H
Da der Erwartungswert fir den Gewinn von dr) 41w 42x) 43w| 44w 45w d6x
Max nicht null ist, ist das Spiel nicht fair. o | 51x 52%| 53x| 54k 55%| 56w/

b= | b6l= 62=| 63=| 64=| 65=| b6=

Losung A7

Lésungslogik

Berechnung Uber den Erwartungswert. Ein Spiel ist dann fair, wenn E(X) =
0 ist. Wir stellen eine Tabelle auf, wobei in diesem Falle, in dem der
Einsatz bekannt ist, die Einzelgewinne um den Einsatz zu reduzieren sind.
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Loésungen
Klausuraufschrieb
P(A) =3
X; | 2,510€ | 0’§€ | —0,330€ | —1,iso:€
o= |3 | 3 | 5|

E(X) = 2,50 - % +0,50 -%+ (—0,50) -§+ (-1,50) % =113 €

Wegen E(X) # 0 ist das Spiel nicht fair. Auf lange Sicht gesehen verliert der
Spielebetreiber etwa 1,13 € /Spiel.

Losung A8

Lésungslogik

Wir bestimmen zunachst die Wahrscheinlichkeiten flir drei Karten gleicher Farbe.
Es handelt sich um insgesamt 16 Karten, wovon jeweils 4 Karten die gleiche
Farbe haben.

Es handelt sich um Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Berlcksichtigung der

Reihenfolge Die Wahrscheinlichkeit einer einzelnen Kombination betragt p = %

3 2 1
— .= =—., Wegen der vier Kartenfarben also 4 - — = —.
15 14 140" 140 35

Die gleiche Logik gilt fur vier Karten desselben Wertes.

Klausuraufschrieb

Anzahl der Karten ist 16 wovon jeweils 4 Karten die gleiche Farbe und jeweils 4
Karten denselben Wert haben.

G: ,Drei Karten mit gleichem Wert."

F: ,Drei Karten mit gleicher Farbe."
4 3 2 1 1

PO=(3) 15 5= =5

4 3 2 1 1
PO =(3) te =4 =5
Flir den Erwartungswert E(X) gilt:
Die Zufallsvariable X kann die Werte x, = 15 € fUr dreimal die gleiche Farbe, x, =
a € fur dreimal den gleichen Wert und x; = —1 € fur keines von beidem
annehmen. Es gilt:

X; | 15€ | a€ | -100¢€
1 33
P(X = x; — i
X =) ‘ ‘ 35 ‘ 35
E(X)=15- —+a-—+(1)—= = a=18

Der Gewinn fir dre/ Karten mit gleichem Wert muss 18 € betragen, damit das
Spiel fair ist.
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