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zu Urnenmodellen
Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

Dokument mit 19 Aufgaben
Aufgabe Al
Ein Glicksrad hat drei Sektoren mit den Farben Rot, Gelb und Griin. Das Rad
bleibt mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,1 so stehen, dass der Zeiger in den
roten Sektor zeigt, und mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,3 so, dass der Zeiger
in den gelben Sektor zeigt.
a) Bestimme die Mittelpunktwinkel der drei Sektoren.
b) Berechne, mit welcher Wahrscheinlichkeit beim dreimaligen Drehen die
Farbfolge rot-gelb-grin auftritt.
c) Berechne auch, wie groB die Wahrscheinlichkeit ist, dass bei zweimaligem
Drehen dieselbe Farbe auftritt.

Aufgabe A2

In einem Karton sind zwei Dosen mit je 20 Keksen. Dose I enthalt 12 Kekse mit

Schokolade, Dose II nur vier. Es wird zufallig eine Dose ausgewahlt und ein Keks

herausgenommen.

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit flir das Ereignis A: "Der gewahlte Keks ist
ein Schokoladenkeks".

b) Beweise, dass P(A) gleich bleibt, wenn die vorhandenen Kekse anders auf
die beiden Dosen verteilt werden, wobei aber jede Dose nach wie vor
insgesamt 20 Kekse enthalt.

Aufgabe A3

In einer Urne befinden sich drei weie und flinf schwarze Kugeln. Es werden zwei

Kugeln mit Zuriicklegen gezogen.

a) Berechne, wie groB3 die Wahrscheinlichkeit ist, dass mindestens eine der
gezogenen Kugeln weil ist.

b) Ermittle, wie viele weiBe Kugeln zusatzlich in die Urne getan werden
mussen, damit die in Aufgabenteil a) berechnete Wahrscheinlichkeit auf den

Wert g ansteigt.

Aufgabe A4

In einer Lostrommel sind vier Nieten und zwei Gewinnlose. Ein Kunde kauft so
lange Lose, bis er alle Gewinnlose besitzt. Berechne, wie gro3 die Wahrschein-
lichkeit ist, dass er hdochstens vier Kaufe tatigen muss.

Aufgabe A5

In einem Behalter befinden sich zwei rote und vier schwarze Kugeln.

a) Es werden nacheinander zwei Kugeln mit Zurlicklegen gezogen. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit haben beide Kugeln die gleiche Farbe?

b) Es werden nun nacheinander zwei Kugeln ohne Zurticklegen gezogen.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine der beiden Kugeln
rot ist.

Aufgabe A6

Mit einem idealen Wirfel wird zweimal gewdurfelt.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine 6 fallt?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Augenzahl beim zweiten Wurf gréBer
als beim ersten?
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Aufgabe A7

In einer Urne liegen zwei rote und drei blaue Kugeln. Es werden nacheinander
zwei Kugeln wie folgt gezogen:
Ist die erste Kugel rot, wird sie in die Urne zuriickgelegt.
Ist die erste Kugel blau, so wird sie nicht zuriickgelegt.
Berechne die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:
a) A: "Die zweite Kugel ist rot."
b) B: "Die zweite Kugel ist blau."
c) C: "Die zwei Kugeln haben verschiedene Farben."

Aufgabe A8

Das nebenstehende Gllcksrad wird dreimal gedreht.
Berechne die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:
A: "Es erscheint immer die Zahl 10." 5

B: "Genau zweimal erscheint eine ungerade Zahl." 10 h‘_
C: "Die Summe der Zahlen ist héchstens 20."

Aufgabe A9

Ein Tennismatch besteht aus maximal drei Satzen. Das Match gewinnt der
Spieler, der zuerst zwei Satze flr sich entscheidet. Erfahrungsgemal gewinnt
Felix gegen Max zwei von drei Satzen.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit dauert das Match nur zwei Satze?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann Max das Match fiir sich entscheiden?

Aufgabe A10

In einer Schachtel liegen sechs gleiche Zettel, auf denen je ein Wort es Satzes

.In der Kirze liegt die Wiirze" steht.

a) Aus der Schachtel wird zufallig ein Zettel gezogen.

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Buchstaben des gezogenen Wortes
an. Welche Werte kann X annehmen?
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.

b) Es werden nun so lange Zettel ohne Zurlicklegen aus der Schachtel
gezogen, bis man ein Wort mit funf Buchstaben erhalt. Die Zufallsvariable Y
gibt die Anzahl der Ziehungen an.

Welche Werte kann Y annehmen? Berechne P(Y < 2).
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Losungen

Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

Losung Al

Lésungslogik

Die Wahrscheinlichkeiten sind p,,; = 0,1, pgerp = 0,3 Und pgin = 0,6. Die jeweiligen
Mittelpunktwinkel errechnen sich aus 360°-p

Klausuraufschrieb

a) ®rot = Prot *360°=36°
.Bgelb - pgelb 360°=108°
Ygrin = Pgrin 360° =216°

b)  P(rot; gelb; grin) = prot * Pgewp * Pgrin = 0,1-0,3-0,6 = 0,018

C) P(zweimal dieselbe Farbe) = P(rot;rot) + P(gelb; gelb) + P(griin; grin)
P(zweimal dieselbe Farbe) = 0,12 + 0,3 + 0,62 = 0,46

Losung A2

Lésungslogik

a)

b)

Es erfolgt zunachst die Wahl der Keksdosen mit pp,s = 0,5 und danach die

Auswahl eines Schokoladenkekses mit p; = % und p,; = %.

Wir haben insgesamt 40 Kekse, wovon 16 Schokoladenkekse sind. Wir
bezeichnen die Anzahl Schokoladenkekse in Dose I mit x und die Anzahl in

Dose II mit 16 — x.

Klausuraufschrieb

a)
b)

_1.(4, 12 116 _2_
P(A)_z (20 20) 2 20 _0’4

Anzahl Schokoladenkekse in Dose I sei x.
Anzahl Schokoladenkekse in Dose ] ist dann 16 — x.

1 x 16—x 1 x+16—x 2
P(A)_E'(E-{_ 20)_5' 20 5 O

Die berechnete Wahrscheinlichkeit ist unabhdngig von der unterschiedlichen

Verteilung der 16 Schokoladenkekse.

Losung A3

Lésungslogik

. T . . 3 5 . .
Die Wahrscheinlichkeiten sind p,,.iz = 5 Pschwarz = 5- ~Mindestens eine der

gezogenen Kugeln ist weiB" ist das Gegenereignis von ,keine Kugel ist weil3".
Flr Teilaufgabe b) ist mir der Zahl x weiBe Kugeln zu rechnen.

Klausuraufschrieb

a)

b)

A: ,Mindestens eine Kugel ist weil3"
Pm)=1—P@)=1—Q)_1——=43

5 64 64
rn=3=1-(2)

5+x
( )
5+x 9

1

E 3
15=54+x = x=10
Es missen 7 weiBe Kugeln zuséatzlich in die Urne getan werden.
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Losung A4
Lésungslogik
Die Ereignisse seien: G: ,Kunde zieht Gewinn®,
N: ,Kunde zieht Niete".
Es ist der Ereignisraum aufzustellen und die jeweiligen Ereignisse gemaB erster
und zweiter Pfadregel zu multiplizieren bzw. zu addieren.
Es handelt sich um Ziehen ,ohne" Zurlicklegen.

Klausuraufschrieb

G: ,Kunde zieht Gewinn" N: ~Kunde zieht Niete"

P(2 Gewinne bei hochstens vier Kaufen) =
P(GG) + P(GNG) + P(GNNG) + P(NGG) + P(NGNG) + P(NNGG) =
21241 4 2 1 4 2 3 1 4 3 2 1
cstrrites i itesites i tes T 6=04

Die Wahrscheinlichkeit mit héchstens vier Kaufen alle Gewinnlose zu ziehen

betrédgt 40 %.

LOosung AS
L6sungslogik
a) Ziehen mit Zurtcklegen mit p,, = % und pschwarz = %.

b) Ziehen ohne Zurlicklegen. Mindestens eine Kugel ist rot ist das Gegen-
ereignis zu keine Kugel ist rot.

Klausuraufschrieb
a) A:,Beide Kugeln haben die gleiche Farbe."

P(A) = {(rot rot), (schwarz; schwarz)}
2.2 4 4_20_5
P(4) 6 6+6 6 36 9
b) A:,Mindestens eine Kugel ist rot."
A: ,Keine Kugel ist rot."
12 18

—1_p(A) =1 _2.3_,_12_18_3
P(A)=1-P(4)=1 ce=l-o=—=

Losung A6
Lésungslogik

a) Ziehen mit Zuricklegen mit pg =% und pg = g Mindestens eine 6 ist das

Gegenereignis zu keine 6.
b)  Wir stellen den Ereignisraum flr ,Augenzahl beim zweiten Wurf ist gréBer"

auf. Die Anzahl multipliziert mit % ist dann die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Klausuraufschrieb

a) A: ,Mindestens eine6 A:  ,Keine 6"
11

P(A)=1—P(A)_1—— = 1—— =
b) B:,Die Augenzahl be|m zwelten Wurf ist gréBer als beim ersten.”

Ereignisraum:

(1,2);(1,3); (1,4); (1,5); (1,6)

(2,3);(2,4); (2,5); (2,6)

(3,4); (3,5); (3,6)

(4,5); (4,6); (5,6)
Der Ereignisraum von B umfasst insgesamt 15 Einzelereignisse, somit:

P(B)=15-—=2=2,
36 36 12
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Losungen

Wir missen beachten, dass es sich um Ziehen mit Zuriicklegen handelt, wenn als

erstes die rote Kugel gezogen wird und um Ziehen ohne Zurticklegen, wen im

ersten Zug die blaue Kugel gezogen wird. Das verandert die Wahrscheinlichkeit

der Einzelziehung.

2
Pirot = 5’ und Piblau = 51 JedOCh p2rot(p1rot)

2
P2biauP1biau) = y

Klausuraufschrieb

A: ,Die zweite Kugel ist rot."
Ereignisraum: (rot,rot); (blau, rot)
P(A) = P(rot; rot) + P(blau;rot) =

B: ,Die zweite Kugel ist blau."
Ereignisraum: (rot, blau); (blau, blau)

P(B) = P(rot; blau) + P(blau; blau) = E 2y
F

E

5
C: ,Die zwei Kugeln haben verschiedene

Ereignisraum: (rot, blau); (blau, rot)
P(C) = P(rot; blau) + P(blau;rot) =

3.
5
ar

2
4
rben
E

Losung A8

Lésungslogik
Es handelt sich um Ziehen mit Zurtcklegen.

_ 1 _ 1 _ 1 d _ _1
P10 Y P15 — Ds —2 un Pungerade = P15 + Ds -3

Klausuraufschrieb
A:  ,Es erscheint immer die Zahl 10."
Ereignisraum: (10;10;10)
2?1
P =(3) =3

B: ,Genau zweimal erschein eine ungerade Zahl."

3 32 6
5+54_+

2 3 2 4
_+_-___ _——=— = —
5 5 4

5, p2rot(p1blau) - I prlau(plrot) -

27

~ 50

Ereignisraum: (plorpung'pung); (pungrplo'pung); (pung'pungrplo)

3

3
P =3-(;) =3
c: ,Die Summe der Zahlen ist hochstens 20"
Ereignisraum: (5;5;5);(5,5,10); (5,10,5); (10,5,5)

P =) +3 (@) 15425
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Losung A9
Lésungslogik
Es handelt sich um Ziehen mit Zurtcklegen. pgeix = g, PMax ==

Klausuraufschrieb
a) A:,Das Match dauert nur 2 Satze."

Ereignisrazum: (ZpFelix; Pretix); ®Pmax; PMax)
2 1 5
P@=(3) +(3) =3
b) B:,Max gewinnt."
Ereignisraum:  (Pyax: Pmax); @rFetix Pmax Pmax); (Puaxs Pretiz: PMax)

o) =) 42 Q) E=dr 2

Losung A10

Klausuraufschrieb

a) ,In der Klrze liegt die Wirze"™ hat 6 Worte. Ein Wort mit zwei Buchstaben,
zwei Worte mit drei Buchstaben und 3 Worte mit finf Buchstaben. Die
Zufallsvariable X kann somit die Werte X € [1;2;5] annehmen. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung ist dann:

x| | s
o | | 3

b) Da es insgesamt drei Worte gibt, die weniger als Buchstaben enthalten,
muss spatestens beim vierten Zug ein Wort mit finf Buchstaben gezogen
werden. Y kann somit die Wert von 1 bis 4 annehmen.

Hinweis: Y = 0 kann nicht vorkommen, denn dann wirde ja nicht gezogen.
P(Y < 2) bedeutet entweder ein Wort mit flinf Buchstaben im ersten Zug
oder im zweiten Zug. Es handelt sich um Ziehen ohne Zurlicklegen.

1 9 24 4

1 3 3
P(YSZ):P(Y:1)+P(Y:2):E+E'E:E+§—3O—E.

N R
W N
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Dokument mit 16 Aufgaben

Aufgabe Al1l

In einer Klasse von 25 Schilern soll flir einen Wettbewerb eine Mannschaft von 5

Schilern gebildet werden. Da man sich nicht einigen kann, wird die Zusammen-

setzung der Mannschaft per Los bestimmt. In einer Lostrommel befinden sich 5

Gewinnlose und 20 Nieten. Der Reihe nach zieht jeder ein Los, ohne es zunachst

zu oOffnen. Felix zieht zuerst, Max als Zweiter.

a) Wer hat die gréBere Chance, in die Mannschaft zu kommen?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist mindestens einer der beiden in der
Mannschaft?

Aufgabe A12

Bei einer Tombola verkauft eine Klasse 40 Lose. Unter diesen Losen sind 2 Haupt-
gewinne, 13 Kleingewinne und der Rest Nieten. Felix ist der erste Kaufer und
zieht nacheinander zwei Lose. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der

Ereignisse:

A:  ,Felix erhdlt eine Niete und einen Kleingewinn."

B: "Das zweite von Felix gezogene Los ist ein Hauptgewinn."
C: "Felix zieht héchstens einen Kleingewinn."

Aufgabe A13

In einer Klinik soll die Wirksamkeit eines neuen Medikaments getestet werden.

Das Medikament wird in Packungen zu je 10 Tabletten an Patienten abgegeben.

Man weil3, dass bei vielen Patienten auch Placebos (das sind Tabletten ohne

Wirkstoff) die gleiche Wirkung haben wie die echten Tabletten. Daher wird in

jeder Packung eine Tablette durch ein Placebo ersetzt.

a) Ein Patient entnimmt aus einer Packung nacheinander zwei Tabletten.
Berechne die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:

A: "Nur die erste Tablette enthalt das Medikament."
B: ,Beide Tabletten enthalten das Medikament."
C: "Eine der beiden Tabletten ist das Placebo."

b) Eine weitere Packung ist duBerlich identisch mit den anderen, enthalt aber
zwei Placebos. Ein Patient bekommt beide Packungen. Er wahlt eine der
Packungen aus und entnimmt ihr eine Tablette.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthalt diese Tablette das Medikament?

Aufgabe Al4

In einer Schachtel liegen vier Tischtennisballe, drei davon sind gelb und einer

weil.

a) Man zieht zweimal nacheinander mit Zurlicklegen einen Ball aus der
Schachtel. Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben die Balle verschiedene
Farben?

b) Max und Felix einigen sich auf folgendes Spiel:

Sie ziehen ohne Zuriucklegen abwechselnd jeweils einen Ball aus der
Schachtel. Wer zuerst den weiBen Ball zieht, hat gewonnen.
Beide Uberlegen, ob es geschickt ist, den ersten Zug zu machen.
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Aufgabe A15

Ein Gllcksrad ist mit den Beschriftungen A, B und I wie abgebildet versehen. Die
Mittelpunktswinkel der entsprechenden Kreisausschnitte haben die Weiten 90 °,
120 ° und 150°.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass man bei

drei Drehungen

a) die Buchstaben in der Reihenfolge ABI,

b) mindestens einmal den Buchstaben B, <:
c) die Buchstabenfolge AB erhalt?

Aufgabe A16

Ein Tetraeder und ein Wiirfel werden gleichzeitig
geworfen. Anders als beim Wirfel gilt beim Tetraede
die Zahl als geworfen, die unten liegt. Die Seiten sind
mit Zahlen wie in den Netzen abgebildet beschriftet.

Berechne die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse: /\ i
A:  "Man wdrfelt zwei ungerade Zahlen." )
B: "Man erhalt mindestens eine ungerade Zahl." M 21312
C: "Die Summe der Zahlen betragt 6." i
D: "Die Zahl auf dem Tetraeder ist kleiner als die
auf dem Wirfel." 4

Aufgabe Al17

Das abgebildete Glicksrad wird zweimal gedreht. Mit

welcher Wahrscheinlichkeit treten dabei nur gleiche

Ziffern auf?

Beschreibe, wie man das einmalige Drehen des

Glucksrades mithilfe einer idealen Mlinze simulieren <:
kénnte.

Aufgabe A18

Ein Gliucksrad hat zwei Sektoren, beschriftet mit den
Buchstaben ¢ und N. Die Wahrscheinlichkeit flir den
Buchstaben G bei einer Drehung ist p. Das Glicksrad
wird zweimal gedreht. <=
a) Bestimmen Sie fiir p = die Wahrscheinlichkeiten
der Ereignisse:
A:  "Es erscheinen verschiedene Buchstaben."
B: "Mindestens einmal erscheint der Buchstabe G."

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einmal der Buchstabe N erscheint,
ist 0,64. Wie groB ist dann p?

Aufgabe A19
Eine Urne enthalt drei schwarze Kugeln, zwei rote Kugeln und eine griine Kugel.
a) Es werden nacheinander ohne Zuriicklegen zwei Kugeln aus der Urne
gezogen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:
A: ,Beide Kugeln haben verschiedene Farben."
B: "Die zweite Kugel ist schwarz oder grin."
b) Aus der Urne werden nacheinander vier Kugeln mit Zurlicklegen gezogen.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau eine rote Kugel dabei ist?

© by Fit-in:Mathe-Online, menr als 500.000 Aufgaben fur Schule und Studium
sowww.fit-in~mathe-online.de $TOCHAST 1N STOCHAST 1N STOCHAST 1N STOCHAST I
Dr.-Ing. Meinolf Miiller / webmaster@fit-in-mathe-online.de



=1 &= 1 sAufdabenblatty = | 03"

STOCHASTIK L STOCHASTIK L STOCHASTI STOCHASTIK STOCHASTIK | STOCHASTIK B

zu Urnenmodellen Msetingdh

Level 1 - Grundlagen - Blatt 2

Losung Al1l

Lésungslogik

a) Es handelt sich um Ziehen ohne Zuricklegen.
F/F: Felix zieht ein/kein Gewinnlos.
M/M: Max zieht ein/kein Gewinnlos.

b) Mindestens einer kommt in die Mannschaft ist
das Gegenereignis zu ,keiner von beiden
kommt in die Mannschaft".

Klausuraufschrieb

a) Felix im ersten Zug Gewinnlos:
5 1
P(F) - E - E
Max im zweiten Zug:
5. 4,20 5 _6_1
P(M) =5 2atm 30 5
Die Chance, in die Mannschaft zu kommen, ist fiir beide gleich groB.

b) A:,Mindestens einer kommt in die Mannschaft."
A: ,Keiner kommt in die Mannschaft."

— 20 19 19 11
P(A)=1-P(A) = 1- = =1-o=
Losung Al12
Lésungslogik
Es handelt sich um Ziehen ohne Zuriicklegen. ] H
H: Felix zieht einen Hauptgewinn. 39
K: Felix zieht einen Kleingewinn.
N: Felix zieht eine Niete. H 13 K
A:  ,Felix erhélt eine Niete und einen Kleingewinn." 2539
Ereignisraum: (py,px); (Px,Pn) 2= 39 N
B: "Das zweite von Felix gezogene Los ist ein 0 _
Hauptgewinn." % H
Ereignisraum: (pu, pu); 0k, Pu); (Pn.Pr)
C: "Felix zieht héchstens einen Kleingewinn." " K T
Ereignisraum: (pg, pE);_(pK, v%); (P Px) 40 30
Das Gegenereignis ist C: ,Felix zieht zwei ag N
Kleingewinne. 25
40
Klausuraufschrieb
_25,18,1825_ 5, 51_5
ey ey R B,
P(C) - 1—P(C) == 1—E'E= 1_§E=E
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Losung Al3
Lésungslogik

v Aufgabenblatt

STOCHASTIK

STOCHASTIK

”“"“"Urnenmodellen

a) Es handelt sich um Ziehen ohne Zurlcklegen.
b) Der erste Zug ist Ziehen einer Schachtel mit p = 0,5.

Klausuraufschrieb
) P = () ()= =10%

9 8 8
P(B) =(55) (5) =15, =80%
9 1 1 2
P(C)=E'§+E_E=ZO%
-1,9,1,8 _17 _
b) P=3"T%1t2"% 20~85%

Losung Al4
Lésungslogik

a) Es handelt sich um Ziehen mit Zurtcklegen.

Klausuraufschrieb

a) Ereignisraum ,,unterschiedliche Farben™:

P{(g,w); (w, g)}—z 3,13

4 4 8
b) P(Maxyeig1) = Z

. 1 1
P(Maxgelb v Felix e 2) =7'373

3
4 3 4

P(Maxgelb ;1 Fellxgelb 2 Maxyeig;s ) =735 =
P(Maxgeip.1, Felixgeip,, Maxgerp 3, Felixyeig, 4) =
P(Maxweifé) = P(Maxweiﬁ 1) + P(Maxweifé 3)

P(Felixyeig) = P(Fellxwelg 2) + P(Fellxwelg 4) =>4
Es ist unwesent//ch wer das Spiel beginnt, da

wahrscheinlichkeit = > betragt.

Losung A15

Lésungslogik

w-l:-l»—k

Stochastlk

STOCHAﬁTlK

Losungen

aufstellen des Ereignisraums.
b) Es handelt sich um Ziehen mit Zuricklegen. aufstellen des Ereignisraums.

g w);w,g)

Es handelt sich um Ziehen ohne Zuriicklegen. Die Wahrscheinlichkeiten der
einzelnen Buchstaben sind proportional zum Kreisumfang (360° 2 100 %).
Mindestens einmal der Buchstabe B ist das Gegenereignis zu kein mal der

a)
b)
Buchstabe B.
c) Aufstellen des Ereignisraums.

Hinweis zum Ereignis (4B):

Zwar wird dreimal gezogen, sodass das Ereignis (4AB) auftritt mit (ABA),
(ABB) und (ABI), da hier jedoch im dritten Zug alle Gberhaupt méglichen
Ereignisse vorkommen und p, + pg + p; = 1 ist, braucht das Ereignis (AB) nur

bis zum zweiten Zug betrachtet zu werden.
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Klausuraufschrieb
a) pa =%i PB =§i pi =%
115 5

b) E:,mindestens einmal der Buchstabe B.,
E: ,kein mal der Buchstabe B.,
— 3
PE)=1-P(E)=1-(%) =1-2=
c) Ereignisraum: (4B);(4;AB); (B;AB); (I,AB)

1 1 111 1 11 5 1 1 1 1 1 1 5 2 1
p:-._+ _____ +=-.=.= + ._._=_+_.(_+_+_)=_=_
4 3 12 12 4 3 12 6

12

LOosung A16

Lésungslogik

a) und b) =
Es handelt sich um Ziehen mit Zuriicklegen. i e e e

c) Bei Wirfelexperimenten lohnt es sich, eine W/T I=| 2= | 2= | 3x| dm| 4=
Ereignistabelle aufzustellen. Der | 11e 120 120 13 14n| 140"
Ereignisraum ist nebenstehend in orange .
markiert. 2= | 21=| 22m| 22x| 23=| 24m| 24x

d) Der Ereignisraum ist in der nebenstehenden .

. . . 3 Fix| 32 32 33=| 34=| 34
zweiten Grafik orange markiert. i Y . T

. dr | 41w 42x| 42x| 43w 4dum| ddu
Klausuraufschrieb

-1 _1 Wertigkeit-jedes-Ereignisses-ist-iﬁ]
a) Pungerader = 2’ Pungeradey, = 3 w =
11 1 ST 1= | 2| 2m| 3F=| 4= | 4=
PA)=1.21=1
2 3 6 X

— . 1 11 12 12 13 14 14
b) B: “keine ungerade Zahl” ol I Ml M M

P(B)=1-P(B) = 1_1.3=3 2| 21x| 22x| 22x| 23x| 24x| 24|
T 2 3 3
c) Ereignisraum: (2,4); (24);(3,3); (4.2); (4.2) 3x | 31x| 32x| 32x| 33x| 34x| 34x|
P(C)=5-2.1=2 ;
4 6 24 Bz | 41| 42%| 42x| 43x| 44=| 44

d) Ereignisraum: (1,2); (1,2);(1,3); (1,4); (1,4
(2,3); (24);(24)
(34) (34)

12

P(D)=10-

L
[N
|

Losung Al7

Lésungslogik
Es handelt sich um Ziehen mit Zurlcklegen.
Gesucht ist ein Zufallsexperiment mit einer Mlinze, bei dem das Ereignis 4 und

sein Gegenereignis B mit den Wahrscheinlichkeiten P(4) = ; und P(B) =~
auftreten.

Klausuraufschrieb

Wertigkeit P(1) = %; P(2) :%

Ereignisraum: (1,1); (2,2)
1\2  (3\2 s

p=0) +() =3

Bei zweimaligem Wurf einer MlUnze gilt z.B. flr das Ereignis A = {(WW}

1 1 1
P =337
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Fur das Gegenereignis B = {WZ;ZW; ZZ} gilt dann
P(B)=1-P(4) =~.
Interpretiert man das Ereignis A als Auftreten der 1 und B als Auftreten der 2

beim Glicksrad, so kann auf diese Weise eine Drehung des Gllcksrades durch
einen Doppelwurf einer idealen Miinze simuliert werden.

Losung A18

Lésungslogik
Die Wahrscheinlichkeit P(G) = p ist gegeben. Dann ist P(N) =1—p

Klausuraufschrieb

a) PG)=p PN)=1-p
1 1 3
P)=2-3-(1-3)=2
P(B)=1-P(B)=1->->==
b) N:,Mindestens einmal N,,

N: ,Kein mal N,

P(N) = P(G)

P(N) =1-P(G) = 0,64

064=1—-p%2 = p=06

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Buchstaben G bei einer Drehung ist 0,6.

L6ésung A19

Lésungslogik

a) Ziehen ohne Zurlcklegen, damit Veranderung der Einzelwahr-
scheinlichkeiten. Wir stellen jeweils den Ereignisraum auf.

b)  Ziehen mit Zurucklegen, B, .-verteiltes Experiment mit k = 1.
'3

Klausuraufschrieb

a) A: ,Beide Kugeln haben unterschiedliche Farben"
A: ,Beide Kugeln haben gleiche Farben"
Ereignisraum fir A: (ss) (rr)

3 2 1 2

Pss =g c=5i Pr=¢- g—g
P(A)=1-P(@A)=1-c——==
B: ,Die zweite Kugel ist schwarz oder grin"
B: ,Die zweite Kugel ist rot"

Erelgnlsraum fur B: (rr); (rr)
2 1

6’5 1s
42 _ 4
6 5

prr
Prr = =1 S ,
P(B) - 1—P(B) == 1_E=§
b) B,.-verteilt:
’3

ok =0=() 3 =4-5=2

3

Seite 16 © by Fit-insMathe-Online, menr als 500.000 Aufgaben fur Schule und Studium
sowww.fit-in~mathe-online.de TocHAsT In STOcHAST IN T0crAST 1IN $TocrasTIN
Dr.-Ing. Meinolf Miiller / webmaster@fit-in-mathe-online.de



OCHASTIK

zu Urnenmodellen
Level 1 - Grundlagen - Blatt 3

Dokument mit 16 Aufgaben
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Aufgabe A20

Die Flachen eines Tetraederwdirfels sind mit den
Zahlen 1 bis 4 beschriftet. Als gewdrfelt gilt die
Zahl, auf der der Wurfel zu liegen kommt. Der
Wirfel wird viermal geworfen.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalt man
viermal die gleiche Zahl?

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit mindestens
einmal eine Zahl gréBer 2 zu werfen?

c) Die Ergebnisse in der gewdirfelten Reihenfolge
bilden einer vierstellige Zahl. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist diese Zahl gréBer als
11447

Aufgabe A21

In einem Behalter liegen finf blaue, drei weiBe und zwei rote Kugeln. Mona zieht

eine Kugel, notiert die Farbe und legt die Kugel wieder zurlick. Danach zieht sie

eine zweite Kugel.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei gleichfarbige Kugeln gezogen
werden?

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass von den beiden gezogenen Kugeln
eine rot und eine weil ist?

Aufgabe A22

In einem GefaB befinden sich eine weiBe, vier rote und funf blaue Kugeln. Es

werden nacheinander zwei Kugeln ohne Zurticklegen gezogen.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden zwei verschiedenfarbige Kugeln
gezogen?

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens eine der gezogenen
Kugeln rot ist?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden zwei verschiedenfarbige Kugeln
gezogen?

d) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass hdchstens eine der gezogenen
Kugeln rot ist?

Aufgabe A23

In einem Behalter befinden sich drei blaue und drei rote Kugeln. Viola flihrt zwei
Zufallsexperimente durch:

Experiment 1: Sie zieht zwei Kugeln mit Zurtcklegen.

Experiment 2: Sie zieht zwei Kugeln ohne Zurlicklegen.
Sie vermutet: "In beiden Experimenten ist die Wahrscheinlichkeit, zwei verschie-
denfarbige Kugeln zu ziehen, fliinfzig Prozent."
Uberpriife diese Vermutung.
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Aufgabe A24

Flr eine Geburtstagsparty werden 20 Glickskekse
gebacken, unterschiedlich geflllt und in einen Korb
gelegt:

12 Kekse enthalten jeweils ein Sprichwort.

6 Kekse enthalten jeweils einen Witz, die restlichen

werden mit jeweils einem Kinogutschein gefullt.

a) Welche Wahrscheinlichkeit hat das Ereignis "mit
einem Zug ein Sprichwort ziehen"?

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fur das
Ereignis "beim gleichzeitigen Ziehen von zwei
Glickskeksen unterschiedliche Fillungen
erhalten"?

Aufgabe A25

Seit dem Jahr 2007 kdnnen Stadte und Kommunen Umweltzonen zur Reduzier-

ung des SchadstoffausstoBes durch Fahrzeuge einrichten.

Zur Kennzeichnung werden griine, gelbe und rote Plaketten verwendet.

In einem Parkhaus stehen 51 Autos mit einer griinen, 23 Autos mit einer gelben

und 11 Autos mit einer roten Umweltplakette.

An der Ausfahrt fahren zwei Autos nacheinander aus.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben die beiden ausfahrenden Autos
Plaketten mit gleicher Farbe?

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eines der beiden
ausfahrenden Autos eine griine Plakette hat?

Aufgabe A26

In einer Schale liegen gleich aussehende Schokowdrfel.
Sechs Schokowdrfel sind mit Marzipan, vier mit Nougat und zwei mit Karamell
geflllt. Anastasia zieht gleichzeitig zwei Schokowdlrfel mit unterschiedlichen
Fdllungen.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit zieht sie zwei Schokowdulrfel mit unter-
schiedlichen Fullungen?
In einer anderen Schale liegen von jeder Sorte halb so viele Schokowdrfel
(dreimal Marzipan, zweimal Nougat, einmal Karamell). Leon zieht ebenfalls zwei
Schokowdrfel mit einem Griff.
b) Er behauptet: ,Die Wahrscheinlichkeit zwei Schokowdrfel mit unterschied-
lichen Flllungen zu ziehen bleibt gleich."
Hat Leon recht? Begrinde durch Rechnung.
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Losung A20

Lésungslogik

Es handelt sich um Ziehen mit Zurlicklegen. Pro Teilaufgabe wird der
Ereignisraum aufgestellt und daraus die Wahrscheinlichkeit berechnet.

Klausuraufschrieb
a) Ereignisraum:
E = {(1111); (2222); (3333); (4444)}

A: ,Viermal die gleiche Zahl wirfeln®.

111 1 1 1 1 4 1
P(A)==-3-2:1 e
( ) 4 4 4 4 256 256 256 256 64

b) A:,Mindestens einmal eine Zahl gréBer 2."
B: ,Eine Zahl groBer 2 werfen."
C: ,Eine Zahl kleiner 3 werfen."

Fur einen einzigen Wurf gilt:
P(B)=5=1-P(C)=1-5=7

2
Far vier Wirfe gilt:
1 15

P(A)=1—P(A)=1—() =1--=2

c) A: ,Eine Zahl groBer als 1144 werfen."
Bis zur Zahl 1144 existieren 42 Kombinationen. Insgesamt gibt es 4*
Kombinationen Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist somit

_ 41 _15
P(4) == _1__ =%~

Losung A21

Lésungslogik

Es handelt sich um Ziehen mit Zurtcklegen.

Aufstellung der Einzelwahrscheinlichkeit fur die verschiedenfarbigen Kugeln.
Berechnung der Wahrscheinlichkeit fur zwei gleichfarbige Kugeln.
Berechnung der Wahrscheinlichkeit fur eine Kugel rot und eine Kugel weil.

Klausuraufschrieb

P(blau) = % P(weif3) = % P(rot) = %
P(zwei glelchfarbene Kugeln) = P{(b; b) w;w), (r, 1)}
5 _ 25 3 9 2 2 4
P(b;b) = 1575 = 100 POWW) = 3535 = 705 PN =% %6~ Too
P(zwei gleichfarbene Kugeln) = P(b; b) + P(w; W) + P(r;r)
25 9 4
=—+—+—="—"=38%
100 " 100 ' 100 _ 100
P(eine Weifée und eine rote Kugel) = P{(W r), (r;w)}
2 6 3 6
P(WT’) EE_E P(T'W) EE_E
P(eine weifle und eine rote Kugel) = P(w;r) + P(r;w) = m + m = m =12%
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Losung A22

Lésungslogik
Es handelt sich um Ziehen ohne Zuriicklegen.

STOCHASTIK

Stochastik
sf:)cmgm :

Losungen

Aufstellung der Einzelwahrscheinlichkeit fir die verschiedenfarbigen Kugeln fur

das erste Ziehen.

Berechnung der Wahrscheinlichkeit fir zwei verschiedenfarbige Kugeln. Zwei
verschiedenfarbige Kugeln ist das Gegenereignis zu zwei gleichfarbige Kugeln. Da
nur eine einzige Kugel weiB ist, ist das Gegenereignis mit P(r;r) und P(w;w) sehr

schnell ermittelt.

Berechnung der Wahrscheinlichkeit fir hdéchstens eine Kugel rot. Hochstens eine
Kugel rot bedeutet eine oder keine rote Kugel. Das Gegenereignis hierzu sind

zwei rote Kugeln.

Klausuraufschrieb
iR) = L -4 -5
P(weifl) = m P(rot) = m P(blau) = m

Zwei verschiedenfarbige Kugeln:
P(zwei verschiedenfarbige Kugeln) = 1 — P{(r;r), (b; b)}

4 3 12 5 4 20
P(T,T‘)—E-;_% P(b,b)—ﬁ';_%

P(zwei verschiedenfarbige Kugeln) = 1 — (P(r; ) + P(b; b))

P(zwei verschiedenfarbige Kugeln) =~ 64,4 %
Hochstens eine Kugel ist rot:

P(hochstens eine rote Kugel) =1 —P(r;r) =1 — L2_785 86,7 %

90 90

Losung A23
Lésungslogik

Aufstellung der Einzelwahrscheinlichkeit fir die verschiedenfarbigen Kugeln fur

das erste Ziehen.

Berechnung der Wahrscheinlichkeit fur zwei verschiedenfarbige Kugeln getrennt

nach mit Zuriicklegen und ohne Zuricklegen.
Vergleich der beiden sich ergebenden Wahrscheinlichkeiten.

Klausuraufschrieb
P(blau) = % P(rot) = %

Mit Zurlcklegen:

P(2 verschiedenfarbige Kugeln) = P{(b;r), (r; b)}
Ph;r)=2-3=2prp)=2.2=2
6 6 36 6 6 36

P(2 verschiedenfarbige Kugeln) = P(b;r) + P(r; b) = 316 + 316 =2=-50%

Ohne Zurtcklegen:

P(2 verschiedenfarbige Kugeln) = P{(b;r), (r; b)}
P(b;1) —3.2_56 P(r;b) _3.2_56
6 5 30 6 5 30

P(2 verschiedenfarbige Kugeln) = P(b;r) + P(r; b) = 3—60 + 3—60 =

Violas Vermutung ist falsch.
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Losung A24

Lésungslogik

Aufstellung der Einzelwahrscheinlichkeit fir die verschiedenen Keksfullungen fur

den ersten Zug.

Berechnung der Wahrscheinlichkeit ,mit einem Zug ein Sprichwort" ziehen.

Berechnung der Wahrscheinlichkeit ,unterschiedliche Flllung beim gleichzeitigen

Ziehen von zwei Keksen".

Hinweis: Gleichzeitiges Ziehen von zwei Keksen muss als Ziehen
hintereinander ohne Zurilcklegen betrachtet werden.

Klausuraufschrieb
P(Witz) = % P(Sprichwort) = % P(Gutschein) = 22—0

A:  ,Mit einem Zug ein Sprichwort"
P(A)=2=2=60%

B:  ,Unterschiedliche Fullungen beim gleichzeitigen Ziehen zweier Kekse'
P(B) = {(W;S),(S;W),(W; G),(G;W),(S;6),(G;S)}

PW;S)=2.2=22 P(S;W)y=2.2="2
20 19 380 20 19 380
PW;6)=2.2=2 PGW)==-2=22
(20 19 380 20 197 380
PEi6)= 57.21_912=234E 108 _ 54 PO =500 T m
+12+
—9. — 198 _ % 0
P(B) =2 ( 380 ) =100 o5~ 008%

Losung A25

Lésungslogik

Es handelt sich um Ziehen ohne Zurlcklegen.

Aufstellung der Einzelwahrscheinlichkeit fir die erste Ausfahrt eines Autos pro
Plakette.

Berechnung der Wahrscheinlichkeit ,beide Autos haben Plaketten mit gleicher
Farbe".

Berechnung der Wahrscheinlichkeit ,mindestens eines der beiden Autos hat eine
grine Plakette". Hierzu erklaren wir die gelben und roten Plaketten zu ,nicht
gruan® und berechnen die Wahrscheinlichkeit iber das Gegenereignis.

Klausuraufschrieb

- 51 23 11
P(grin) = o P(gelb) = P P(rot) = =

A: ,beide ausfahrenden Autos haben gleichfarbige Plaketten™

P(A) = P{(g;"l; ggg; (gzi;sge); (ro;r0)} s 2 sos 1110 110
P(gr;gr) == .2 = 2% P(ge;ge)zg-a=m P(ro;ro) = — — = ——

85 84 7140 85 84 7140
P(A) = ~ 44,3 %

2550+506+110 _ 3166
7140 7140

Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Autos gleichfarbige Plaketten haben, betrdgt

44,3 %.

B: ,mindestens eines der ausfahrenden Autos hat eine grine Plakette"

P(B) = 1—P(gr; gr)
— 34 33 1122
PUTIIT) = s o0 L0
P(B) = 1= = 7120 = 70 ~ 843 %

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eines der Autos eine griine Plakette hat,
betrédgt 84,3 %.
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zu Urnenmodellen
Losung A26

Lésungslogik

Gleichzeitiges Ziehen von zwei Schokowiirfeln ist zu behandeln wir Ziehen

nacheinander von zwei Schokowdurfeln ohne Zuricklegen.

Die moéglichen Ereignisse ,,Zwei unterschiedliche Flllungen® sind:
~Marzipan; Nougat", ,Marzipan; Karamell®, ,Nougat; Marzipan",
~Karamell; Marzipan®, Nougat; Karamell® und ,Karamell; Nougat".

Wir mussen also sechs Einzelwahrscheinlichkeiten ermitteln und diese dann

aufsummieren.

Wesentlich weniger Rechenaufwand entsteht, wenn wir Gber das Gegenereignis

gehen. Das Gegenereignis von ,Zwei unterschiedliche Fullungen" ist ,Zwei

gleiche Flllungen®. Diese Einzelwahrscheinlichkeiten sind dann:
~Marzipan; Marzipan", ,Nougat; Nougat" und ,Karamell; Karamell®

Aus 1 — ,Zwei gleiche Flllungen® erhalten wir dann das Endergebnis.

Leon hat nicht Recht, Nachweis siehe Klausuraufschrieb.

Klausuraufschrieb
P(unterschiedliche ) = 1 — P(gleiche)
P(gleiche) = P(M;M) + P(N;N) + P(K; K)
_ 6.5 30 43 12 12
P(M; M) = 12 11 132

2.2 pwNm =422 pgiK) =
P(unterschiedliche) = 1 — (ﬂ + 24 i) =1-2-88_2_ 66,7 %

2 1 2

12 11 132 12 11 132
132 132 132 132 132 6

Die Wahrscheinlichkeit, zwei unterschiedliche Fillungen zu ziehen betragt 66,7 %.

Leon hat nicht recht, denn:

3 2 6 2 1 3
PIM;M) = 5=5; PIN;N) =¢5=5;
P(K;K) =22 =
P(unterschiedliche)=1—(3—60+%+0)=1—%=g=%=73,3%

Die Wahrscheinlichkeit, zwei unterschiedliche Fillungen aus der zweiten Schale
zu ziehen betragt 73,3 %.
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zu Urnenmodellen
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1

Dokument mit 8 Aufgaben

3
Aufgabe A1 :
In einer Schachtel liegen finf weiBe Kugeln und eine schwarze Kugel. Aus der
Schachtel wird wiederholt eine Kugel zufallig gezogen. Ist die gezogene Kugel
schwarz, wird sie in die Schachtel zurlickgelegt. Ist sie wei3, wird an ihrer Stelle
eine schwarze Kugel in die Schachtel gelegt.
a) Aus der Schachtel wird dreimal gezogen. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:
A:  "Genau eine Kugel ist schwarz."
B: "Mindestens eine Kugel ist schwarz."
b) Wie oft muss man mindestens ziehen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von
mehr als 99,9 % mindestens eine weie Kugel zu erhalten?

3
Aufgabe A2 it
In einer Urne befinden sich zwei rote und eine bestimmte Anzahl schwarzer
Kugeln. Es werden zwei Kugeln mit einem Griff gezogen.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist mindestens eine der Kugeln schwarz,
wenn die Urne drei schwarze Kugeln enthalt?

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kugeln rot sind, betragt nun % Wie viele
schwarze Kugeln sind in der Urne?

3
Aufgabe A3 i
In einer Urne befinden sich finf rote und eine bestimmte Anzahl schwarzer
Kugeln. Insgesamt passen hdchstens 50 Kugeln in die Urne. Aus der Urne
werden nacheinander zwei Kugeln ohne Zurlicklegen gezogen.
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Kugeln verschiedene Farben
haben, wenn in der Urne zwei schwarze Kugeln sind?
b) Wie groB muss die Anzahl der schwarzen Kugeln in der Urne sein, damit die
Wahrscheinlichkeit, zwei verschiedene Farben zu ziehen, maximal ist?

3

Aufgabe A4 :f

Ein Betrieb produziert Schrauben, die mit einer Wahrscheinlichkeit von 25 %

fehlerhaft sind. Vor der Auslieferung an den Kunden werden die Schrauben durch

ein Prifgerat kontrolliert.

Das Prufgerat findet 95 % der fehlerhaften Schrauben, halt aber auch 10 % der

einwandfreien Schrauben flr fehlerhaft. Diese Schrauben kommen nicht in der

Verkauf.

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

A: ,Eine fehlerhafte Schraube kommt in den Verkauf."
B: ,Eine einwandfreie Schraube wird nicht verkauft."
C: ,Das Prufgerat trifft eine falsche Entscheidung.

b) Das Prufgerat soll so verbessert werden, dass die Wahrscheinlichkeit fur
eine falsche Entscheidung héchstens 2 % betragt. Dazu soll der Anteil p der
einwandfreien Schrauben, die das Prufgerat fehlerhaft aussortiert, gesenkt
werden. Wie groB3 darf p héchstens sein?
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rnenmodellen eethadh

Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1

Losung Al

Lésungslogik

Ziehen mit Zurtcklegen, jedoch mit Veranderung der Anzahl schwarzer Kugeln.
Aufstellen des Ereignisraums und der Wahrscheinlichkeiten nach den Pfadregeln.

Klausuraufschrieb
a) A: ,Genau eine Kugel ist schwarz"

Ereignisraum: (sww); (wsw); (wws)
1 5 4 20
P(sww) ==-=-- =—
s 55
P(wsw) ==.=-- =—
s 55w
P(wws) ==---= —
6 6 216

20+40+60 _ 120 _ 5

216 216 9

P(A) = P(ssw) + P(wsw) + P(wws) =

B: ,Mindestens eine Kugel ist schwarz"
B: ,Alle Kugeln sind weiB"
-1— _5.43_1_60_13
P(B) =1 P(B)_l 6 6 6 1 216 18
b) ¢: ,Mindestens eine Kugel ist weiB"
C: ,Alle Kugeln sind schwarz"
—_ n
P(C)=1-P(C)=1- (%) > 0,999
@
2) <0,001 | In
6
n- zn( ) < In(0,001) | :n (%)
mOOWD 5> 3,855
in(3)
Man muss mindestens 4-mal ziehen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von
mehr als 99,9 % mindestens eine weiBe Kugel zu erhalten.
Losung A2

Lésungslogik
Gleichzeitiges Ziehen von zwei Kugeln entspricht nacheinander Ziehen von einer
Kugel ohne Zurlicklegen. Aufstellen des Ereignisraums und der Wahrscheinlich-
keiten nach den Pfadregeln.
GTR-Einstellungen

GTR-LOsung zu b)

Y1: 72 .
Y2: 24+X)«1+X) BT 5. Intersect
Klausuraufschrieb { .

a) A: ,Mindestens einer der Kugeln ist schwarz"

A:  ,Beide Kugeln sind rot"

P(A)=1-PA)=1-2-2=1-==2=90%
20 10 Inksersection
b) B: ,Beide Kugeln sind rot H=7 2 Y=r2
1 1
POB) = £ T = G ~ 36
72=02+n)-(1+n)
GETR
n=17
Es befinden sich 7 schwarze Kugeln in der Urne.
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Losung A3

Lésungslogik

Ziehen ohne Zuricklegen. Aufstellen des Ereignisraumes und der Wahrscheinlich-
keiten nach den Pfadregeln. )
GTR-Einstellungen: GTR-Losung zu b)

Y1: 10X/((5+X) * (4 + X)) B4 Maximum
W I MO0
Klausuraufschrieb Amin="1
_ . ot AMax=28
a) A: ,Beide Kugeln haben unterschiedliche Farben )
mit Ngchwarz = 2" Ymin=-.1
Ereignisraum: (rs); (sr) Ymax=1
P(rs)=2.2=10 Yacl=.1
; 6 41% Jrres=3
P(sr)=z--

7 6 42 o 10
P(A) = P(rs) + P(sr) === =

b) B: ,Beide Kugeln haben unterschledllche Farben
mit nschwarz =x"
P(rs) = I S— P(sr)

g o Gt T e T
P(B() = Grgam EE
GTR . 25555555565
Nmax =~ 44721 = 4<n<5 Ya0o0
GTR GTR . aoa5555556

P(Bx=s) = P(By=s) = =

Wenn 4 oder 5 schwarze Kugeln in der Urne liegen, ist die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass beide Kugeln verschiedene Farben haben, maximal.

Losung A4

Lésungslogik

Sowohl 75 % der guten Schrauben als auch 25 % der fehlerhaften Schrauben
werden geprift. Das Prifgerat lasst 90 % der guten Schrauben durch die Prifung
und erklart 10 % der guten Schrauben als fehlerhaft.

95 % der fehlerhaften Schrauben werden aussortiert, jedoch 5 % der fehlerhaften
Schrauben gelangen in den Verkauf.

Wir stellen den Ereignisraum auf und berechnen die einzelnen
Wahrscheinlichkeiten.

Klausuraufschrieb

Elementarereignisse:

G: ,Schraube ist in Ordnung"®, P(G) = 0,75

G: ,Schraube ist fehlerhaft", P(G) = 0,25

H: ,Prufgerat erklart ¢ als OK", P(H) = 0,90

H: ,Prufgerédt erklart G als fehlerhaft®, P(H) = 0,10
I

I

,Prifgerat erklart G als OK", P(I) = 0,05
,Prifgerat erklart G als fehlerhaft®, P(I) = 0,95
a) P(A)=P(GNnI)=025-0,05=0,0125
P(B)=P(GNH)=075-0,10 = 0,075
P(C)=P(GNH)+P(GNI)=0,75-0,10 + 0,25 - 0,05 = 0,0875
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Losungen
b) Gesucht p fur P(C) < 0,02
P(C)=P(GNH)+P(GNI)=0,75-p+0,25-0,05 < 0,02
0,75-p < 0,02 — 0,0125
< 29975 _ 0,001
0,75
p darf hochstens 0,1 % betragen.
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zur Binomialverteilung
Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

Dokument mit 21 Aufgaben

Aufgabe Al

Hannah bt das Jonglieren mit drei Ballen. Dabei gelingen 75 % ihrer Versuche.

Hannah probiert es achtmal.

Gib einen Term an fir die Wahrscheinlichkeit, dass

a) alle Versuche gelingen.

b) kein Versuch gelingt.

c) mindestens sechs Versuche, aber nicht alle Versuche gelingen. Gehe dabei
von dem Vorliegen einer Binomialverteilung aus.

d) Begrinde, warum die Annahme einer Binomialverteilung kaum
gerechtfertigt ware, wenn Hannah 150 Versuche durchfiihren wirde.

Aufgabe A2

Ein Laplace-Wurfel wird mehrfach geworfen. Gib Ereignisse A, B und C an mit:
9
a) P(4) = %)
3
b) P(B)=1-(3)

3

o Po=(3)() @

Aufgabe A3

Der Fruhbus ist erfahrungsgemaB in 10 % der Falle verspatet.

a) Gib die Wahrscheinlichkeit daftir an, dass der Bus funf Tage lang stets
plnktlich kommt.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit in Prozent daflir, dass der Bus an drei von
funf Tagen verspatet ist.

Aufgabe A4

a) Beweise, dass man die Funktionswerte der Binomialverteilung mit n =3 und
p = 0,5 erhalt, indem man den entsprechenden Koeffizienten der dritten
Zeile des Pascal-Dreiecks durch 8 dividiert.

b) Erstelle flr diese Binomialverteilung eine Wertetabelle und ein Schaubild.

Aufgabe A5
Gegeben ist folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:
k|0|1|2|3?4|5|6
PX=k) | 10% | 20% | 15% | ? | 10% | 15% | 20%

Bestimme P(3) und P(2 < X < 5).
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| lr élnomla verteilung
Aufgabe A6

Entscheide, welches der Schaubilder zu der Binomialverteilung mit p = 0,4 und

n = 12 gehort. Begriinde deine Antwort.

tochastik

OCHASTIK

£

01234567289 1M111213 k

"(X=k)4

0,28
0,24

A B
B2 (k) B2 (k)
[ 3
0,23 +—— : e 0,23 4+
0,20 + - 1 0,20 +
0,18 +— : SREIERY AP ety 018 s e
0,15 - 015 41—
0,13 - 0,13 +—
0.10 4 0,10 +———
0,08 A 0,08 fimei
0,05 - 0,05 +——
0,03 0,03 +—
U T 1 T t T t + + + Hiw D
00123 4567 B9 10111215 K
C D
Bh (k) BI (k)
L
0,25 + — e 025 =
0,20 + ey 0,20 4—
018 oo R SR E O 0,18 +
[y 1y [ — s ———— 0,15 4
0,13 +—— 0,13 +—
0,10 +—— 0,10 e
0,08 4 0,08 +————
0,05 + 0,05 +——
0,03 +— 0,03 +
0 e e e 0
01234568678 91011213 kK
Aufgabe A7
a) Begrinde, dass die rechts abgebildete
Graphik keine Wahrscheinlichkeitsverteilung
darstellen kann.
b) In einer Urne liegen 40 Kugeln. Zehn davon

© by Flt-lnrnath

sind rot. Aus der Urne werden nacheinander
acht Kugeln gezogen. Die Zufallsvariable X
beschreibt die Anzahl der roten Kugeln unter
den acht gezogenen Kugeln.

Ist X binomialverteilt, wenn die Ziehung:

(1) mit Zurticklegen

(2) ohne Zurlcklegen erfolgt?

Begrunde deine Antwort.

"m fit-i ‘°n| uuuvu : DenasTIn
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0,20 ——

0,16 —_—

0,12
0,08
0,04
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0,00
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zur Binomialverteilung
Aufgabe A8

Ein ReiBnagel wird mehrfach geworfen. Dabei fallt er
erfahrungsgemanB in 60 % der Wurfe auf den Kopf,
ansonsten auf die Seite. Gib die Ereignisse 4, B, C
und D an, fir deren Wahrscheinlichkeit gilt:

_ (30\ . £20.0 410
P(A) - (20) 0,6 0,4 © Agg/Dreamstime.com
P®) = ()-0,6°-0,410 +("0)- 0,61 0,4°
P(C) = (g) -0,67 0,4 +0,6°
P(D) = (%2)-0,41°-0,6'
Aufgabe A9

Ein idealer Wiirfel wird zehnmal geworfen.
a) Wahle die beiden Terme aus, welche die Wahrscheinlichkeit beschreiben,

dass dabei genau viermal eine Sechs auftritt. Begriinde deine Entscheidung.

W e e o)
@ (00 © (O0-¢ © )0

b) Geben Sie einen Term an, der die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass im
10. Wurf die vierte Sechs geworfen wird.
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zUr Binomialverteilung ;
Losungen
Level 1 - Grundlagen - Blatt 1
Losung Al
Lésungslogik
a) und b)

Die Wahrscheinlichkeit fir das Gelingen ist gegeben mit p = %.

c) Laut Aufgabentext soll von einer Binomialverteilung ausgegangen werden.
Mindestens sechsmal Gelingen bedeutet 6, 7 und 8-maliges Gelingen. Da
aber nicht alle Versuche gelingen sollen, fallt das letzte Gelingen 8 wieder

weg.

Klausuraufschrieb

8
a) A:,Alle Versuche gelingen® P(A) = G)

8
b) B:,Kein Versuch gelingt" P(B) = G)
7

3\° [1\2 3 1\1
o ra=0+rx=7=()() () +G)EC) 6
d) Bei 150 Versuchen kann man davon ausgehen, dass die Erfolgswahrschein-
lichkeit nicht konstant bleibt, da Hannah z.B. durch den Trainingseffekt
immer besser bzw. durch Ermidung immer schlechter wird. Jedenfalls wird
die Erfolgswahrscheinlichkeit schwanken. Somit liegt keine
Binomialverteilung vor.

Losung A2
Lésungslogik
Es handelt sich um ein Laplace-Experiment. Jeder Wurf des Wirfels hat die
Wahrscheinlichkeit p = %.
Zu b)
Hier ist das Gegenereignis beschrieben. Gegenereignisse werden in der
Regel bei der Formulierung ,mindestens™ angewandt.

Klausuraufschrieb

a) A:,Es wird 9-mal keine 6 gewurfelt".

b) B:,Bei 3 Wiirfen wird mindestens einmal keine 6 gewdlrfelt".

c) C:,Bei 14 Wirfen fallt genau dreimal eine 6".
Hinweis: Die LOsungen gelten alternativ auch fur die Augenzahlen 1 bzw. 2,
3, 4 oder 5.

Losung A3
Lésungslogik
Die Wahrscheinlichkeit flr Verspatung betragt p = %, somit ist die

Wahrscheinlichkeit fir plnktliches Erscheinen p = %

Klausuraufschrieb
5
a) A:,Bus kommt 5 Tage lang punktlich® P(4) = ( )

9
10

b) B:,Busist an 3 von 5 Tagen verspatet" P(B) = (5) ( ! )3 - (9)2

3/ \10 10
P(B) = % 0,13-0,9% = - 0,001-0,81 = 2=+ 0,81 = 0,0027 = 0,27 %
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zur BinomialVverteilung Lésungen

Losung A4

Lésungslogik

Die Eintrage des Pascalschen Dreiecks haben die Form des Binomialkoeffizienten
.k aus n“, wobei n die Zeile und k die Spalte des Dreiecks angibt (n,k € N;k < n).
In dem hier betrachteten Fall ist n = 3. Flr 0 < k < 3 ergibt sich der Funktionswert
der entsprechenden Binomialverteilung fur p = 0,5.

Klausuraufschrieb

(3 (n\ 3R 3y 1 1 (3
a) Buos®=() () G =G) G =50
b) Die dritte Zeile des Pascalschen Dreiecks besteht aus den Eintragen 1, 3, 3
und 1. Es ergibt sich folgende Wertetabelle:

k

| 0o | 1| 2 | 3
1 3 3 1
B3.0c(k — Z z —
3;0,5(k) ‘ 3 ‘ 3 ‘ 5 ‘ o
Das Schaubild hat folgendes Aussehen:
B3 s (k)
s _
Hys _
026 }— o s TAL
125
0
0 1 2 3|

Losung A5

Klausuraufschrieb

Es gilt: P(X =3)=100% —10% — 20% — 15% — 10% — 15% — 20% = 10%
PR<X<5=PX=3)+PX=4)+P(X =5)=10%+ 10% + 15% = 35%

Losung A6

Klausuraufschrieb

Schaubild B gehoért zur Binomialverteilung p = 0,4 und n = 12. Wegen des
Erwartungswertes mit y =n-p = 0,4 - 12 = 4,8 muss das Maximum bei k =5 liegen.
Schaubild ¢ entfallt somit. Schaubild A ist achsensymmetrisch zur Geraden x =5,
dies ist nur bei p = 0,5 mdglich. Schaubild D zeigt fir k = 13 einen Wert ungleich
Null. Die Binomialverteilung ist jedoch fur k > 12 gar nicht definiert.

Losung A7

Klausuraufschrieb

a) Bei einer Wahrscheinlichkeitsverteilung muss die Summe der Einzelwahr-
scheinlichkeiten stets gleich 1 sein. Die Addition der funf dargestellten
Werte flr k = 0; 1; 2; 3; 4 ergibt:
0,20+ 0,16 + 0,20+ 0,24 + 0,24 = 1,04
Da dieser Wert gréBer als 1 ist, kann der abgebildete Graph keine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung darstellen.
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b) Dargestellt ist eine Bernoulli-Kette. Bei dieser

- gibt es bei jedem Zug nur zwei Ausgdnge. Dies trifft hier in beiden
Fallen zu. Betrachtet werden die beiden Ausgange ,rote Kugel®, ,keine
rote Kugel®.

- beeinflussen sich die einzelnen Zluge nicht; die Wahrscheinlichkeit der
beiden Ausgange bleiben bei jedem Zug unverandert.

Vorgenanntes trifft nur im Fall (1) zu, die Wahrscheinlichkeit fur eine rote

Kugel betragt bei jedem Zug 0,25.

Im Fall (2) gilt dies nicht, da die Gesamtanzahl der Kugeln nach jedem Zug

andert und damit auch die Wahrscheinlichkeit fur eine rote Kugel.

Somit ist nur im Fall (1) - Ziehen mit Zurlicklegen - die Zufallsvariable X

binomialverteilt (mit den Parametern n = 8 und p = 0,25, kurz B, ,5-verteilt).

Losung A8

Klausuraufschrieb

A: ,Der ReiBnagel wird 30-mal geworfen und fallt 20-mal auf den Kopf."

B: ,Der ReiBnagel wird 10-mal geworfen und héchstens 1-mal auf den Kopf."

C: ,Der ReiBnagel wird 8—-mal geworfen und fallt mindestens 7-mal auf den
Kopf."

D: ,Der ReiBnagel wird 25-mal geworfen und fallt 10-mal auf die Seite."

LOosung A9
Klausuraufschrieb
a) (1) Blo;l—verteilt mit P(X = 4) (genau 4-mal eine 6)

(5) B, s-verteilt mit P(X = 6) (genau 6-mal keine 6)
6

b) Im 10. Wurf die vierte 6 heiBt, dass in den 9 Wirfen zuvor 3 6-en gefallen
sind.
B, 1-verteilt mit k =3
‘6

Bur=3=(3)-(3) )
Im 10. Wurf eine 6:

Q00" - 00"
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zur Binomialverteilung
Level 1 - Grundlagen - Blatt 2

Dokument mit 18 Aufgaben

Aufgabe 10

Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit n = 10 und p = 0,3.

a) Welches der beiden Histogramme zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung
von X ? Begriinden Sie Ihre Entscheidung. Wie verandert sich das
Histogramm, wenn p zunimmt?

b) Bestimme anhand der korrekten Abbildung naherungsweise die
Wahrscheinlichkeiten P(3 < X < 6) und P(X # 4).

P(X=k) AP(X=k)
0’35 T Uy ——— 0,35 -
0’30 ......... 0,30 S —— AR
0,25 _""'" 0,25 A s s s -
0,204+ 0,20 ] —
0,15 _ 0,15 o — -
0,104— = 0,10 — || =
0’05_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, & 0,05 SO "
0,00 L 0,00 - W=

| EO T N T 1 | R
0’1 234 56:7°8 910K

Aufgabe 11
Ein Medikament heilt eine Krankheit mit der Wahrscheinlichkeit 0,6.
Im Rahmen einer Erprobung des Medikaments an Patienten, die an dieser
Krankheit leiden, findet sich die folgende Rechnung:
P(X>1)>098
1—(0,4)" > 0,98
n>4
Erldutere diese Rechnung.

Aufgabe 12

Der Graph rechts zeigt die Verteilung einer B,,,-

verteilten Zufallsvariable X mitn=6und 0<p<1. 044 £ F RN
Esqgilt P(X=0)=PX =1). 0,40
a) Bestimme naherungsweise P(X = 2). 0,36
b) Zeige mithilfe der Formel von Bernoulli, dass 0,32 -
fur die Trefferwahrscheinlichkeit gilt: 0,28 ~
p=1. 0,24 A
0,20 -
(Hinweis: (8) =1, (?) =6) 0,16 -
0-12 4 L.
0’08 - B SR s PO T
0,04 - -
O)OO | | | I I | I
Aufgabe 13 Bl e or e Dt

Gummibarchen werden in den Farben Rot und Gelb produziert und in Packungen
zu 20 Stlck ausgeliefert.

Die binomialverteilte Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der gelben Gummi-
barchen in einer Packung. Ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung ist durch das
Histogramm unten gegeben. Der Erwartungswert von X ist eine ganze Zahl.
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a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind 8 oder 9 gelbe Gummibarchen in einer
Packung?

b) Bestimme den Parameter p der Binomialverteilung mithilfe des
Histogramms. Von welchem Mischungsverhaltnis kann man bei den Farben
der Gummibarchen ausgehen?

IP(X=k)

0'20- L L

0,18
0,16 | —
0.14- N
0.12- i
0,10+

0.08- SET

0.06- 2
0,04-
0,02- |
0,00 L ——=[EEIEE ISR SN o RO O e ]

Aufgabe 14:%

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Familie mit finf Kindern
a) genau drei Madchen,

b) mindestens zwei Madchen,

c) hoéchstens drei Jungen,

d) vier Madchen und ein Junge sind?

Aufgabe 15
Ist der Zufallsversuch eine Bernoulli-Kette? Wenn ja, gib die Lange und die
Trefferwahrscheinlichkeit an.

a) Ein Wirfel wird flinfzigmal geworfen. Es wird gezahlt, wie oft eine gerade
Augenzahl fallt.

b) Ein FuBballspieler hat beim ElfmeterschieBen eine Trefferquote von 70 %.
Er schieBt zehn Elfmeter und dabei wird gezahlt, wie oft er trifft.

c) Ein Mathematik-Kurs besteht aus 11 Schilerinnen und 9 Schilern. Es
werden 8 Personen ausgewahlt und ihr Geschlecht notiert.

d) In Deutschland verfigen ca. 80% der Haushalte dber einen
Internetzugang. Es werden 1000 Haushalte ausgewahlt und befragt, ob sie
einen Internetzugang haben.

Aufgabe 16:E

Ein Glicksrad besteht aus 4 gleich groBen Feldern, die mit den Buchstaben A, B,
C und D beschriftet sind. Das Gllucksrad wird zehnmal gedreht. Es wird gezahlt,
wie oft das Feld "A" kommt. Stelle die Bernoulliformel auf und berechne:

a) PX=4) b) PX=0) ) PX<2)
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Losungen
Level 1 - Grundlagen - Blatt 2

Losung A10

Lésungslogik

Der Erwartungswert bei einer Binomialverteilung ist u = n - p.

Klausuraufschrieb

a) Schaubild 1 ist das Histogramm der angegebenen Wahrscheinlichkeits-
verteilung. Das Maximum ist bei Binomialverteilungen im Erwartungswert
mit u =n-p =10-0,3 = 3. Dies ist in Schaubild 2 nicht der Fall.
Nimmt p zu, so verschiebt sich das Maximum wegen u = n - p nach rechts.

b) PB<X<3)=P@)+P(5)=02+01=0,3
PX#4)=1-PX=4)=1-02=0,8

Losung Al1l

Lésungslogik
Es handelt sich um eine By ¢.,-Verteilung.

Klausuraufschrieb

P(X>1)>098
X gibt die Anzahl der durch das Medikament geheilten Patienten an, in
dieser Aufgabe ist die Wahrscheinlichkeit flr die Heilung mindestens eines
Patienten gréBer als 98 %.

1—(0,4)" > 0,98
Der Term (0,4)" gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass von n Patienten keiner
geheilt wird, d.h. P(X = 0).
Somitist P(X>1)=1-P(X =0) =1-0,4" die Wahrscheinlichkeit, dass von n
behandelten Personen mindestens einer geheilt wird.

n>4
Aus dieser Zeile der Rechnung ergibt sich, dass mindestens 5 Personen mit
dem Medikament behandelt werden mussen, damit mit einer Wahrschein-
lichkeit von 98 % mindestens ein Patient geheilt wird.

Losung Al12

Lésungslogik

a) EsqiltPx=2)=1-PX<1).

b) WennP(X=0)=PX=1)=0,4 kann P(X =0) mit P(X = 1) gleichgesetzt
werden.

Klausuraufschrieb
a) PX=2)=1-PX<1)=1-08=0,2

b) Px=0=(0) - A-p°=-p)F
Px=1=(3)-p' - -p)®=2-(1-p)®
Wegen P(X =0)=P(X = 1) gilt:
A-p)Pf=2-1-p)°
1—p=§ = p=s
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LOosung Al13

Lésungslogik

Es handelt sich um eine B, ,,-Verteilung. Wegen der Aufgabenstellung ,Der
Erwartungswert von X ist eine ganze Zahl" lasst sich u = 8 aus der Grafik ablesen
und Uber u =n - p ist p ermittelbar.

Klausuraufschrieb
a) P(B<X<9)=PX=8)+P(X=9)=0,18+0,16=034=34%

b) u=8 n=20 | Aufgabenstellung
p=n-p
—4_8 _04
n 20

Es handelt sich um eine By ,,o-Verteilung.
Man kann von einem Mischungsverhaltnis 4:6 bzw. 2:3 von gelben zu roten
Gummibarchen ausgehen.

LOosung Al4

Lésungslogik

Es handelt sich um eine Bernoulli-Kette mit n =5 Elementen und p = 0,5 (Junge
oder Madchen).

Klausuraufschrieb
a) Genau drei Madchen entspricht k = 3.
Bs,os(X =3)=(3)-0,5%-0,52 = 0,3125
b) Mindestens zwei Madchen entspricht k > 2. Dies ist das Gegenereignis zu
héchstens ein Madchen mit k < 1.
Bsos(X 22) =1-Bsos(X < 1) =1-((5)-0,5°-0,5° + (§)-0,5! - 0,5%) = 0,1875
c) Hoéchstens drei Jungen sind null, einer, zwei oder drei Jungen, also
Bsos(X <3)=(})-0,5°-0,5°+()-0,5!-0,5* +(3)-0,52-0,5° + () - 0,5° - 0,525
= 0,812
d) Vier Madchen und ein Jungenist X =4 v X =1.
Bs,os(X =4) = (3)-0,5%-0,5! = 0,15625
Bsos(X=1)=(3)-0,5!-0,5% = 0,15625

LOosung Al15

Klausuraufschrieb

a) ja, es ist eine Bernoulli-Kette mit n =50 und p = 0,5.

b) ja, es ist eine Bernoulli-Kette (sofern die Trefferquote gleich bleibt) mit
n=10und p =0,7.

C) nein, es ist keine Bernoulli-Kette, da es sich um eine Ziehung ohne
Zurlcklegen handelt und sich die Trefferwahrscheinlichkeit pro Ziehung
andert

d) ja, es ist eine Bernoulli-Kette mit n = 1000 und p = 0,8.

(es handelt sich zwar wie in ¢) um eine Ziehung ohne Zurtcklegen, aber
aufgrund der groBen Grundgesamtheit spielt dies hier keine Rolle)
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Losung Al16

Klausuraufschrieb

Big,0,25-Verteilt

4
a)  Bipoas(X =4) = (140) : G) (3) = 0,1459
b)  Bigo2s(X =0) = (10 ) : G)O (3)10 = 0,0563

Stochastik
s;ocmsnx : ¢

Lésungen

_ (10 .
U, 4 )
O Brooms 22 = () (00" + ()0 @+ ()0 €)° = 0s25e
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 3
— Dokument mit 26 Aufgaben
Aufgabe 17
Ein Jager trifft sein Ziel mit einer Wahrscheinlichkeit 40%. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit erzielt er bei zehn Schissen
a) genau sechs Treffer b) mehr als sechs Treffer?

3
Aufgabe 18:
Bei einem Automaten gewinnt man in 30% aller Spiele. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, dass man

a) bei 10 Spielen mindestens einmal gewinnt?
b) bei 20 Spielen achtmal gewinnt?

=3
Aufgabe 19:
In einem "Nachrichtenkanal" wird ein Zeichen mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,9
richtig Ubertragen. Eine Nachricht besteht aus acht Zeichen.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden hoéchstens zwei Zeichen falsch
Ubertragen?

=
Aufgabe 20 :5
Ein fairer Wirfel wird 36-mal geworfen. Berechne die Wahrscheinlichkeit dafur,
dass die Augenzahl 6 in der erwarteten Anzahl eintritt.

=3
Aufgabe 21 i
Eine Firma produziert einen bestimmten  Massenartikel mit einem
Ausschussanteil von 4 %.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter 100 zuféllig ausgewahlten
Artikeln mindestens 2 und héchstens 6 Ausschussartikel befinden.

3

Aufgabe 225

Die Musikgesellschaft "Harmonie" fiuhrt ihr Jubildumskonzert durch. In den

Pausen werden Tombola-Lose angeboten. Die Wahrscheinlichkeit flir einen

Gewinn ist 10 %.

a) Fritz ist ein eifriger Loskaufer. 490 Lose hat er schon gekauft und 10
Gewinne erzielt. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass man bei 90 Losen
héchstens 10-mal gewinnt?

b) Hans hat schon 100 Lose gekauft und dabei 16 Gewinne eingestrichen. Er
behauptet, er habe eben eine besonders begabte Hand. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit kommt man ohne besondere Begabung auf mindestens
16 Treffer?

c) Die Besucher kdnnen auch Sackchen kaufen, die je 10 zuféallig ausgewahlte
Lose enthalten. Der Veranstalter verspricht mindestens einen Gewinn,
ansonsten wird das Geld zurlckerstattet. Wie groB3 ist das Risiko, dass der
Veranstalter zahlen muss?
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Aufgabe 23

Wie oft muss man einen idealen Wiirfel mindestens werfen, wenn man mit einer
Wahrscheinlichkeit von

a) mehrals 90 % b) mehrals 99 %

mindestens eine Sechs haben will?

—3
Aufgabe 24 :
Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit den Parametern n = 30 und 0,25.
Berechne:
a) PX=10) b) P(X <10) c) PX>5)
d) P(15<X<25) e) den Erwartungswert von X

f) Fur welchen Wert k wird P(X = k) maximal?

g) Erstelle mit dem GTR mit Hilfe von 2 Listen eine Wertetabelle fir die
Zuordnung k — P(X = k).
Zeichne mit dem GTR ein Saulendiagramm filr diese Zuordnung.

=3
Aufgabe 25:8
Ein Spielwirfel mit den Augenzahlen 1 bis 6 wird 18-mal geworfen.

Berechne die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse. Gib die Ereignisse
in Prozent an und runde auf eine Dezimale.

A: Es wird 6-mal eine Augenzahl gewdlrfelt, die gréBer als 4 ist.
B: Es wird mehr als 4-mal eine Augenzahl gewiirfelt, die gréBer als 4 ist.

C: Es wird mindestens 4-mal aber héchstens 7-mal eine Augenzahl gewlrfelt,
die groBer als 4 ist.

=3

Aufgabe 26:S

In einer Fabrik werden die hergestellten Teile von einer Kontrolleurin Gberprift,

die jedes Teil mit einer Wahrscheinlichkeit von 97 % richtig beurteilt.

a) Ab welcher Anzahl von untersuchten Teilen ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Kontrolleurin mindestens eines davon falsch beurteilt, gréBer als 99,9 %?

b) Bei einer anderen Kontrolleurin liegt die Wahrscheinlichkeit, von 100
untersuchten Teilen mindestens drei falsch zu beurteilen, bei etwa 75 %.
M it welcher Wahrscheinlichkeit beurteilt diese Kontrolleurin ein von ihr
untersuchtes Teil falsch?

(Ergebnis in Prozent, auf eine Dezimale gerundet).

Aufaabe 27

In einer Urne sind 400 schwarze und 600 weiBe Kugeln.

a) Aus dieser Urne werden nacheinander 5 Kugeln mit Zuricklegen gezogen.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse

A: Die funf Kugeln haben dieselbe Farbe.
B: Es sind mehr schwarze als weiBBe Kugeln.

C: Die Kugel, die im vierten Zug gezogen wird, ist mindestens die dritte
weiBe Kugel.
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b)  Nun wird 100 —mal eine Kugel mit Zurtcklegen gezogen.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Zahl
schwarzen Kugeln um héchstens 5 vom Erwartungswert abweicht?

Aufgabe 28

Bei dem abgebildeten Glicksrad sind die
Mittelpunktswinkel der Kreisausschnitte gleich
groB. Das Gliucksrad wird mehrfach gedreht und
nach jeder Drehung wird die Zahl beim Pfeil
notiert.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalt man
bei vier Drehungen

- nur bei der letzten Drehung die Zahl 1,
- mindestens einmal die Zahl 1,

- genau zweimal die Zahl 1 und zwar bei
direkt aufeinanderfolgenden Drehungen?

b) Das Glicksrad wird n-mal gedreht.
Flr ein Ereignis A gilt:

= (- ()

STOCHASTIK

Stochastik

£

der gezogenen

Gib geeignete Werte fir n, k und b an und beschreibe ein mogliches

Ereignis 4 in Worten.
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Losungen
Level 1 - Grundlagen - Blatt 3
L6ésung Al7
Klausuraufschrieb
GTR
a) 310;0'4(X = 6) = 0,1115 = 11,15 %

GETR
b) 310;0'4(X > 6) = 1 - 310;0'4(X S 6) = 0,0548 ~ 5,5 %

Losung Al8
Klausuraufschrieb

ETR
a) 310;0'3(X 2 1) = 1 - 310;0'3(X = 0) = 0,9718 =~ 97,2 %
GETR
b) 320;0'3(X = 8) = 0,1144 =~ 11,4 %

Losung A19

Klausuraufschrieb
GTR
Bg.o1(X <2) = 0,9619 ~ 96,2 %

Losung A20
Klausuraufschrieb
E(X)=u=n-p=36-%=6

ETR
B36_1(X =6) = 0,1759 = 17,6 %
6

Losung A21

Lésungslogik
Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl Ausschussartikel an.

Klausuraufschrieb

GTR
B100;0,04(2 < X < 6) = B100,0,04(6 < X) — Bygg;0,04(X < 1) = 0,8064 ~ 80,6 %

Losung A22

Klausuraufschrieb
a) Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der gezogenen Gewinne an.
Bg.0,1-Verteilt.
GTR
Bgg,01(X < 10) = 0,7125 = 71,3 %
b) Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der gezogenen Gewinne an.
Bigo,0,1-Verteilt.

GTR
B1go:0,1(X = 16) = 1 — Bjgp.01(X < 15) = 0,03989 ~ 4 %
c) Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der gezogenen Gewinne in einem
Packchen an.
Bio,01-Verteilt.
TR
Big,01(X =0) = 0,3487 ~ 35 %
In 35 % aller Falle muss der Veranstalter das Geld zuriickzahlen.
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Losungen

Losung A23
Lésungslogik
a) Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der gewirfelten Sechser an. Gesucht

wird die Anzahl der erforderlichen Wirfe, damit die Wahrscheinlichkeit flr

eine oder mehrere Sechsen zu wurfeln 90 % oder mehr betragt.
b) Die gleiche Logik wie bei a), nur dieses Mal mit 99 %.

Klausuraufschrieb

a) B 1(X=1)=1-B 1(X=0)=09
6 ‘6
TR ETR
n =13, denn 1-B_ (X =0) = 0,9065 ~ 90,7 %
‘6
Lésungsweg ohne GTR:
ny (1\° /5\"
1-B,.=0=1-(3)() - (%)
n n
1— (%) 209 = (§) <o1 | In (oder log)
n-in (%) <In(0,1) I m(d)
In(0,1)
n= =12,629 | wegen ln( ) < 0 muss das
n(Z)
Ungleichheitszeichen umgedreht
werden.
Man muss mindestens 13 mal wirfeln.
b) B 1(X=1)=1-B_1(X=0)=099
6 6
GTR GTR
n = 26,denn 1—-B,_1(X =0) = 0,99126 ~ 99,1%
‘6
Lésungsweg ohne GTR:
ny (1\° /s5\"
1-B,.=0=1-(3)() - (%)
n n
1— (g) >0,99 = (g) <001 | In (oder log)
n-in (%) <In0,01) I m(®)
nZM—ZSZS | wegen ln( )<0 muss das
n(Z)
Ungleichheitszeichen umgedreht
werden.
Man muss mindestens 26 mal wirfeln.
Losung A24
Klausuraufschrieb
GTR
a) B30;0’25(X = 10) = 0,0909 = 9,1 %
TR
b) B30;0'25(X S 10) = 0,8943 = 89,4' %
GETR
C) B30;0'25(X > 5) = 1 - B30;O,25(X S 5) = 0,7974 =~ 79,7 %
GTR
d)  Bso;0,25(15 < X < 25) = B30,0,25(X < 25) — B3g;0,25(X < 14) = 0,0027 ~ 0,3 %
e) EX)=u=n-p=30-025=7,5
f) B30;0'25(X = k)max =~ 0,16624 fUI" k=7

© by Fit-insMathe-Online, menr als 500.000 Aufgaben fur Schule und Studium

sowww.fit-in~mathe-online.de #T0cHAST 1IN $T0cHASTIN TocrAsTIN STOHAST 1N
Dr.-Ing. Meinolf Miiller / webmaster@fit-in-mathe-online.de

Seite 43



Seite 44

= = | EAafdabenblate—= | 203K

STOCHASTIK STOCHASTIK STOCHASTIK STOCHASTIK . g STOCHASTIK STOCHASTIK
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Losungen
g) Erforderliche GTR-Eingaben (siehe Grafik unten):
In die Liste L1 ist eine Wertetabelle von 0 bis 30 einzutragen.
Im Listeneditor im Kopf von L2 ist der Befehl binompdf(30,1/6,L1)
einzugeben. Nach Betatigung von | J werden die jeweiligen Wahrschein-
lichkeiten angezeigt.
Nun muss Uber D der Plotter eingeschaltet werden wie in der
Grafik unten angezeigt.
Das Window ist wie unten angezeigt einzustellen.
Alle Y-Speicher missen leer sein, dann wird durch C das Histogramm
angezeigt.
L1 Lz Lz z Flokz Flots W IHDOW
] 1.BEE [ coeem- oy amin=g
i &, 4E -y OEel = L= um HMEH=IH
E g R
Y listily $m1n3655
g NEEE reailz el B3
LzE) =, B3E205534... Lerez=N
Loésung A25
Lésungslogik

Bei einem Wdurfel haben die Augenzahlen gréBer 4 die Wahrscheinlichkeit p = é
Klausuraufschrieb

TR
A: B 1(X=6) = 0,1963 ~ 19,6 %
'3
GTR
B: B, :(X>4)=1-B _1(X<4) = 0,7689~ 769 %
'3 '3
GTR
C: B 1(4<X<7)=B_1(X<7)-B 1(X<3)=06751~675%
'3 '3 '3
Losung A26
Lésungslogik
a) Die Zufallsvariable X ist die Anzahl der Teile, die falsch beurteilt werden.
Gesucht wird der Stichprobenumfang flur den gilt:
Bpo03(X = 1) > 0,999.
b) Gesucht wird die Prozentzahl falsch beurteilter Teile der Kontrolleurin fir

den Stichprobenumfang n = 100 fur den gilt:
Bioo,p(X = 3) ~ 0,75.

Klausuraufschrieb

a)

b)

Bn;0‘03(X 2 1) - 1 - Bn;0'03(X - 0) > 0,999
GTR
n = 227, denn 1 — Byy7.,903(X = 0) = 0,999006
Die Kontrolleurin muss mindestens 227 Teile beurteilen.
BlOO;p(X = 3) =1- BlOO;p(X < 2) = 0,75
GTR
P = 0,0388, denn 1-— 8100;0,0388(X < 2) = 0,74’95
Die Kontrolleurin beurteilt ein von ihr untersuchtes Teil mit einer
Wahrscheinlichkeit von 3,9 % falsch.
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LOosung A27
Lésungslogik

Die Wahrscheinlichkeit fir eine weiBe Kugel betragt % =0,6.

a)

b)

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl gezogener weiBer Kugeln an, fur die
gilt:
Bs.0,6(X =5).

Far Ereignis C: gilt:

In den ersten drei Zigen missen mindestens zwei weie Kugeln gezogen
worden sein. Im vierten Zug muss eine weiBe Kugel gezogen werden.
Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl gezogener schwarzer Kugeln an mit
einem Stichprobenumfang von n = 100 und einer Wahrscheinlichkeit von
p =04.
Bei u = n-p ist dann die Wahrscheinlichkeit gesucht, dass die Anzahl der
gezogenen schwarzen Kugeln zwischen 35 und 45 liegt.

Klausuraufschrieb

£

Losungen

GTR
a) A: Bsos(X=5)= 007776 ~18%
GTR
B: Bsos(X<2) = 031744 ~317%
GTR
C: B3;0’6(X > 2) =1- B3;0’6(X < 1) = 0,64’8
WeiBe Kugel im vierten Zug:
Bs,06(X =2)-0,6 = 0,648 0,6 = 0,3888
b) EX)=p=n-p=100-04 =40
GETR
B100;0,4(35 < X < 45) = Byg0;0,4(X < 45) — Bygp;04(X <34) = 0,7386
L6ésung A28
Lésungslogik
a) Binomialverteilte Ereignisse mit P(1) =§ und P(1) =§
nur letzte Drehung die Zahl 1:
- Dann muss vorher dreimal keine 1 gedreht worden sein.
Mindestens einmal die Zahl 1:
Das Gegenereignis ist viermal keine 1.
Genau zweimal die Zahl und zwar bei direkt aufeinanderfolgenden
Drehungen:
Aufstellung des Ereignisraums und Berechnung der Wahrscheinlichkeit.
b) Identifizierung der Variablen n, k und b.

Klausuraufschrieb

a)

P)=7; P(1)=:

3
- P(nur letzte Drehung die Zahl 1) = (g) % = 8%

—_ 4
- P(mindestens einmal die Zahl1) =1 —-P(1) =1 — (g) = g

Genau zweimal die Zahl 1 und zwar bei direkt aufeinanderfolgenden

Drehungen:
- Ereignisraum: E = {(1111); (1111); (1111)}

o=@ @) -
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b) n=8 k=5 b=
Das Glucksrad wird achtmal gedreht und die Zahl beim Pfeil notiert. P(4) ist

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau 5-mal eine 1 (oder eine 2 oder
eine 3) auftritt.
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Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1
Dokument mit 26 Aufgaben

Aufgabe 1

Stelle die Wahrscheinlichkeiten so um, damit eine Berechnung mit dem GTR
bzw. WTR mdglich ware.

a) PX=5) b) P(X > 14) c) PX<12)
d) P(B<X<10) e) PB<X<10)
Aufgabe Zi

Herr Maier muss jeden Morgen auf dem Weg zur Arbeit einen Bahnlibergang
passieren. Die Schranke ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 25 % geschossen.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass Herr Miller innerhalb eines Monats (mit
22 Arbeitstagen)

a) genau funfmal warten muss

b) hdchstens finfmal warten muss

c) mindestens achtmal warten muss

d) weniger als sechsmal warten muss

e) mehr als zehnmal warten muss

f) nie warten muss

g) mindestens funf und héchstens zwélfmal warten muss

h) weniger als finfzehnmal und mehr als sechsmal warten muss

=
Aufgabe 3:
In einer Urne befinden sich 12 schwarze und 4 weiBe Kugeln. Es werden 12
Kugeln mit Zurlcklegen gezogen. Die Zufallsvariable X zahlt die Anzahl der
schwarzen Kugeln.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass genau funf schwarze Kugeln
gezogen werden.

b) Berechne u = E(X) (Erwartungswert von X) und interpretiere diesen Wert.
c) Berechne PX=p)und Pu—1<X<u+1).

=3

Aufgabe 4:

a) Ein Hersteller von Gummibarchen produziert 28 % rote Barchen. Wie groB
ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Tite mit 143 Gummibarchen
mindestens 40 rote sind?

b) Ein Hersteller von Gummibarchen produziert 28 % rote Barchen. Marlene
entnimmt mit geschlossenen Augen aus einem groBen Behalter (der sehr
viele Gummibarchen enthdlt) ein Gummibarchen nach dem anderen.
Wie viele muss sie entnehmen, damit sie mit mindestens 85 %
Wahrscheinlichkeit mindestens vier rote Barchen bekommt?

c) Ein Hersteller von Gummibarchen verkauft diese in Tlten zu 143 Stlck. Wie
hoch muss der Anteil der roten Gummibarchen in der Produktion sein,
damit in einer Tlute mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 80 %
mindestens 40 Rote sind?
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=3

Aufgabe 5:

In einer Vogelkolonie auf einer Nordseeinsel leben 8000 Moéwen. Ein

Wissenschaftlerteam fangt 100 von ihnen und versieht jeden mit einem

Markierungsring.

a) Ein halbes Jahr spater werden wiederum 100 Vdgel dieser Kolonie
gefangen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben mindestens finf von ihnen
einen Ring?

b) Wie viele Végel muss man fangen, um mit mindestens 80%
Wahrscheinlichkeit mindestens funf mit Ring zu erhalten?

c) Wie viele Vbgel hatte das Wissenschaftsteam mit einem Ring versehen
mussen, damit unter 200 Vdgeln mit mindestens 80 % Wahrscheinlichkeit
mindestens funf mit Ring sind?

=3

Aufgabe 6:

In einem Unternehmen werden Sauerkirschen maschinell entsteint und dann in

Glaser abgeflllt. 1,5 % der fertigen Kirschen haben trotzdem noch ihren Kern.

a) Herr Becker backt einen Kirschkuchen. Daflir nimmt er 120 dieser Kirschen.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich in dem Kuchen mindestens
ein Kirschkern befindet?

b) Wie viele Kirschkerne sind in einem solchen Kuchen zu erwarten?

c) Wie viele Kirschen dirfte Herr Becker flr seinen Kuchen hoéchstens
nehmen, damit er mit mindestens 80 % Wahrscheinlichkeit keinen Kern
darin hat?

d) Wie groB darf die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kirsche noch ihren Kern
hat, sein, damit sich mit mindestens 80% Wahrscheinlichkeit in einem
Kirschkuchen mit 120 Kirschen kein Kirschkern befindet?
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Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1
Losung Al
Klausuraufschrieb
a) PX=5=1-PX<4) b) P(X>14)=1-P(X <14)
c) PX<12)=PX <11) d) PR<X<10)=PX<10)-P(X<1)

e) PB<X<10)=P(X<9)—P(X<3)

Losung A2

Lésungslogik

Es handelt sich um eine Binomialverteilung mit n = 22 (Arbeitstage/Monat) und
p = 0,25 fur Bahnibergang geschlossen.

Klausuraufschrieb
BZZ;O'zs'Verte”t-

GTR GTR
a) BZZ;O,ZS(X = 5) R¥ 0,1933 b) Bzz;o'zs(X S 5) R¥ 0,5168
GTR

C) BZZ;O,ZS(X 2 8) = 1 - BZZ;O,ZS(X S 7) e 0,1615
GTR
d)  B22,025(X < 6) =Bjj025(X <5) ¥ 0,5168

GTR
€)  Biz025(X >10) =1 — Byy5(X <10) = 0,01
GTR

f) By3.025(X =0) = 0,0018
GTR

9)  Bago2s(5 S X S 12) = Byyo5(X < 12) = Bypjps(X < 4) ¥ 0,6758
GTR

h)  B32,025(6 <X < 15) = Byj;025(X < 14) — Bygy025(X < 6) ¥ 0,3006

Losung A3

Lésungslogik

Es handelt sich um eine Binomialverteilung mit n =12 (Anzahl Ziehungen) und

p=%=0,75 fir schwarze Kugeln. Der Erwartungswert E(X) in der

Binomialverteilung berechnet sich Uber u =n-p.

Klausuraufschrieb
312;0’75-Vert8i|t.

GTR

a) 812;0’75()(: 5) s 0,0115
b) wu=n-p=12-0,75=9
GTR
C) 812;0’75()(: 9) s 0,2581
B12,0,75(8 < X < 10) = By;0,75(X < 10) — By3;0,75(X < 7) = 0,684

LOosung A4

Lésungslogik

Es handelt sich um eine Binomialverteilung mit p = 0,28 flir rote Gummibarchen.

a) Gesucht ist fir n = 143 die Wahrscheinlichkeit fir X > 40.

b) Gesucht ist flr X > 4 der Stichprobenumfang n, sodass B),.4,s(X = 4) > 0,85 ist.

c) Gesucht ist flr den Stichprobenumfang n = 143 und X > 40 der Wert von p,
sodass gilt By43,(X = 40) > 0,8.
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Klausuraufschrieb
a) 3143;0’28-Vert8i|t.

GTR

B143;0,28(X = 40) =1 — By43,025(X <39) ¥ 0,535
b)  Bpo2(X=4)=1—B28(X<3)>0,85

GTR-Einstellungen:

Y1=1 - binomcdf(X,0.28,3)

GTR GTR

n = 20 da 1 — Byy25(X <3) * 0,853
C) Bz p(X =240) =1 —Byy3,(X =239) =08

GTR-Einstellungen:

Y1=1— binomcdf(143,X,39)

Y2=0,8

GTR

p ¥ 0,3089

Der Prozentsatz flir rote Gummibarchen muisste

mindestens etwa 31 % betragen.

Losung A5
Lésungslogik

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der mit einem

Ring markierten Végel an.

a) Binomialverteilung mit n = 100 und p = 0,0125.
Gesucht die Wahrscheinlichkeit fur X > 5.

b) Gesucht ist der Stichprobenumfang n, der
erforderlich ist, um mit mindestens 80 %
Wahrscheinlichkeit 5 beringte Végel oder mehr
zu fangen.

v Aufgabenblatt,
zur'Binomialverteilun

Stochastik

STOCHASTIK

Losungen

STOCHASTIK

GTR-L6sung zu b):

=S,

ir LHz0g
ig .~HE0Y
N ey |
BEEYY
cl N
s Aoids
3 Aeogd

m=2H
GTR-L6sung zu c):
IO
amin=-.1
amax=1.1
Werl=11
Ymin=-.1
Ymax=1
VYecl=.1
Lares=4

==
f

Inkerseckioh
M INEEFEIE T

c) Gesucht ist flir den Stichprobenumfang n = 200 und X > 5 der Wert von p,

sodass gilt Bygo.,(X = 4) = 0,8.

Klausuraufschrieb

a) 8100;0,0125'Verte”t.

GTR
B100;00125(X = 5) =1 — Bygg;00125(X <4) * 0,0035
b)  Bro0125(X 25) =1 —By00125(X <4) =208
GTR-Einstellungen:
Y1=1— binomcdf(X,0.0125,4)

GTR
= 537 da 1 — Bss7,00125(X < 4~ 0,80088

C) BZOO,p(X 25)=1—B;p0p,(X<4) =08
GTR-Einstellungen:
Y1=1 - binomcdf (200, X, 4)
Y2=0,8

GTR

p ¥ 0,0338
Der Prozentsatz fiir beringte Végel mulsste
mindestens etwa 3,4 % betragen, somit hatten

8000 0,034 = 272 VOgel beringt werden mussen.
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Losung A6

Lésungslogik

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Kirschen mit einem Kirschkern an.

a) Binomialverteilung mit n = 120 und p = 0,015.

Gesucht die Wahrscheinlichkeit flr X > 1.

b) Gesucht ist der Erwartungswert der Binomialverteilung mit u =n - p.

c) Gesucht ist der Stichprobenumfang n, der erforderlich ist, um mit
mindestens 80 % Wahrscheinlichkeit keine Kirsche mit Kirschkern zu
entnehmen. Da X die Anzahl der Kirschen mit einem Kirschkern angibt, ist
fur diese Aufgaben X = 0 zu setzen.

d) Gesucht ist flr den Stichprobenumfang n = 120 und X = 0 der Wert von p,
sodass gilt Byzq,(X = 0) = 0,8.

Klausuraufschrieb

a)  Bio015-Verteilt. GTR-Losung zu d):
GTR I I HOICI
Bi120,0015(X = 1) =1 = Byz0;0015(X = 0) * 0,8369 Amin=-.@1

b) w=n-p=120-0,015 = 1,8 Kirschen mit Kern AMEE=,

C)  Bnoois(X=0)>0,38 :"‘:5';-1= . Hd1
GTR-Einstellungen: ﬁl'"llr'lfl'- 1
Y1=binompdf(X,0.015,0) I'"I-EI.':-EZ:

ETR TR ITIE":' 1 ' | 1
n = 14 da Bp015(X =0) ~ 0,8093 dares=3
d) BlZO;p(X = O) = 0,8 :.

GTR-Einstellungen:
Y1=hinompdf (120, X,0)

=

Y2=0,8
GTR
p ¥ 0,00186
Der Prozentsatz fir Kirschen mit Kern dirfte
4 0 Interseckion
héchstens etwa 0,17 % betragen. be I BESE = h
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Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 2
Dokument mit 20 Aufgaben

3
Aufgabe 7:%
Stelle zunachst die Bernoulliformel auf und berechne dann mit dem GTR, mit
welcher Wahrscheinlichkeit man bei einer Bernoulli-Kette der Lange n =20 und
der Wahrscheinlichkeit p = 0,3

a) funf Treffer, b) hdchstens drei Treffer,
C) weniger als acht Treffer, d) mindestens zehn Treffer,
e) mehr als 15 Treffer, f) mindestens 8 und hoéchstens 12 Treffer
erhalt.
=3
Aufgabe 8::

Ein Hersteller von Schrauben behauptet, dass mindestens 98 % der Schrauben
normgerechte L @ngen haben. Ein Handler kontrolliert eine Schraubenlieferung
mit einer Stichprobe vom Umfang 200 und findet k Schrauben mit nicht
normgerechter L ange.

Die Lieferung soll zurickgewiesen werden, wenn die Wahrscheinlichkeit flr
mindestens k nicht normgerechte Schrauben in der Stichprobe hdchstens 5%
betragt.

Ab welcher Anzahl k sollte er die L ieferung zurickweisen?

3
Aufgabe 9:if
Eine Glihlampe, die zuféllig der Produktion enthommen wird, leuchtet
einwandfrei mit der unbekannten Wahrscheinlichkeit p.
Jemand entnimmt zufallig 40 Glihlampen. Mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 90 % sollen mindestens 38 Glihlampen dieser Stichprobe einwandfrei
sein.

Wie groB muss die Wahrscheinlichkeit p mindestens sein?

=3
Aufgabe 10:E
Ein Zahnarzt weiB, dass die Wahrscheinlichkeit daflir, bei einem Patienten
Karies zu diagnostizieren, etwa p = 0,8 betragt.
Wie viele Karteikarten muss man der Patientenkartei zufallig entnehmen, wenn
dabei mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% drei oder mehr
Patienten mit Kariesbefund sein sollen?

3

Aufgabe 11 :E

Statistische Untersuchungen ergaben, dass bei einer Produktion von

Computerchips 1 % fehlerbehaftet sind.

a) Wie viele Chips muss man mindestens Uberprifen, damit die
Wahrscheinlichkeit, darunter mindestens einen defekten Chip zu finden,
groBer als 90 % ist?

b) Aufgrund eines Geratefehlers erhéht sich der Anteil der fehlerhaften Chips
in der Produktion. Die Wahrscheinlichkeit, unter 50 untersuchten Chips
mindestens zwei defekte zu finden, liegt jetzt bei etwa 80 %.

Bestimme den Anteil der defekten Chips in dieser Produktion. (Ergebnis in
Prozent, auf eine Dezimale gerundet)
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3

Aufgabe 12:5

Ein GroBhandler bezieht von zwei Herstellern A und B Energiesparlampen, die

auBerlich nicht zu unterscheiden sind. ErfahrungsgemaB sind 9,6 % der Lampen

von Hersteller A und 4,6 % der Lampen von Hersteller B defekt.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind in einer Packung mit 10 Lampen von
Hersteller A alle intakt?

b) Bei einer Inventur stellt der GroBhandler fest, dass 6 % aller Lampen defekt
sind. Berechnen Sie die Anteile der Hersteller A und B an den gelieferten
Lampen.

3

Aufgabe 135S
Ein Medikament heilt eine bestimmte Krankheit mit einer Wahrscheinlichkeit von
85 %. Eine Gruppe von 100 erkrankten Patienten erhalt das Medikament.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden

- héchstens 80,

- mindestens 40 und hdchstens 90,

- mindestens 85
Patienten dieser Gruppe geheilt?
Wie groB3 darf eine Gruppe hdéchstens sein, damit mit mindestens 50 % Wahr-
scheinlichkeit alle Patienten der Gruppe geheilt werden?

=3

Aufgabe 14::

Eine Firma stellt Speicherchips her, die mit der Wahrscheinlichkeit p intakt sind.

Man geht nach Erfahrungswerten von p = 0,95 aus.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthalt eine Packung mit 50 Chips mehr als
einen defekten Speicherchip?

b) Nach einer Optimierung der Produktion versichert die Firma, dass mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 60 % in einer Packung mit 50 Chips alle
intakt sind. Wie grofB ist p dann mindestens?

—3
Aufgabe 15:E
Ein Gllcksrad hat die Felder ¢ und N. Das Feld G
erscheint mit der Wahrscheinlichkeit 0,6 und das Feld N
mit der Wahrscheinlichkeit 0,4. Bei einem Spiel wird das ¢
Glucksrad funfmal gedreht. Man gewinnt, wenn dabei
mindestens viermal G erscheint.
a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit p, dass man
bei diesem Spiel gewinnt.
b) Max spielt dieses Spiel 20-mal. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt er
dabei mindestens 6 Spiele?
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass er beim 20. Spiel zum sechsten
Mal gewinnt?
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Losungen
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 2
Losung A7

Klausuraufschrieb
a) 32003(X—5)—(
b) 32003(X<3)—(

N

\/\/\/ N— —r

0 5 15 %
-0,3°-0,7> # 0,1789

.0,39- 2020 4+ (210) .0,31- 2019 + (220) 0,32 - 2018

N N
UJOOOU'I

GTR
-0,33-207 ~ 0,107

.0,3% - 2020 + (210) .0,31- 2019 + (220) .0,32- 2018
.0,33 207 + (240) .0,3% 2016 + (250) .0,35-2015

+( 60) -0,3¢-20™* + (270) 10,3720 % 0,723

+
o

C)  Bjp3(X<8)=

+
N
UJOO

(2
<

N

GTR
d) 820;0’3(X > 10) = 1 - B20;0,3(X < 9) ¥ 0,04’8
GTR
E) 820;0’3(X > 15) =1- 320;0,3()( < 15) g 0,00000555
GTR
f) 320;0'3(8 S X S 12) = Bzo;o'g(X S 12) - 320;0,3(X S 7) & 0,2264

L6ésung A8

Lésungslogik

Es handelt sich um eine Binomialverteilung mit n =200 Schrauben und p = 0,02
fir nicht normgerechte Schrauben. Gesucht ist der Wert der Zufallsvariablen
X > k fur die gilt: B,gg,0,02.(X = k) =< 0,05.

Hinweis:

Aus dem Text der Aufgabe heraus musst du erkennen, dass p # 0,98 sondern
p=1-0,98 = 0,02 ist, da ja nach nicht normgerechten Schrauben gefragt ist.

Klausuraufschrieb
Bj00.0,02-Verteilt.

GTR
B200;,002(X Z k) =1 — B30;002(X <k—1)<0,05= k=38
Die Lieferung sollte zurtickgewiesen werden, wenn mehr als 7 Schrauben nicht
normgerecht sind.

Losung A9

Lésungslogik

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl fehlerfreier Glihlampen an. Gesucht ist der
Prozentsatz p einwandfreier Glihlampen, fir den bei einem Stichprobenumfang
n =40 k =38 oder mehr einwandfreie Glihlampen eine Wahrscheinlichkeit von
90 % und mehr ergeben.
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Losungen
Klausuraufschrieb
B,o.,-Vverteilt I"'IIHDI:""'I
40;p ' Amin=-.1
B4_0;p(X > 38) = 1 - B4_0;p(X < 37) > 0,9 ::.::I-.-Ia:\:{=1 . 5
GTR-Einstellungen: necl=.1
Y1=1 - binomcdf (40, X,37) Ymin=-.1
Y2=0,9 Yax=1.3
GTR V=cl=.1
p ¥ 0,972 da Byg,,972(X =38) 20,9 Lares=0
Der Prozentsatz einwandfreier Glihlampen der (__J
Gesamtproduktion misste mindestens etwa 97,2 %
betragen.
Inkerseckion
Lésung A10 W=B7EiE87E =0

Lésungslogik

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Patienten mit Karies an. Gesucht ist der
Stichprobenumfang n, fir den 3 oder mehr Karteikarten von Kariespatienten bei
p = 0,8 fUr Karieserkrankung eine Wahrscheinlichkeit von 95 % und mehr ergeben.

Klausuraufschrieb

B,.0g-Verteilt. g( APH
Bpog(X 23) =1—Bpg(X <2) =095 '

GTR-Einstellungen: & 0
Y1=1 - binomcdf(X,0.8,2) EI EEE

GTR A4208
n = 6 da Bgog(X = 3) ~ 0,9834 IE_ .Bgz0y
Es missen Patientenkarten der Kartei entnommen E :EEE;;
werden. =)

Losung Al1l

Lésungslogik

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der der defekten Chips.

a) Gesucht ist der Stichprobenumfang n, fur den 1 oder mehr defekte Chips bei
p=0,1 fir defekte Chips eine Wahrscheinlichkeit von 90% und mehr
ergeben.

b) Gesucht ist der Prozentsatz p defekter Chips an der Gesamtproduktion, fir
die bei einem Stichprobenumfang n =50 k = 2 oder mehr defekte Chips eine
Wahrscheinlichkeit von etwa 80 % sich ergibt.
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STOCHASTIK
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zuUr Binomialverteilung (5etingdh
Klausuraufschrieb
Bs,,-verteilt. IHDD[J
Bsop(X 22) =1—Bso,(X <2) ~ 0,8 mlnf'.l
GTR-Einstellungen: ﬁma-':f: - %
Y1=1— binomcdf(50,X,1) "r'ﬁi.ﬁ; . i
¥2=08 Wmax=1.3
p ~ 0,0587 da Bsg,0sey(X = 2) = 0,8 ¢§5E 1 fii
Der Prozentsatz defekter Chips an der res=
Gesamtproduktion darf etwa 5,9 % nicht Ubersteigen. C

-..-"F___

"

Int-ar's-zclfi-:-n
Wz OERPOZRYM TY= BT

Losung Al12

Losungslogik

a) Es handelt sich um eine Bernoullikette mit By, g9¢-Verteilung.

b) Sei x der Prozentsatz der von Hersteller A gelieferten defekten Lampen,
dann ist 1 — x der Prozentsatz der von Hersteller B gelieferten defekten
Lampen. Danach hat Hersteller 4 0,096 - x und Hersteller B 0,046 - (1 — x)
defekte Lampen geliefert. In der Summe sollen diese nach Aufgabenstellung
6 % sein.

Klausuraufschrieb
a)  Bip.oo9s-Verteilt mit :

GTRE
p=PX=0)= (100) -0,096° - (1 —0,096)1° = 0,3645

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 36,5 % sind in einer 10—er Packung von
Hersteller A alle Lampen intakt.

b) Sei x der Prozentsatz der von Hersteller A gelieferten defekten Lampen.
Dann gilt:

Defekte Lampen von A: 0,096 - x
Defekte Lampen von B: 0,046 - (1 —x)
Defekte Lampen insgesamt: 6% = 0,06
0,096 - x + 0,046 - (1 — x) = 0,06
0,05-x=0,014 = x=0,28
28 % der gelieferten Lampen stammen von Hersteller 4, 72 % von Hersteller
B.
LOosung Al13

Lésungslogik

Die Zufallsvariable X ist By, g5-Verteilt.

Hochstens 80 entspricht P(X < 80).

Mindestens 40 und hdéchstens 90 entspricht P(40 < X < 90).

Mindestens 85 entspricht P(X > 85).

Bei ,Wie groB3 darf die Gruppe hdchstens sein®™ ist n gesucht. Alle Patienten
bedeutet dabei B, g5(X = k).
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zUr Binomialverteilung ;
Losungen

Klausuraufschrieb

X ist Bygg,0,g5-Verteilt.

GTR

Bioos0,8s(X <80) * 10,1065 ~ 10,7 %

Mit ca. 10,7 % Wahrscheinlichkeit werden héchstens 80 von 100 Patienten geheilt.
GTR

B100;0,85(40 < X <90) = P(X <90) —P(X <39) ¥ 09449 ~ 94,5 %

Mit ca. 94,5 % Wahrscheinlichkeit werden mindestens 40 und héchstens 90 von

100 Patienten geheilt.

GTR
Bioo;0,85(X =85) =1 — Bigo0s5(X <84) ® 0,5683 ~ 56,8 %
Mit ca. 56,8 % Wahrscheinlichkeit werden mindestens 85 von 100 Patienten
geheilt.
GréBe der Gruppe:
X ist By gs-verteilt.
Bnosgs(X =k) =05 =
ETR ETR
n = 4 denn By gs(X =4) = 0,5220
Die Gruppe darf héchstens 4 Patienten umfassen, damit mit mindestens 50 %
Wahrscheinlichkeit alle geheilt werden.

Losung Al4

Lésungslogik

a) Die Zufallsvariable X flr defekte Chips ist Bsg.q o5-verteilt.
b) Die Zufallsvariable X fur intakte Chips ist Bs,,-verteilt.

GTR-Einstellungen 1 .
Y1:binompdf (50, X, 50) GT[T»JE()DSL?Jng fur b)
Y2:06 HMin=-. 1
Amax=1
Klausuraufschrieb AEcl=.H85
a) X fur defekte Chips ist Bs,.oo5-Vverteilt. Mrin=-.1
TR Mmax=.60

P(X>2)=1-P(X<1) ® 07206~721% ¢§5clfi'31
Mit ca. 72,1 % Wahrscheinlichkeit enthéalt eine res=
Packung mehr als einen defekten Chip. C—J

b) X fur intakte Chips ist Bs,,-verteilt. A

GTR

Bsop(X =50) =06 = p = 09898355

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Speicherchip
aus der Gesamtproduktion intakt ist, betragt
jetzt mindestens ca. 99 %.

Interseckion
n=.0E8EEEE Y=h

LOosung Al15

Lésungslogik

a) Die Zufallsvariable X fur Gewinn ist Bs,q¢-Vverteilt.

b) Die Zufallsvariable X flr Gewinn ist By, -verteilt.
Im 20. Spiel das sechste Mal gewinnen, bedeutet, dass in den vorigen 19
Spielen flinf Mal gewonnen werden musste. Die Wahrscheinlichkeit fir X =5
muss also noch einmal mit der Wahrscheinlichkeit flir Gewinn multipliziert

werden.
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zuUr Binomialverteilung :
Losungen
Klausuraufschrieb
a) X =4 flr Gewinn ist B, ¢-verteilt.
GTR
Bse(X=4)=1-Bg06(X<3) ® 033696~ 337%
Die Gewinnwahrscheinlichkeit bei diesem Spiel betrédgt etwa 33,7 %.
b) X > 6 flr Gewinn ist By, 337-verteilt.
GTR
B0,0337(X = 6) =1 —Byg,0337(X <5) ¥ 0,7147 ~ 71,5 %
Mit ca. 71,5 % Wahrscheinlichkeit gewinnt Max mindestens 6 von 20 Spielen.
Im 20. Spiel das sechste Mal gewinnen:
X =5 fur 5 Mal Gewinn in den ersten 19 Spielen ist Byg.q33,-verteilt.
GTR
p = Bio337(X =5)-0,337 * 0,054 ~54%
Mit etwa 5,4 % Wahrscheinlichkeit gewinnt Max im 20. Spiel das sechste Mal.
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Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 3
Dokument mit 15 Aufgaben

=3

Aufgabe 16::

Zwei Maschinen M; und M, stellen die gleiche Sorte Schrauben her.

Erfahrungsgeman sind 1 % der von Maschine M; produzierten Schrauben fehler-

haft. Bei Maschine M, sind es 5 %.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:

A:  "Von 100 Schrauben aus der Maschine M; sind hdchstens zwei
fehlerhaft",

B:  "Von 200 Schrauben aus der Maschine M, sind mehr als 180, aber
héchstens 190 einwandfrei".

b) Die Schrauben werden in Beutel zu jeweils 500 Stlick verpackt und mit
einem Aufkleber versehen, auf dem die Maschine vermerkt ist, die sie
produziert hat. Gelegentlich fallen diese Aufkleber beim Transport der
Beutel ab. In diesem Fall werden einem solchen Beutel 50 Schrauben
entnommen und Uberprift. Bei hdchstens einer fehlerhaften Schraube wird
der Beutel der Maschine M,, ansonsten der Maschine M, zugeordnet. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit wird dabei ein Beutel mit Schrauben, die von der
Maschine M; produziert wurden, falsch zugeordnet?

=3
Aufgabe 17:
Bei einem Glicksrad betragt die Wahrscheinlichkeit fur einen Hauptgewinn bei
einer Drehung 10 %.
a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass man bei 10 Drehungen des Rades
- genau einen Hauptgewinn,
- mindestens zwei Hauptgewinne
erhalt.
b) Wie oft muss das Glicksrad mindestens gedreht werden, damit man mit
mindestens 80 % Wahrscheinlichkeit zwei oder mehr Hauptgewinne erhalt?

3

Aufgabe 18:

Ein Betrieb stellt Infrarotsensoren her, wobei erfahrungsgema 10 % der

Sensoren defekt sind. Die Sensoren werden in Packungen zu 50 Stlick

ausgeliefert.

a) Ein Abnehmer Uberprift eine Packung. Wenn er mehr als finf defekte
Sensoren darin findet, will er die Lieferung zuriickschicken.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist dies der Fall?

b) Der Betrieb verspricht, alle Packungen zurlickzunehmen, die mehr als k
defekte Sensoren enthalten. Bestimme die kleinste Zahl k, fir die die
Wahrscheinlichkeit einer Riicksendung bei 3 % liegt.

Eine Firma verwendet die Infrarotsensoren ungeprift zur Herstellung von

Bewegungsmeldern. In einen Bewegungsmelder werden drei Sensoren verbaut.

Damit er funktioniert, missen mindestens zwei Sensoren intakt sein.

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit funktioniert ein Bewegungsmelder?

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit p darf ein Sensor hochstens defekt sein,
damit ein Bewegungsmelder mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
90 % funktioniert?

Bestimme p auf die zweite Nachkommastelle gerundet.
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Aufgabe 19 ::

Bei einer Fluggesellschaft ist aus langjahriger Erfahrung bekannt, dass ein Kunde

mit einer Wahrscheinlichkeit von 5 % seinen gebuchten Flug nicht antritt.

a) Die Fluggesellschaft setzt fur eine bestimmte Strecke eine kleine Maschine
mit 70 Sitzplatzen ein. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 70
Buchungen tatsachlich alle Sitzplatze belegt sind?

Die Fluggesellschaft Uberbucht die Maschine und verkauft 72 Flugtickets. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit kann dies dazu fuhren, dass nicht alle
Passagiere mitfliegen kénnen?

b) Eine grdBere Maschine der Fluggesellschaft hat 300 Sitzplatze. Wie viele
Tickets darf die Gesellschaft maximal verkaufen, wenn die Wahrschein-
lichkeit, dass mehr als 300 Personen den Flug antreten wollen, weniger als
3 % betragen soll?

=3
Aufgabe 20:S
Ein Ferienhotel hat 260 Zimmer, die in der Hauptsaison jeweils flir eine Woche
gebucht werden kénnen. Der Hotelbesitzer weil3 aus Erfahrung, dass im Mittel
nur 90% der Buchungen in Anspruch genommen werden. Der Rest wird
kurzfristig storniert. Die Anzahl der Buchungen, die tatsachlich in Anspruch
genommen werden, wird durch die Zufallsvariable X beschrieben.
a) Beschreibe, unter welcher Annahme man die Wahrscheinlichkeitsverteilung
von mit einer Binomialverteilung modellieren kann.
Beschreibe eine reale Situation, die gegen die Annahme spricht.
b) Der Hotelbesitzer nimmt genauso viele Buchungen pro Woche an, wie
Zimmer vorhanden sind.
Mit welcher durchschnittlichen Anzahl an belegten Zimmern kann der
Hotelbesitzer in einer Woche rechnen?
Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird mindestens diese Anzahl von Zimmern
belegt?
c) Um das Hotel mdéglichst gut auszulasten, erwdagt der Hotelbesitzer 290
Buchungen pro Woche anzunehmen.
Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass dann das Hotel zwei Wochen in
Folge Uberbucht ist?
Die Wahrscheinlichkeit fir diesen Fall soll weniger als 0,5 % betragen.
Wie viele Buchungen pro Woche darf der Hotelbesitzer dann hdchstens
annehmen?

3
Aufgabe 21 &
Fur Kihlaggregate werden Pumpen verwendet, die das Kuhlmittel transportieren.
Eine Pumpe fallt in einem bestimmten Zeitraum mit der Wahrscheinlichkeit p
aus. Das Kiuhlaggregat A besitzt nur eine Pumpe, das Aggregat B vier Pumpen.
Die Pumpen in B arbeiten unabhangig voneinander und es darf héchstens eine
Pumpe ausfallen, damit das Kihlaggregat B noch funktioniert.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallt das Kihlaggregat B aus, wenn p = 0,1
gilt?
b) Stellen Sie die Ausfallwahrscheinlichkeit von B als Funktion von p dar. Fiar
welche Werte von p ist die Ausfallwahrscheinlichkeit von Aggregat B
geringer als die von Aggregat A?
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Losungen
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 3
LOosung A16

Lésungslogik

a) Die Zufallsvariable Xy ist Bjgg.001 —Verteilt.
Die Zufallsvariable X, ist B,gg.005 —Verteilt.

b) Die Zufallsvariable X, ist Bsg.90; —Verteilt, gesucht ist die Wahrscheinlich-
keit, dass sich in einer Stichprobe mehr als eine fehlerhafte Schraube
befindet P(X,;, > 1).

Klausuraufschrieb
a) Xy ist Bigg.001 —Verteilt, Xy, ist Bygo.005 —Verteilt.
GTR
P(A)=PXy, <2) ¥ 0,9206~921%

GTR
P(B) = P(10 < Xp <20) = P(Xy2 < 20) — P(Xyp <9) ® 10,5441~ 544%
b)  Xua ist Bsg.g01 —Verteilt.
GTR
Bsg;001(Xm1 > 1) =1 —=Bsg001(Xpn =1) ¥ 0,0894 =89 %
Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 8,9 % wird der Beutel falsch zugeordnet.

Losung Al7

Loésungslogik
Binomialverteilung mit pyaupe = 0,1 UNd przm: = 0,9

Klausuraufschrieb
a) A: ,Bei 10 Drehungen genau ein Hauptgewinn.”
B: ,Bei 10 Drehungen mindestens zwei Hauptgewinne."

GTR
P(A) = (110)-0,1-0,99 ~ 0,3874

GTR
P(B)=P(X=2)01—-P(X<1) ¥ 02639
b) Gesucht ist n.
Bpo1(X22)=1-Bp0,(X<1) =08
GTR
n = 29
Man muss das Gliicksrad mindestens 29-mal drehen.

Losung Al18

Lésungslogik

Teil a) und b): Binomialverteilung mit pg,; = 0,9; pg =0,1; n =50
Teil ¢) und d): Binomialverteilung mit pgy; = 0,9; pgzz =0,1; n =3

Klausuraufschrieb

GTR
a) B50;0’1(X 2 5) = 1 - B50;0,1(X S 4) ¥ 0,5688
Der Abnehmer wird mit etwa 57% Wahrscheinlichkeit die Lieferung

zurtickschicken.
b) Bsgo1 (X =k)=1—(x<k—1)<0,03
GTR
k=10
Die kleinste Zahl ist k = 10.
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GTR
C Bygog(X=22)=1—B30(X<1) = 0,972 "
) 305 ) 309( ) GTR-L&sung zu d)

Ein Bewegungsmelder funktioniert mit etwa 97 % THOM
Wahrscheinlichkeit. Mmin= . 1
d) GTR-Einstellungen: Meaw=1]
Y1: binomcdf(3,X,1) wecl=.2
B3p(X<1) <01 Ymin=-.1
AT Yax=2
p ¥ 0,1958 Yeol=.2
Ein Sensor darf héchstens mit einer Wahrschein- H#res=R
lichkeit von 19,6 % defekt sein. C

II'I'Z'H"E'EE'ZIIIII'I
n=.19580011 =¥=.19

Losung A19

Lésungslogik

a) Die Zufallsvariable X bei 70 Platzen ist B, o5 —Vverteilt.
Die Zufallsvariable X bei 72 Buchungen ist B;,., 95 —Vverteilt. Wenn mehr als
70 Passagiere erscheinen, kénnen nicht alle Passagiere mitfliegen.

b) Die Zufallsvariable X ist B, s—Vverteilt. Gesucht ist n fir P(X > 300) < 0,03.

GTR-Einstellungen GTR-L8sung zu b)

Y1:1 — binomcdf(X,.95,300) @ -

Klausuraufschrieb '
a)  Xpyg iSt Byo.gos —Verteilt, Xp,, ist Byy.0o5 —verteilt. e | -phige
Alle Sitzplatze bei 70 Buchungen: Haze
cTR 310 NG
_ i "HBBLE
B70;0’05(XP70 = O) e 0,027589 = 2,6% e A41EY
Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 2,6% sind alle #=3R%

Platze belegt.
Uberbuchung bei 72 Flugtickets:
GTR
By2.005(X)p7z > 70) = 1= Byyg05(Xprp <70) % 0,11923 ~ 11,9%
Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 11,9 % kénnen nicht alle Passagiere
mitfliegen.
b) X ist B,,o95 —Vverteilt. Gesucht: B,.,45(X > 300) < 0,03
GETR
Broos(X >300) =1 — Bpg05(X <300) < 0,03 = n = 309
Die Fluggesellschaft darf maximal 309 Tickets verkaufen, wenn die Wahr-
scheinlichkeit, dass mehr als 300 Personen den Flug antreten wollen unter
3 % liegen soll.
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zUr Binomialverteilung ;
Losungen

Loésung A20
Lésungslogik
b) Der Erwartungswert X der Binomialverteilung ist u = n - p.

Gesucht wird weiterhin B,g.09(X > ).
c) Jetzt gilt Bygg.09 —Verteilt.

Es soll dann gelten:. Byg4.09(X > 260) < 0,005

Klausuraufschrieb

a) Die Annahme einer Binomialverteilung ist gerechtfertigt, da es nur zwei
Elementarereignisse mit immer derselben Wahrscheinlichkeit gibt, namlich
»~in Anspruch genommene Buchungen®" und ,stornierte Buchungen®.
Eine reale Situation, die dagegen spricht, waren z. B. plétzlich eintretende
Naturereignisse wie etwa Dauerregen, Sturmwarnungen u. a., die den Anteil
der kurzfristigen Stornierungen ansteigen lassen wirden.

b) EX)=wu=n-p=260-09 =234
Der Hotelbesitzer kann im Durchschnitt mit 234 belegten Zimmern pro
Woche rechnen.

Byeo:00(X > 234) =1 — Byg.00(X < 234) & 0,4698
Die Anzahl von mindestens 234 Zimmern wird mit etwa 47%
Wahrscheinlichkeit belegt.

c) Es gilt jetzt B,gg,00 —Verteilung. Eine Uberbuchung pro Woche entsteht dann,
wenn mehr als 260 Personen ihre Buchung in Anspruch nehmen.

By0;00(X > 260) = 1 — Bygg,00(X < 260) & 0,5492
Die Wahrscheinlichkeit der Uberbuchung zwei Wochen in Folge ist dann
P(Uberbuchung zwei Wochen in Folge) = 0,5492% = 0,3017
Die Wahrscheinlichkeit, dass das Hotel zwei Wochen in Folge (berbucht ist
betrédgt etwa 30 %.
Bpoo(X > 260) = 1 — By04(X < 260) < 0,05
GTR
n = 276
Der Hotelbesitzer darf héchstens 276 Buchungen annehmen.

Losung A21

L6sungslogik

a) Die Zufallsvariable Xj ist By, —Vverteilt. GTR-L6sung zu b)

b) Die Zufallsvariable Xj ist B,,,—verteilt. Gesucht ist p T MO0
fr P(X > 2). Die Ausfallwahrscheinlichkeit von pmin=N1
Aggregat A ist gleich p, da nur eine Pumpe Merl=.1
verwendet wird. ﬁ”i”fl'- 1
GTR-Einstellungen weelel 1
Y1:1-(1-X)*—4X(1-X)"3 dires=1

Y2:X C

Klausuraufschrieb
a) Xp ist By, —Vverteilt.

GTR
B4;0’1(XB > 2) =1- B4;0’1(XB < 1) & 0,0523 =~ 5,2%

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 5,2% fallt das :
Interseckion

Klihlaggregat B aus. HESLPMDELZ “Yz.23EM0BLZ *
© by Fit-insMathe-Online, menr als 500.000 Aufgaben fur Schule und Studium Seite 63
sowww.fit-inmmathe-online.de #focnastin #Hocnastin ABEnAITIN SR eTis

Dr.-Ing. Meinolf Miiller / webmaster@fit-in-mathe-online.de



g = 1 1 sAufgabenblatt — | oStk

STOCHASTIK L STOCHASTIK L STOCHARTIK ' STOCHASTIK L . STOCHASTIK L STOCHASTIK B
zuUr Binomialverteilung :
Losungen
b)  Xp ist By,—verteilt. Gesucht ist B, ,,(Xz = 2) = 1 — B,,(Xz < 1) als Funktion von

p.
1-By,(Xg<1)=1—B,, (X =0) — By, (Xp = 1)
= 1—(3)-290-(1—p)4—(‘1})-p1-(1—p)3
=1-(1-p)*-4-p-(1-p)°
Die Funktionsgleichung flr die Ausfallwahrscheinlichkeit von B in
Abhangigkeit von p ist somit fz(p) =1 - (1 —p)*—4-p- (1 —p)3.
Die Ausfallwahrscheinlichkeit von A ist gleich p, da nur eine Pumpe
verwendet wird. Die Funktionsgleichung flr die Ausfallwahrscheinlichkeit
von A in Abhangigkeit von p ist somit f,(p) =p .
GTR
fa@)nfzg(p) = po ¥ 02324
fe(p) < f4(p) im Intervall [0;0,2324].
Flr p < 0,2324 ist die Ausfallwahrscheinlichkeit von Aggregat B kleiner als
die von Aggregat A.
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Level 3 - Expert - Blatt 1
Dokument mit 12 Aufgaben

3

Aufgabe 1:

In einer Prifung muss ein Kandidat 60 Fragen beantworten. Zu jeder Frage

werden 5 Antworten angeboten, von denen nur eine richtig ist. Es darf jeweils

nur eine Antwort angekreuzt werden.

a) Zum Bestehen der Prifung missen mehr als 15 Fragen richtig beantwortet
werden. Ein ahnungsloser Prifling kreuzt bei jeder Frage zufdllig eine
Antwort an. Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht er die Priifung?

b) Die zum Bestehen notwendige Anzahl richtiger Antworten soll neu festgelegt
werden. Bei zufalligem Ankreuzen der Antworten soll die Wahrscheinlichkeit
fir ein Bestehen der Prifung hdchstens 3 % betragen. Wie viele richtige
Antworten missen dazu mindestens verlangt werden?

=3

Aufgabe 2:%

Ein Hersteller von Fliesen hat erfahrungsgemaB 10 % Ausschuss. Ein GroBab-

nehmer einigt sich mit dem Hersteller auf folgende Abnahmeregel:

Eine Sendung geht sofort zurlick, wenn in einer Stichprobe von 20 Fliesen mehr

als 4 Fliesen beschadigt sind. Sind 3 oder 4 Fliesen beschadigt, so wird eine

zweite Stichprobe vom Umfang 50 enthommen. Sind in dieser mehr als 5 Fliesen
beschadigt, wird die Sendung endgliltig zurtickgegeben.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit muss der Hersteller mit einer Ricksendung
der Fliesen rechnen?

b) Der Hersteller will das Risiko einer Riucknahme senken. Dazu soll die Regel
bei der zweiten Stichprobe beziiglich der Anzahl der beschadigten Fliesen
abgeandert werden.

Wie muss die Anderung aussehen, damit die Wahrscheinlichkeit fir eine
Ricksendung unter 6 % liegt?

=3

Aufgabe 3::

a) In der Bundesrepublik Deutschland besitzen 43 % aller Personen die
Blutgruppe A. 50 Personen werden zufallig ausgewahlt.
Begriinde, dass die Anzahl der Personen mit Blutgruppe 4 in dieser Gruppe
mit einer binomialverteilten Zufallsvariablen beschrieben werden kann.
Bestimme jeweils die Wahrscheinlichkeit flir folgende Ereignisse:
E: ,In dieser Gruppe haben genau 20 Personen die Blutgruppe A."
F: ,In dieser Gruppe haben mehr als 25 Personen die Blutgruppe A."

b) Bei einem Medikament fur eine bestimmte Krankheit geht man davon aus,
dass es bei Patienten mit Blutgruppe A in 90 %, bei Patienten mit Blutgruppe
B in 70 % aller Falle zur Heilung fuhrt. Zehn Patienten werden mit diesem
Medikament behandelt. Acht von ihnen haben Blutgruppe 4, zwei die
Blutgruppe B.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden
- alle zehn Patienten
- mindestens neun Patienten

geheilt.
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Aufgabe 4::
Die Polizei plant flir das Spiel der beiden FuBballvereine Rot-WeiB Klein-
Krotzenburg (RWK) und TuS Recklinghausen (TuS) einen Einsatz.
Sie geht davon aus, dass 48 % der Zuschauer Fans vom RWK und 30 % vom TuS
sind. Keiner der Fans ist Fan von beiden Vereinen. Die restlichen Zuschauer
werden als neutral eingestuft.

Die Polizei weiB aus Erfahrung, dass 15% aller Zuschauer Alkohol bei sich
haben, unter den RWK-Fans sind es sogar 20% und unter den TuS-Fans nur
10 %.

a) Die Polizei kontrolliert vor dem Stadion vier zufallig ausgewahlte Personen
aus einer Gruppe von RWK-Fans. Berechne die Wahrscheinlichkeiten
folgender Ereignisse:

A: Mindestens eine Person hat Alkohol dabei.
B: Genau zwei Personen haben Alkohol dabei.
C: Hochstens eine Person hat keinen Alkohol dabei.

b) Wie viel Prozent der neutralen Zuschauer haben Alkohol bei sich?
Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass von allen Personen, die Alkohol
dabei haben, eine zufallig ausgewahlte Person ein TuS-Fan ist?

c) Der Einsatzleiter mdchte wissen, wie viele Personen mindestens in einer
Gruppe von TuS-Fans kontrolliert werden missen, um mit mehr als 60 %
Wahrscheinlichkeit mindestens zwei Personen mit Alkohol zu erwischen.

Der Sohn des Einsatzleiters meint, die kleinste natlrliche Zahl n, die die
Ungleichung

0,6 <1-—(09m"+0,9™1. 0,1)
erfullt, sei die gesuchte Personenzahl.
Begriinden Sie, warum dieser Ansatz falsch ist.

=3
Aufgabe 5::
Auf einem Gllcksrad sind 40 gleich groBe Sektoren vorhanden. Jeder Sektor ist
mit einer der Zahlen 0, 1, 2, 3 beschriftet. Die Zahlen sind mit folgenden
absoluten Haufigkeiten vertreten:
Zahl | 0 | 1 | 2 | 3
Absolute Haufigkeit | 20 | 10 | 6 | 4

Das Gllucksrad wird gedreht und zuféllig gestoppt. Ein fest stehender Pfeil zeigt
dann auf einen der Sektoren. Die Zahl im Sektor wird abgelesen und notiert.

a) Dieser Vorgang wird genau viermal durchgefuhrt.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden E reignisse:
A: Die Zahlen 0, 1, 2, 3 werden in dieser Reihenfolge abgelesen.
B: Alle vier Zahlen treten je einmal auf.
C: Die 3 tritt mindestens zweimal auf.
D: Die Summe der vier Zahlen ist gréBer als 10.
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Ein Veranstalter bietet folgendes Spiel an: Ein Spieler darf das Gllcksrad bis zu

viermal drehen. Ziel ist es, eine mdglichst hohe Zahl zu erreichen. Sobald der

Spieler mit der Zahl zufrieden ist, kann er aufhéren. Wenn er aber noch einmal

dreht, wird die zuvor erreichte Zahl verworfen.

Der Veranstalter beobachtet, dass viele Spieler folgende Strategie anwenden:

"Spiele nur so lange, bis mindestens der Zahlenwert 2 auftritt und beende dann

sofort das Spiel!"

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler mit dieser Strategie
seine vier Versuche ausschépft und nicht vorher aufhort ?

c) Welchen Zahlenwert erreicht ein Spieler mit dieser Strategie im
Durchschnitt?
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Level 3 - Expert - Blatt 1
LOosung Al

Lésungslogik

a) Die Zufallsvariable X fur die Anzahl richtig beantworteter Fragen ist
Bgo.0,2 —Verteilt.

b) Die Zufallsvariable X flr die Anzahl richtig beantworteter Fragen ist
Bgo.0,2 —Verteilt, gesucht wird k flr Bgg.o,(X = k) < 0,03.
GTR-Einstellungen

Y1:1 — binomcdf(60,.2,X — 1) GTR-L6sung zu b)
Klausuraufschrieb g&;
a) X fur die Anzahl richtig beantworteter Fragen ist 1t ZUBEY
Beo.0,2 —Verteilt. i i37eh
GTR o) 102507

Boo:02(X = 16) =1 — Bgg.0o(X <15) ¥ 0,1306 ~ 13,1 % I by

Mit ca. 13,1 %. Wahrscheinlichkeit besteht der ahnungs- #=173
lose Priifling die Prifung.
b) X ist nach wie vor Bgg.z, —Vverteilt. Gesucht ist k flr Bgg.0,(X = k) < 0,03.
Bso.02(X = k) =1 = Bgp.02(X <k —1) < 0,03
GETR
k=19
Es miissen mindestens 19 richtige Antworten zum Bestehen der Priifung
verlangt werden.

Losung A2

Lésungslogik

a) Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der beschadigten Fliesen unter 20 Stick
an. Die Zufallsvariable Y gibt die Anzahl der beschadigten Fliesen unter 50
Stlick an. X ist B, —Vverteilt, Y ist Bsy.,—Vverteilt. Die Ricksendung erfolgt,
wenn
I.)  Bjp.01(X =5) ist und im Falle B,p.01(3 < X <4) dass
I1.) Bso,01(Y 2 6) - Bzg;01(3 <X < 4).

b) Gesucht ist k von Y fUr Byg.01(X = 5) 4 Bsg,01(Y = k) - Byo,01(3 < X < 4) <0,06.
GTR-Einstellungen
Y1:1 - binomcdf(20,.1,4) + (1 — binomcdf (50,.1, X — 1)) *

(binomcdf(ZO, .1,4) — binomcdf (20, .1,2))

Klausuraufschrieb

a) X gibt die Anzahl beschadigter Fliesen unter 20 an und ist B, ;—Vverteilt.
Y gibt die Anzahl beschéadigter Fliesen unter 50 an und ist Bs.;—Verteilt.
Pr = B20;01(X = 5) + B;01(3 < X < 4) - Bsg01(Y = 6)

= 1— Ba,01(X < 4) + (1= Bso01(Y <5)) - (B2001(X < 4) = Byo01(X <2))

GTR
pr ¥ 0,1506 =~ 15%

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 15 % muss der Hersteller mit einer
Rlucksendung rechnen.
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b) 1-Bp01(X<4)+ (1 — Bsg01(Y <k — 1)) : (320;0,1(X <4) — By 01(X < 2)) < 0,06
GTR L |

k=9 3 EEET

In der zweiten Stichprobe miissen jetzt fiir eine Riick- % E%EE

nahme der Sendung mehr als 8 defekte Fliesen gefor- Igﬂ_ 0ERzy

dert werden. 11 O4E?D

®=2

Losung A3

Lésungslogik

a) Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Personen mit Blutgruppe A an und
ist Bsg.9 43— Verteilt.

b) Aufstellung der Einzelereignisse und Berechnung der Wahrscheinlichkeiten.

Klausuraufschrieb

a) Die Anzahl der Personen in der Gruppe kann deshalb mit einer
binomialverteilten Zufallsvariablen beschrieben werden, weil sich der
genannte Prozentsatz von 43% auf die gesamte Bevdlkerung der BRD
bezieht und empirisch erhoben wurde. Damit hat jede Untermenge von der

Gesamtmenge dieselbe Wahrscheinlichkeit.

GTR
P(E) = 350;0,43(X = 20) * (0,1044

P(F) = Bsg,043(X > 25) = 1 — Bgg,043(X < 25) & 0,1269

In der Gruppe haben etwa 10,4 % genau die Blutgruppe A.

Die Wahrscheinlichkeit fiir mehr als 25 Personen mit Blutgruppe A betrdgt
etwa 12,7 %.

b) Die Zufallsvariable Y gibt die Anzahl der geheilten Patienten der Blutgruppe
A, sie ist Bgqo-vertelt. Die Zufallsvariable Z die Anzahl der geheilten
Patienten der Blutgruppe B an, sie ist B, ,-verteilt.

G: ,Alle zehn Patienten werden geheilt."

P(G) = Bg,po(Y =8) - By,o,(X =2) =0,9%-0,72 = 10,2109 ~ 21,1 %

H: ,Mindestens neun Patienten werden geheilt."

Der Ereignisraum ist Q = {(8Y; 2Z); (8Y;1Z2); (7Y;2Z)}

P(H) = P(G) + Bg,00(Y = 8) - By,07(X = 1) + Bg;00(Y =7) - By,07(X = 2)

P(H) = 0,2109 + (g) 0,98 - (i) .0,7-0,3 + (573) £0,97-0,1- (é) £ 0,72

=0,2109+0,98-2-0,7-0,3+8-0,97-0,1-0,72 =0,5792 ~ 57,92 %
Die Wahrscheinlichkeit, dass alle Personen geheilt werden betrdagt etwa

21 %.
Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 9 Patienten geheilt werden, betragt
etwa 58 %.
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Losungen

a) Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl kontrollierter RWK-Fans, die Alkohol
dabei haben, an und ist B, ,,—Vverteilt.

GTR

P(A) = B4;0,2(X 2 1) = 1 - B4;0,2(X = 0) X 0,5904 =~ 59 %

P(B) = B4,-o,2(X =2)=

GTR
¥ 0,1536 = 154 %

Es ist nach ,keinem Alkohol" gefragt, damit ist X B,.,g-Vverteilt.

P(C) = Bayog(X < 1) =

GTR
¥ 0,0272 = 2,7 %

b) Aufstellung einer stochastischen Matrix:

Mit Alkohol Ohne Alkohol Summe
Neutral 0,024 0,196 0,22
TuS-Fan 0,1-0,3=0,03 0,27 0,30
RWK-Fan 0,2-0,48 = 0,096 0,384 0,48
Summe 0,15 0,85 1,0

In der Aufgabenstellung verbirgt sich implizit die Berechnung einer
bedingten Wahrscheinlichkeit. Exakter formuliert ware ,Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die zufallig ausgewahlte Person Alkohol dabei hat
unter der Bedingung, dass sie eine neutrale Person ist." Hierflr gilt:

PA(B)=% mit A: ,Die Person ist eine neutrale Person™ und B:

Person hat Alkohol dabei®. Damit ergibt sich:

PA(B)—%_01090_109%

Ahnliches gilt fur die Formulierung ,,...dass von allen Personen, die Alkohol
dabei haben, eine zufallig ausgewahlte Person ein TuS-Fan ist". Exakter
formuliert ware ,Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die zufallig
ausgewahlte Person ein TuS-Fan ist unter der Bedingung, dass sie Alkohol
dabei hat.“ Hierfur gilt ebenfalls:

P,(B) = PACE) mit A: »,Die Person hat Alkohol dabei"
P(4)

TuS-Fan". Damit ergibt sich:
PA(B) = 22 = 0,2 =20 %
D: ,,Mlndestens zwei Fans der TuS-Gruppe, die Alkohol dabei haben."

P(D) = Bpg1(X =2)=1—Bp0,(X<1)>06

1—Bpo,X<1)=1- ((3) 10,1°-09"+(7) - 01 0,9"—1) > 0,6
1-(0,9"+n-0,1-09"1)=1-(09"-0,1-n-09""1)>0,6
06<1-(09"-01-n-09""1) % 1—(09"—0,9"1-0,1)

Begriindung:

In der gegebenen Ungleichung wurde die Auflésung des Binomial-

koeffizienten (711) = n vergessen.

,Die

und B: ,Die Person ist
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Losung A5
Klausuraufschrieb
a) Aufstellung einer stochastischen Matrix:

X; | 0 | 1 | 2 | 3

P(X = x;) ‘ 20—05 10—025 6—015 ‘ 4—01
- 40 40 40 40

P(A)=10,5-0,25-0,15-0,1 = 0,001875 = 0,2 %
P(B) = 4!-P(4) = 24-0,001875 = 0,045 = 4,5 %
Fir P(C) formen wir um in ein Bernoulli-Experiment mit P(X = 3) =% und
=5 9
P(X=3)=_.
0 1
=1-(09*+4-0,11-0,93) =1-0,9477 = 0,0523 = 5,23 %
Ereignisraum von D:
0=1{(3;3;3;3),(3;3;3;2),(3;3;2;3),(3;2;3; 3),(2;3; 3; 3; )}
P(D)=0,1*+4-0,13-0,15 = 0,0007 = 0,07 %

b) Der Spieler, der seine vier Versuche ausschopft, muss somit in den ersten
drei Drehungen entweder die 0 oder die 1 erhalten und in der vierten
Drehung die 2 oder die 3.

0 oder die 1 haben die Wahrscheinlichkeit 0,75.
P(4 Versuche) = 0,753 = 0,4219 ~ 42,2 %
Hinweis: Das Ergebnis der vierten Drehung spielt keine Rolle mehr.
c) Gesucht ist der Erwartungswert aus 4 Drehungen.
1. Mdglichkeit:
Das Ergebnis "0" wird notiert, wenn in den ersten drei Drehungen 0 oder 1
gedreht wird und in vierten Drehung 0 ist.

3
P(Ergebnis = "0") = G) J_ 27

2 128
2. Méglichkeit:
Das Ergebnis "1" wird notiert, wenn in den ersten drei Drehungen 0 oder 1

gedreht wird und in vierten Drehung 1 ist.

3
P(Ergebnis = "1") = G) J1_ 27

4 256
3. Mdglichkeit:
Das Ergebnis "2" wird notiert, wenn:

Beim ersten Mal wird 2 gedreht: 4—60
6 18

Zunachst 0 oder 1 dann 2: 2.2 =218
4 40 160

2
Zunachst zweimal 0 oder 1 dann 2: G

P(C)=Byo1(X22)=1-Byp(X<1)=1- <(4) £0,1°- 0,9 + (4) .0,1- 0,93>

6 _ 27
40~ 320

3
Zunachst dreimal 0 oder 1 dann 2: G) 4—60 =%

18 27 81 105

. nymy __ i
P(Ergebnis = "2") = 40 + 160 = 320 1280 256

4. Mdglichkeit:
Das Ergebnis "3" wird notiert, wenn:
Beim ersten Mal wird 3 gedreht: %

Zundchst 0 oder 1 dann 3: 3. L =2
4 10 40 )
Zunéchst zweimal 0 oder 1 dann 3: (3) L2
4 3 10 160
Zunéachst dreimal 0 oder 1 dann 3: (3) Loz
4 5 10 640
P(Ergebnis = "3") = 1 + 3 + 2 + 27 _ 35
10 40 160 640 128
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zur Binomialverteilung
Losungen
Erwarteter Zahlenwert E(X)
105
0- E-'_l E+2 E+3 E_1746
Der Spieler erreicht im Durchschnitt mit dieser Strategie den Zahlenwert
1,746.
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STOCHASTIK STOCHASTIK STOCHAS STOCHASTIK STOCHASTIK STOCHASTIK

zum Erwartungswert
Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

Dokument mit 13 Aufgaben
Aufgabe Al
Ein Gllcksrad hat vier Sektoren, wovon die ersten beiden die WinkelgréBe
a = B = 60 ° haben. Fir die WinkelgréBen y und § des dritten und vierten Sektors

gilt y = 6.
a) Bestimme y und gib die Wahrscheinlichkeit P(y) an, mit der das Rad so zu
stehen kommt, dass der Pfeil in den dritten Sektor zeigt.
b) Bei 3,00 € Einsatz erhalt man Auszahlungen gemaB folgender Tabelle:
a | B | y | 5
1,00€ | 200€ | 300€ | 400€
Bestimme den Gewinnerwartungswert. Entscheide, ob das Spiel fair ist.

Aufgabe A2

Flar den Erwartungswert einer Zufallsvariablen X findet

man die Formel
E(X) = le(X = xl) + XZP(X = xZ) + -+ an(X — xn)

a) Erklare die einzelnen Elemente dieser Formel. ==
Welche Aussage macht der Erwartungswert?
b) Erlautere den Erwartungswert an einem Beispiel

unter Verwendung des abgebildeten Gllcksrades.

Aufgabe A3

Felix will auf einem Fest ein Spiel mit einem Gllcksrad anbieten, bei dem das
Rad einmal gedreht wird. Um seinen Gewinn zu kalkulieren, fihrt er folgende
Rechnung durch: 3€-%+ 1€-§—2€-%—1€-%= 0,50 €

a) Wie kdnnte das Gllicksrad aussehen?

b) Nenne eine mdgliche Gewinnregel flr die Spieler des Spiels, wenn Felix
einen festen Einsatz pro Spiel verlangen will.

Aufgabe A4

Die Zufallsvariable X nimmt die Werte 0, 2, 6 und 10 an. Ihr Erwartungswert ist
EX) = 2—63. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariable X ist durch die

folgende Tabelle ge|geben: |
Xi 0

| 10
\b

Wl RN
B ROy

|
P(X =x;) ‘ a ‘
Bestimme die Werte fir a und b.

Aufgabe A5

In einem Behalter liegen eine rote und vier schwarze Kugeln. Man nimmt so

lange ohne Zurlcklegen eine Kugel aus dem Behalter, bis die rote Kugel gezogen

wird.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass man héchstens dreimal ziehen
muss?

b) Mit wie vielen Ziehungen muss man durchschnittlich rechnen, bis die rote
Kugel gezogen wird?
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zum Erwartungswert
Aufgabe A6

Zwei ideale Wirfel werden gleichzeitig geworfen.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:
A: ,Genau ein Wirfel zeigt eine 6"
B: "Die Augenzahlen unterscheiden sich um 4"

b) Felix schlagt Max folgendes Spiel vor:
Unterscheiden sich die Augenzahlen der beiden Wirfel um 4 oder 5, so
bekommt Max den Unterschied in Spielchips ausgezahlt. In allen anderen
Fallen muss er einen Spielchip an Felix zahlen. Ist das Spiel fair?

Aufgabe A7
Bei einem Glilcksspiel wird eine ideale Mlinze geworfen. Liegt nach einem Wurf
Wappen oben, so endet das Spiel. Andernfalls wird die Minze wieder geworfen,
jedoch héchstens dreimal.
Als Gewinn erhalt man:

1 € bei Wappen im ersten Wurf;

2 € bei Wappen im zweiten Wurf;

4 € bei Wappen im dritten Wurf.
Der Einsatz bei dem Spiel betragt 1,50 €. Ist das Spiel fair?

Aufgabe A8

Einem Kartenspiel entnimmt man aus jeder der Farben Kreuz, Pik, Herz und Karo
die Karten mit den Werten 7, 8, 9 und 10. Mit den enthommenen Karten wird
folgendes Spiel gespielt:

Die Karten werden gemischt und ein Spieler zieht zufallig drei Karten. Sind die
Karten von gleicher Farbe, erhalt er 15 €. Haben die Karten den gleichen Wert,
erhalt er a €. In allen anderen Fallen muss er 1€ zahlen.

Fir welchen Wert flr a ist das Spiel fair?
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

Hinweis
Bei Aufgaben mit dem Erwartungswert wird empfohlen, unmittelbar eine Tabelle
der x; und P(X = x;) anzulegen.

Losung Al

Lésungslogik

a)

b)

Da a und g jeweils 60 ° sind, stehen fir y und 6 noch 360 °— 120° = 240° zur

Verfligung. Da y = § ist somit y = — = 120°. Der dritte Sektor wird vom
Winkel y dargestellt mit einer Wahrschelnllchkelt von p = ;zg é

Es ist der Gewinnerwartungswert zu berechnen. Ist dieser Wert gleich dem
Einsatz, so ist das Spiel fair.

Klausuraufschrieb

a) 360°—a—-B=y+6
y+6=240°
Wegen y =6 somit y = @ =120°.
. 120 _1
P(dritter Sektor) = P(y) = 360~ 3
b)
a B y 9
1,00 € 2,00 € 3,00 € 4,00 €
1 1 2 2
6 6 6 6
! € 2 € 6 € €
6 6 6
E(X)=z+2+2+2="~283
Wegen E(X) + 3,00 ist das Spiel nicht fair.
Losung A2
Klausuraufschrieb
a) In der Formel bedeuten die x; die mdglichen Werte der Zufallsvariablen X
und P(X = x;) die zugehoérigen Wahrscheinlichkeiten.
Der Erwartungswert E(X) gibt an, welcher Wert durchschnittlich bei einer
groBen Zahl von Durchfihrungen des Zufallsexperimentes zu erwarten ist.
b) Man kénnte mit dem Gllcksrad folgendes Gllcksspiel durchfihren:

Seite 76

Das Gllcksrad wird einmal gedreht. Zeigt der Zeiger auf einen positiven
Geldbetrag, so wird dieser dem Spieler ausgezahlt, ansonsten muss er 10 €
zahlen.

1 3

P(-10€) =%; P(2€) =2; P(4€) =2. Die Zufallsvariable X, die den Gewinn
4 8 8

des Spielers beschreibt, hat daher folgende Wahrscheinlichkeits-verteilung:

x; | 2¢ 4€ | -10€
3 3 1
P(X = x; — Z _
( 2 ‘ 8 ‘ 8 ‘ 4
Der Erwartungswert von X ist (s. Formel in der Aufgabenstellung):
EX)=2-2+4-2-10-7=—1

Wird dieses Spiel sehr haufig gespielt, so muss der Spieler mit einem
mittleren Verlust von 0,25 € pro Spiel rechnen.
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Losungen

Losung A3
Lésungslogik

a) Die Aufgabe beschreibt vier unterschiedliche P(X = x;), die auf einem
Glicksrad verteilt sind. Wir bestimmen damit die Mittelpunktswinkel des
Gllcksrades.

b) Wir stellen eine Tabelle der x; und P(X = x;) auf und wenden die Formel

fir den Erwartungswert an.

Klausuraufschrieb
a) Das Gllcksrad ist in vier Sektoren unterteilt mit jeweils
a; =5+ 360° = 90°; 360° =120 °; 360° = 60°; 360° = 90°
b) Ausgehend vom gegebenen Erwartungswert E(X) = 0,5 kdnnte bei einem
Spieleinsatz von 3 € folgender ,Gewinnplan®™ aufgestellt werden:

1 1 1
aZ_E. a3_g. a4_Z.

Sektor 1: kein Gewinn
Sektor 2: 2€
Sektor 3: 5€
Sektor 4: 4 €
Die Tabelle hat folgendes Aussehen (aufsteigend sortiert):
Gewinnplan (x;) 5€ 4 € 2€ 0€
1 1 1 1
P(X = x; - - - -
: o 61 41 31 41
Auszahlun S - - L
g 5 G 4 2 2 3 0 2

E(X) = g:e +1€+2€ = 2,50€
Felix muss auf lange Sicht gesehen 2,50 € auszahlen bei einem Einsatz von
3,00 €. Sein Gewinn pro Spiel betragt somit im Durchschnitt 0,50 €.

Losung A4

Lésungslogik
Wir wenden die Formel fur den Erwartungswert an.

Klausuraufschrieb

E(X)— 2=90- +2~§+6-%+10-b
=+ +10b—§
1019_——E=E
6 3
1
_16 1 1
a+§1+§+g_1
a=-

1

Die gesuchten Werte sind a = und b = .

LOosung A5

Lésungslogik

Es handelt sich um Ziehen ohne Zurlcklegen.

a) Das Gegenereignis zu rot spatestens im dritten Zug ist dreimal keine rote
Kugel zu ziehen.
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a 2 Losungen
b) Die Zufallsvariable X kann die Werte von 1 bis 5 annehmen (5 Kugeln im
Behalter).
Klausuraufschrieb
a) A: ,Rot spatestens im dritten Zug"
A: ,Nur schwarz in drei Zigen®
— 4 3 2 3
PA)=1-P(A)=1-c-7- =%
b)
X; o+ | 2 | 3 | 4 | 5
rx—xy | L Pl EsTESZITES T
5 554 54 3 5432154321
EX)=Z+i+4Z+z+2=2=
Durchschnittlich muss man mit 3 Zigen rechnen, bis die rote Kugel gezogen
wird.
Losung A6

Lésungslogik
Bei Wiirfelexperimenten lohnt es sich, eine
Ereignistabelle aufzustellen. Der Ereignisraum fur Wertigkeitjedes: Ereignisses-ist—_
A ist nebenstehend orange markiert, fir B T e
darunter ebenfalls in orange. Zusatzliche Felder
fur Aufgabenteil b) in lila. x| 11x| 12x| 13x| 14x| 15x| 16x
b). Die Zufallsvariable X gibt den Gewinn von
Max in Spielchips an. X kann die Werte —1,
4 und 5 annehmen.

S5m | b=

2x | 21x| 22m| 23| 24m| 25m| 26x

Fm | 31=| 32m| 33=| 3Fd4=| 35=| 36:

Klausuraufschrieb 4| 41x| 42=| 43x| 44x| 45x| 46m
1 5

a) P(A)_10'1§ _1E Sr| 51x| 52x| 53x| 54x| 55x| 56
P(B) =4- =5

. . ; 6x | 61x| 62x| 63x| 64x| 65%| 66

b) X entspricht der Zufallsvariablen flr den e e = e

Gewinn von Max. Die Wahrscheinlichkeiten Wertigkeit jedes Ereignisses st~
flr X sind: =

Ix| 2= | 3x| 4=x| 5=x| 6=

1
P(X=4)=P(B) ==
9 Ie | 11=| 12=| 13=| 14=| 15=| 16x

1
P(X = 5) = E =
5 2w | 21x| 22m| 23m| 24m| 25=( 26x
P(X=-1)=-
1 1 5 1 3 3ix| 32m| 33m| 34x=| 35=| 36
E(X)=4.§+5.E+(_1).g=_§ H = =y = 1o = 1o
H
Da der Erwartungswert fir den Gewinn von dr) Alw) 42x) 43w| 4dw 45w d6x
Max nicht null ist, ist das Spiel nicht fair. = NN

b= | b6l= 62=| 63=| 64=| 65=| b6=

L6ésung A7

Lésungslogik

Berechnung Uber den Erwartungswert. Ein Spiel ist dann fair, wenn

E(X) = 0 ist. Wir stellen eine Tabelle auf, wobei in diesem Falle, in dem der
Einsatz bekannt ist, die Einzelgewinne um den Einsatz zu reduzieren sind.
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Klausuraufschrieb

1
P(4A) ==
2
X; | 250€ | 05€ | —050€ | —150€
1 1 1 1
P(X = x; - - - -
( 2 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 8 ‘ 8

E(X) =250 - % +0,50 §+ (=0,50) -§+ (-1,50) % =1,13€

$tochastlk

STOCHA‘iTlK £

Losungen

Wegen E(X) # 0 ist das Spiel nicht fair. Auf lange Sicht gesehen verliert der

Spielebetreiber etwa 1,13 € /Spiel.

Losung A8
Lésungslogik

Wir bestimmen zunachst die Wahrscheinlichkeiten flr drei Karten gleicher Farbe.
Es handelt sich um insgesamt 16 Karten, wovon jeweils 4 Karten die gleiche

Farbe haben.

Es handelt sich um Ziehen ohne Zuricklegen und ohne Berlcksichtigung der
Reihenfolge. Die Wahrscheinlichkeit einer einzelnen Kombination betragt

4 3 2 1
p =—-—-—=—. Wegen der vier Kartenfarben also 4 - — = —.
16 15 14 140" 140 35

Die gleiche Logik gilt fur vier Karten desselben Wertes.

Klausuraufschrieb

Anzahl der Karten ist 16 wovon jeweils 4 Karten die gleiche Farbe und jeweils 4

Karten denselben Wert haben.
G: ,Drei Karten mit gleichem Wert."

F: ,Drei Karten mit gleicher Farbe."
4 3 2 1 1
PO=(3) 5w m=*m=%
4 3 2 1 1
P =(3) 55 m=*m=%

Flr den Erwartungswert E(X) gilt:

Die Zufallsvariable X kann die Werte x, = 15 € flr dreimal die gleiche Farbe,
x, = a € fur dreimal den gleichen Wert und x; = —1 € fur keines von beidem

annehmen. Es gilt:

X; | 15€ | a€ | -100¢€
P =) ‘ 1 ‘ 1 ‘ 33
- 35 35 35

—15.L Aoy .82 —
E(X) =15 = Ta 35+( 1) 35—0 = a=18

Der Gewinn fir drei Karten mit gleichem Wert muss 18 € betragen, damit das

Spiel fair ist.
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zum Erwartungswert
Level 1 - Grundlagen - Blatt 2

Dokument mit 17 Aufgaben

Aufgabe A9
Ein Glicksrad besteht aus 3 Feldern, die folgendermaBen beschriftet sind:
1. Feld: 2,00 €

2 . Feld: 5,00 €
3. Feld: 0,00 €

Das 1. Feld hat einen Mittelpunktswinkel von 90°. Das 2 .Feld und das 3.Feld
haben jeweils denselben Mittelpunktswinkel.

Es wird folgendes Gllcksspiel angeboten:

Der Spieler zahlt einen Einsatz von 3,00 € und darf einmal an dem Glicksrad
drehen.

Die Feldbeschriftungen geben an, wie viel Euro an den Spieler ausbezahlt
werden, wenn das Glicksrad auf dem Feld stehen bleibt.

Bestimme den erwarteten Gewinn flr den Spieler.

Aufgabe A10

In einer Urne befinden sich Kugeln mit der Aufschrift +2,00€, +5,00€ und

— 7,00 €.

Die Wahrscheinlichkeit, dass man Kugeln mit + 2,00 € bzw. + 5,00 € zieht, betragt

jeweils 0,3.

Ein Spieler zieht zweimal hintereinander eine Kugel mit Zurlicklegen und notiert

jeweils ihre Zahl.

Die Summe dieser beiden Zahlen (unter Berlcksichtigung des Vorzeichens)

geben an, wie viel Euro der Spieler ausbezahlt bekommt (bei positivem

Vorzeichen) bzw. was der Spieler bezahlen muss (bei negativem Vorzeichen).

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler bei einem Spiel Geld
gewinnt?

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler bei fuUnf Spielen genau
dreimal gewinnt.

c) Wie viele Spiele mussen gespielt werden, damit der Spielanbieter mit
Einnahmen von ca. 1.000 € rechnen kann?

Aufgabe Al1l

Aus einem Beutel mit zwdlf 50-Cent-Minzen, flinf 1€-M lUnzen und acht 2€-
M lnzen

werden zufallig zwei Mlnzen gezogen.

Welchen Geldbetrag wird man bei haufiger Versuchsdurchfiihrung
durchschnittlich

herausziehen?
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Aufgabe A12

Bei einem Glucksspiel mit dem Einsatz 1€ gibt die Zufallsvariable ¢ den Gewinn
(d. h. die Differenz zwischen Auszahlung und Einsatz) in € an.
Die folgende Tabelle gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von G an.

ging | -1 | 0 | 1 4
2 1 1 1
PG=9) 3 5 10 5

a) Berechne den Erwartungswert von G.
b) Wie groB muss der Einsatz sein, damit das Spiel fair ist?

c) Andere die maximale Auszahlung so ab, dass das Spiel bei einem Einsatz
von 1 € fair ist.

Aufgabe Al13

Bei einer Lotterie zahlt man den Einsatz von 0,50 €

und darf dann das Gllcksrad zweimal drehen. Bei

zwei Feldern mit gleicher Bezeichnung wird 1 €

ausbezahlt, sonst nichts.

a) Gib die Wahrscheinlichkeitsverteilung der A
Zufallsvariablen "Gewinn in €" an.

b) Berechne den Erwartungswert fir den Gewinn.

c) Kann man den Einsatz so andern, dass die
Lotterie fair ist ?

Aufgabe Al14

In einem Zeitungsartikel wurde eine Statistik Uber die Anzahl von Fehlern in
Zeitungsartikeln erstellt. Danach sind auf 17 % der Seiten keine Druckfehler, auf
30 % der Seiten ist ein Druckfehler, auf 27 % der Seiten sind zwei, auf 16 % der
Seiten drei und auf dem Rest mindestens vier Druckfehler.

Wie viele Druckfehler sind durchschnittlich mindestens auf einer Zeitungsseite
Zu erwarten?

Aufgabe A15

In einer Urne sind 4 weiBe und 6 schwarze Kugeln. Ein Spieler zieht

nacheinander eine

Kugel ohne zurlicklegen. Das Spiel ist aus, wenn er eine weiBe Kugel zieht oder

wenn er dreimal gezogen hat. Die Zufallsvariable X steht fur die Anzahl der

gezogenen schwarzen Kugeln.

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.

b) Der Spieleinsatz betragt 10€. Der Spieler erhalt 30€, wenn er drei
schwarze Kugeln gezogen hat. Er erhalt 20€, wenn er zwei schwarze
Kugeln zieht. In allen anderen Fallen erhalt er nichts. Welchen mittleren
Gewinn (oder Verlust) hat der Spieler auf lange Sicht je Spiel zu erwarten?
Wie hoch musste der Spieleinsatz ungefahr sein, damit das Spiel fair ist?
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Aufgabe A16

In einer Urne sind 2 blaue, 3 rote und 5 weiBe Kugeln. Ein Spieler zieht
nacheinander ohne Zuricklegen 3 Kugeln. Der Spieler erhalt 6 €, wenn alle drei
gezogenen Kugeln dieselbe Farbe haben. Er erhalt 2€, wenn die drei Kugeln
unterschiedliche Farben aufweisen. Bei allen anderen Ausgangen muss der
Spieler 1,50 € bezahlen.

Wie viel gewinnt oder verliert der Spieler je Spiel im Mittel auf "lange Sicht"?

Aufgabe A17

Mit zwei Urnen und einem Gllcksrad wird ein Glicksspiel durchgefihrt. Die
beiden Urnen U1 und U2 haben folgende Inhalte:

Ul: 4 rote, 1 blaue und 5 weiBe Kugeln
U2: 1 rote und 9 weiBe Kugeln
Die Zahlen des Gllcksrads treten mit folgender Wahrscheinlichkeit auf:

1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6

0,2 | o005 | 035 | 0,1 | 0,2 | 0,1

Das Gllcksspiel hat folgende Regeln:

Das Glicksrad wird einmal gedreht. Erscheint eine gerade Zahl, so wird zweimal
mit Zurlcklegen aus U2 gezogen, erscheint eine ungerade Zahl, so wird zweimal
mit Zurlcklegen aus U1 gezogen.

Zieht ein Spieler dabei zwei weiBe Kugeln oder keine weiBe Kugel, so erhalt er
1 €, sonst zahlt er 1,50 €. Prife, ob das Spiel fair ist.
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Losung A9
Klausuraufschrieb
P(1.Feld) = = =21, p(2.Feld)=32220.2-3
360° 4 360 2
1.Feld 2.Feld 3.Feld
2,00 € 5,00 € 0,00 €
1 3 3
4 8 8
0,50 € 1,88 € 0€

E(X)=050€+188€+0€=238¢€

Da der Spieler einen Einsatz von 3,00 € leisten muss betragt der erwartete

TOEHASTIK

3
==, P(3.Feld) ==

$tochastlk

STOCHASTIK

£

Losungen
Level 1 - Grundlagen - Blatt 2

Gewinn flUr den Spieler 2,38 € — 3,00 € = —0,62 €.

Der Spieler macht auf lange Sicht gesehen pro Spiel einen Verlust von 0,62 €.

Losung A10

Klausuraufschrieb

Ereignisraum:

E ={(2;2),(2;5),(5;2),(2;

Wahrscheinlichkeiten:
P(-7;-7)=P(X =-14)=0,4-0,4 = 0,16
P(5;5) = P(X = 10) = 0,3- 0,3 = 0,09
P(2;2)=P(X =4)=0,3-0,3 = 0,09

P((5;-7),(-7;5))=P(X=-2)=2-04-03 =024

P((2,-7),(-7;2))=P(X=-5)=2-04-03 =

P((2;5),(52))=P(X=7)=2-03-03=0,18

a)
b)

0,24

=7),(=7;2);(5;5),(5=7),(=7;5), (=7, =7)}

P(Spieler gewinnt) = P(X > 0) = 0,09 + 0,09 + 0,18 = 0,36.
P(Spieler verliert) = 1 — P(Spieler gewinnt) =1 — 0,36 = 0,64
Aus a) folgt eine Binomialverteilung mit n =5, p = 0,36 fir Gewinn und X =3

fir 3 Gewinne.
Bs.36(X =3) = (

5
3

Berechnung des Erwartungswertes E(X):

) .0,363-0,642 = 0,1911 ~ 19 %

X 10 € 7€ 4 € —2€ —5€ =14 €
P(X =x;) 0,09 0,18 0,09 0,24 0,24 0,16
xi-PX=x;) | 090€ 1,26 € 036€ | —048€ | —1,20€ | —2,24 €

E(X)=090+ 1,26+ 0,36 — 0,48 —
Der mittlere Verlust des Spielers/Spiel betragt 1,40 €. Dies ist der Gewinn

des Spielebetreibers.
Anzahl Spiele flir Verdienst von 1000 €:

1000 €
1,40 €

= 714,29

1,20-2,24=-1,40€

Es miussen etwa 715 Spiele gespielt werden, damit der Spielebetreiber einen
Gewinn von 1000 € hat.
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Losung Al1l

Lésungslogik

Gleichzeitiges Ziehen zweier Miinzen entspricht zweimaliges Ziehen hinterein-
ander ohne Zurucklegen.

Aufstellung des Ereignisraums und Berechnung der Wahrscheinlichkeiten.

Klausuraufschrieb

Ereignisraum:
E = {(0,50; 1), (1;0,50), (0,50; 2), (2; 0,50), (1; 2); (2; 1), (0,50; 0,50), (1; 1), (2; 2)}
Wahrscheinlichkeiten:
12 11 132

P(0,50 €050 €) = P(X =1€) = -~ =—

= = 5.4 _ 20
P1€1€)=P(X=2€)= T 274 = 65060
PRE2€) =PX=4€) =235

5 _ 120
P((0,50€;1€),(1€;050€)=P(X=150€)=2" E Zs 0
P((0,50 €;2€),(2€; 0,50€)) =P(X = 250€)8_ 2- 820—5 =
P((1€2€),2€1€)=PX=3€ =2 —=—
Berechnung des Erwartungswertes E(X):
X; 1€ 2 € 4 € 1,50 € 2,50 € 3 €
132 20 120 192 80
P(X = x)) 22 3
600 600 600 600 600 600
x;i - P(X = x;) 0,22 € 0,07 € 0,37 € 0,30 € 0,80 € 0,40 €

E(X) =0,22+0,07+0,37+ 0,30+ 0,80 + 0,40 = 2,16 €
Man kann bei hdufiger Versuchsdurchfihrung durchschnittlich mit 2,16 € rechnen.

Lésung Al12
Klausuraufschrieb

a) Erwartungswert von G:
gin € -1 0 1 4
2 1 1 1
P(G = — — - S
( 9 3 6 10 15
g-PG=g) —0,67 0 0,10 0,27
E(G) =-0,67+0,1+0,27 =—-0,30
b) GemaB a) macht der Spieler pro Spiel einen Verlust von 0,30 €. Der Einsatz
muss somit auf 0,70 € gesenkt werden, damit das Spiel fair ist.
C)
g in € -1 0 1 a
2 1 1 1
PG = - - — —
( 9 3 6 10 15
2 1 1
-P(G = - 0 S -
9 PG=9) 3 10 5%
E(G)=—2+—+--a=0
La=Y = a=850
15 30

Aufgrund des Einsatzes von 1€ muss der maximale Auszahlung auf 9,50 €
angehoben werden, damit das Spiel fair ist.
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Losung A13
Klausuraufschrieb
a) Ereignisraum:
E ={(4;4),(B;B),(C;C),(4;ANB;BAC;C)}

Wahrscheinlichkeiten:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
PA;A) =2-5=3 PBB)=5-7=1 P(CGO =2-7=1
P(Gewinn) = P(A; A) + P(B;B) + P(C;C) = %
b)
x; 050€ | —050€
3 5
P(X = x; 2 2
X =x) 3 g
x,-P(X=x) | 01875 | —0,3125

G(X) = 0,1875 — 0,3125 = —0,125

$tochastlk

STOCHA‘iTlK £

Losungen

c) Da bei dem Einsatz von 0,50 € der erwartete Verlust des Spielers 0,125 €
betragt, musste der Einsatz um 0,125 € gesenkt werden, also 0,375 €

betragen.

Da ein Einsatz mit einem ,halben Eurocent" nicht mdglich ist, kann der
Einsatz nicht so gedndert werden, damit die Lotterie fair ist.

Losung Al4

Klausuraufschrieb

Wahrscheinlichkeiten:

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Druckfehler / Seite an.
P(X=0)=0,17 PX=1)=0,3

P(X =2)=0,27 P(X =3)=0,16

P(X>=4)=1-0,3-0,27—-0,16—0,17 = 0,10

Erwartungswert:

Wegen P(X = 4) kann der Erwartungswert von X nicht exakt berechnet werden.
Wenn wir jedoch P(X = 4) = 0,1 unterstellen, erhalten wir mit E(X) eine untere

Grenze flir den mdglichen tatsachlichen Erwartungswert.

Da nach durchschnittlicher Druckfehleranzahl gefragt ist, die sich mindestens auf

einer Zeitungsseite befinden, ist dies auch die gesuchte GroBe.

E(XA)=0-0174+1-03+2-027+3-016+4-0,1=1,72

Es sind durchschnittlich mindestens 1,72 Fehler auf einer Zeitungsseite.

Losung A15

Klausuraufschrieb
a) Ereignisraum:

E = {(weifd), (schwarz; weil), (schwarz; schwarz: weil), (schwarz; schwarz; schwarz)}

Wahrscheinlichkeiten:

P(weifs) = P(X = 0) P(schwarz;weifs) = P(X = 1)

P(schwarz; schwarz; weil) = P(X = 2) P(schwarz; schwarz; schwarz) = P(X = 3)
4 6 4 24

=0 = 5.4 _ 120 PO=1) _35_4% 120

PX=2)=—-=--== P(X=3)=E'§'_=_

© by Fit-insMathe-Online, menr als 500.000 Aufgaben fur Schule und Studium
sowww.fit-inmmathe-online.de #0cHAsT I #0cnasTIn #ocnasTin

Dr.-Ing. Meinolf Miiller / webmaster@fit-in-mathe-online.de

$TocrAsTIN

Seite 85



Seite 86

b)

) .  }

v Aufgabenblatt

3 3

STOCHASTIK STOCHASTIK sfocmsr STPCHASTIK » TOGHASTIK
m Erwartungswert
X; 20 € 10 € —10 €
120 120 480
Px=x) | = | 2 0
720 720 720
x;*P(X =x;) 3,33 € 1,67 € —6,67 €

E(X)=333€+1,67€—-6,67€=-1,67%€

Der Spieler hat einen mittleren Verlust von 1,67 € pro Spiel.

Einsatz fir faires Spiel:

$tochastlk

STOCHASTIK

Losungen

Da der Spieler durchschnittlich 1,67 € pro Spiel Verlust macht, musste der

Einsatz um 1,67 € vermindert werden.
Der Einsatz fir ein faires Spiel misste 8,33 € betragen.

LOosung A16
Klausuraufschrieb
Ereignisse:
A: ,Drei Kugeln gleiche Farbe"
B: ,Drei Kugeln unterschiedliche Farbe"
C: ,Weder Ereignis A noch Ereignis B"
Wahrscheinlichkeiten
3.2 1,5 43_1
P(4) = P(rrr; www) 05871058 120
P(B) = P(rwb; rbw; wrb; wbr; brw; bwr) = 3! 2 3 =gl
6 180 7910 9 720 4
P(C)=1-(P(A)—PB))=1->———=—
Erwartungswert:
X; 6 € 2€ —1,50 €
11 1 79
PX=x) | — . —
120 4 120
x;-P(X=x;)| 055€ 050€ | —0,9875¢€

E(X) = 0,55+ 0,50 —0,9875 = 0,0625

Auf lange Sicht gesehen gewinnt der Spieler etwa 0,06 € pro Spiel.

LOosung Al7

Klausuraufschrieb

Ereignisse:

A: ,Glicksrad zeigt gerade Zahl"
B: ,Gllicksrad zeigt ungerade Zahl*
c: LUl (w,w)vww)"

D: LU2 (w,w)VWw,w)"

Wahrscheinlichkeiten:

P(A) = 0,25; P(B) = 0,75; P(C)_% %+%
P(1€ Gewinn) =P(AnD)+P(BNnC)=0,25-0,82+0,75-0,5=0,58

=0,5; 2

N | =

P(1,50 € kein Gewinn) = 1 — P(1 € Gewinn) = 0,42

Erwartungswert:

E(X)=1-058—

1,50 - 0,42 = —0,05

P(D)—R i

1082
0

Das Spiel ist nicht fair, der Spieler verliert auf lange Sicht pro Spiel 0,05 €.
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zum Erwartungswert
Level 1 - Grundlagen - Blatt 3

Dokument mit 12 Aufgaben

Aufgabe A18

Die SMV des ASG unterstltzt jedes Jahr ein soziales
Kinder- oder Jugendprojekt. Das Geld wird auf dem
Schulfest mit einem Informationsstand und einem
Gllcksrad erwirtschaftet. Das Gllcksrad wird
zweimal gedreht. Folgende Gewinne sind
vorgesehen:

Das Rad bleibt zweimal auf Elefant stehen: 5,00 €
Das Rad bleibt zweimal auf Léwe stehen: 3,00 €
Das Rad bleibt zweimal auf StrauBB stehen: 1,50 €

Die Einsatze hangen vom Alter der Kinder ab:
Schilerinnen/Schiler, Kinder und Jugendliche 0,50 €
Erwachsene 1,00 €

a) Ermittle die Erwartungswerte der SMV getrennt flr Schilerinnen/Schiiler,
Kinder und Jugendliche sowie flir Erwachsene.

b) Die Endabrechnung am Ende des Schulfestes weist folgende Daten auf:
Anzahl der Spiele von Schilerinnen/Schtiler,

Kindern und Jugendlichen: 372
Anzahl der Spiele Erwachsener: 214
Gesamtgewinn: 217,50 €

Ermittle die Abweichung zwischen dem mit den Erwartungswerten
ermittelten Gewinn und dem tatsachlichen Gewinn. Nenne mdgliche Griinde
fur die festgestellte Abweichung.

Aufgabe A19
Die Abschlussklassen des Linden-Gymnasiums in Tuttlingen organisieren
zugunsten eines sozialen Projekts eine Tombola. Die Tabelle zeigt die
Losverteilung und die damit jeweils verbundenen Gewinne.
Anzahl der Lose | Wert des Gewinns
150 Nieten | Kein Gewinn
40 Kleingewinne | Je 4,00 €
10 Hauptgewinne | Je 20,00 €
Ein Los kostet 2,00 €.
a) Berechne den Erwartungswert.
b) Um den Gewinn fir das soziale Projekt zu erhéhen, geben die Klassen 50
weitere Nieten in die Lostrommel.
Welchen Betrag kénnen die Abschlussklassen spenden, wenn alle Lose
verkauft werden?
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zum Erwartungswert
Aufgabe A20

Bei einer Wohltatigkeitsveranstaltung fihrt die Klasse 12 des ASG Heilbronn ein
Gllcksspiel durch.

Die Sektoren des daflir verwendeten Glicksrades sind rot, gelb und blau gefarbt.
Die Wahrscheinlichkeit fir Rot betragt 25 %, fiur Gelb §

Das Glicksrad wird einmal gedreht.
Folgender Gewinnplan ist vorgesehen:

Farbe Gewinn
Rot 4,00 €
Gelb 1,50 €
Blau 0,60 €

Pro Spiel werden 2,00 € Einsatz verlangt.

a) Berechne den Erwartungswert.

b) Die Klasse mdchte ihren zu erwartenden Gewinn pro Spiel verdoppeln.
Dabei soll das Glucksrad und der Einsatz pro Spiel nicht verandert werden.
Stelle einen mdglichen Gewinnplan auf.

Aufgabe A21

Die beiden Netze zeigen die Augenzahlen ) B)
zweier besonderer Spielwiirfel. — -
Beide Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. al o’
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, | o [%®] o 1] [***|%"|" IR
mindestens eine ,Sechs" zu werfen? * .| TeR. geme Rt
Die beiden Wirfel werden flr ein
Glucksspiel eingesetzt. Dazu wird
nebenstehender Gewinnplan ge- Wurfergebnisse Gewinn
pruft. Berechne den Erwartungs- Gleiche Augenzahlen

9,00 €
wert. (Pasch)

Verschiedene Kein Gewinn

Der Veranstalter méchte beim Augenzahlen
Wirfelnetz die ,FUnf" durch Einsatz pro Spiel: 1,00 €

eine ,Sechs™ ersetzen.
Der Gewinnplan soll gleich bleiben. Ware dies flr ihn vorteilhaft? Begriinde.

Aufgabe A22
Acht gleich groBe Karten sind mit den L
A

Buchstaben 4, B und C beschriftet. Die Karten

liegen so auf dem Tisch, dass die Buchstaben B A

nicht sichtbar sind. Es werden zwei Karten |/A

gleichzeitig gezogen.

e Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, zwei A
Karten mit verschiedenen Buchstaben zu
ziehen?

Seite 88 © by Fit-insMathe-Online, menr als 500.000 Aufgaben fur Schule und Studium
sowww.fit-in~mathe-online.de STOCHAST 1N STOCHAST 1N STOCHAST 1N STOCHASTIN
Dr.-Ing. Meinolf Miiller / webmaster@fit-in-mathe-online.de



. & Aufgabenblatt

STOCHASTIK

STOCHASTIK L STOCHASTIK L STOCHAS

zum Erwartungswert

e Die Karten sollen flir ein Glicksspiel verwendet werden. Untenstehende
Gewinnplane werden geprift. Fir welchen Gewinnplan soll sich der Betreiber
entscheiden? Begrunden Sie Ihre Aussage.

STOCHASTIK

Stochastik

STOCHASTIK ¢

Ergebnis der Ziehung Gewn;np lan Gewn;np lan
Zwei gleiche Buchstaben 3,00 € 5,00 €
De Buchstabe C ist 5,00 € 3,00 €
gezogen
Restliche Mdglichkeiten kein Gewinn kein Gewinn
Einsatz pro Spiel: 2,50 €

Aufgabe A23

In einem Kartenstapel liegen zwolf

Karten. Die Verteilung ist in der Tabelle

dargestellt. Die Karten werden gemischt

und verdeckt auf den Tisch gelegt. Zwei

Karten werden gleichzeitig gezogen.

e Wir groB ist die Wahrscheinlichkeit,
eine rote und eine schwarze Karte zu
erhalten?

Die zwolf Karten werden flr ein Gllicks-
spiel eingesetzt. Es sollen ebenfalls zwei
Karten gleichzeitig gezogen werden. Dazu
wird der nebenstehende Gewinnplan
gepruft.

e Berechne den Erwartungswert.

Kartenfarbe
schwarz rot
L L \ 4 ¢
Kreuz Pik Herz Karo
Anzahl
6 | 1 | 2 | 3
Ergebnisse Gewinn
Zweimal Karo 10,00 €
Zweimal Herz 5,00 €
Sonstige Kein Gewinn

Einsatz pro Spiel 1,00 €

e Sophie macht den Vorschlag, den Gewinn flr ,zweimal Karo“™ auf 20,00 €
hochzusetzen und alles andere zu belassen. Der Betreiber des Glicksspiels
protestiert und behauptet, er wirde dann Verlust machen. Hat der Betreiber

Recht? Begriinde durch Rechnung.
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 3
Hinweis
Bei Aufgaben mit dem Erwartungswert wird empfohlen, unmittelbar eine Tabelle
der x; und P(X = x;) sowie x; - P(X = x;) anzulegen.

Losung Al18

Lésungslogik

a) Aufstellung einer 3-zeilige Tabelle mit Spaltenanzahl = Gewinnanzahl. Ist
die Summe der Wahrscheinlichkeiten flir die Gewinne ungleich 100 %, muss
eine weitere Spalte fir den Einsatz zugefugt werden.
Die Zeile x; enthalt die einzelnen Gewinnbetrage. Ist die Summe der
Wahrscheinlichkeiten fir die Gewinne ungleich 100 %, muss der Einsatz vom
Gewinnbetrag abgezogen werden und der Einsatz wird mit einem
Minuszeichen in die letzte Zeilenspalte x; eingetragen.
Die Zeile P(X = x;) enthalt die Einzelwahrscheinlichkeiten flir Gewinn und
Einsatz. In der dritten Zeile x; - P(X = x;) werden spaltengerecht die
Gewinnbetrage sowie der Einsatzbetrag mit ihren jeweiligen
Wahrscheinlichkeiten multipliziert.
Am Ende werden alle Werte der dritten Zeile vorzeichengerecht addiert. Das
daraus sich ergebende Ergebnis ist der gesuchte Erwartungswert.

b) Vergleich der Einnahmen aus den Erwartungswerten mit denen der echten
Einnahmen.

Klausuraufschrieb

AufsteIIen der Wahrscheinlichkeiten zu den Gewinnen:

=2.2=1  p(zweimal Léwe) =2.2=2

88 64

8 8 64
P(zweimal Straufd) = % % 6—14 P(kein Gewinn) = 1 — P(Gewinn) = 1 — 6—14 — é — é = g

a) Berechnung der Erwartungswerte
Tabelle fir Schilerinnen/Schiler, Kinder und Jugendliche:

Gew'”(”x/.f'”satz 4,50 € 2,50 € 1,00 € ~0,50 €
L
1 7 1 58
P(X = x) — - — >
64 64 64 64
x P(X = x)) 0,07 € 0,16 € 0,02 € —045€
E(X) 0,07 €+ 0,16+ 0,02 — 0,45 € = —0,20 €
E(X)]ugend =—020€

Tabelle fir Erwachsene:

Seite 90

Gew'”(”x/.f'”satz 4,00 € 2,00 € 0,50 € ~1,00 €
L
1 7 1 58
P(X = x) - 2 — >
64 64 64 64
% P(X = x)) 0,06 € 0,13€ 0,01€ —0,90€
E(X) 0,06 €+ 0,13+ 0,01 - 0,90 € = —0,70 €
EXgrwachsene — 0,70 €

Die SMV kann mit einem Gewinn von 0,20 € pro Spiel bei den Jugendlichen
und von 0,70 € pro Spiel bei den Erwachsenen rechnen.
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b) Abweichung zwischen Erwartungswert und Gesamtgewinn:
372-0,20 €+ 214 - 0,70 € = 224,20 € Gewinn nach Erwartungswert
Gexy — Ggesamt = 224,20 — 217,50 = 6,70 €
Die Abweichung des tatsédchlichen Gewinns zum Erwartungswert betrégt
6,70 €.
Der mit den Verfahren der Wahrscheinlichkeitsrechnung ermittelte
Gesamtgewinn 224,20 € ist ein theoretischer Wert. Im konkreten Fall kann er
nicht erreicht werden, da der Gesamtgewinn aufgrund der Einsatze und
Preise ein Vielfaches von 0,50 € sein muss.
Losung A19
Lésungslogik
a) Aufstellung einer 3-zeilige Tabelle wie in L6sung A9 beschrieben.
b) Aufstellung der Tabelle mit erhdéhter Losanzahl und Neuberechnung des

Erwartungswertes.

Klausuraufschrieb

1 1 150 3
a) P(20‘€)_200 > P(4€)_ﬁ_5 P( 2€)_200_Z
Berechnung des Erwartungswertes:
X; 18 € 2€ —2,00 €
1 1 3
PO =x) 20 5 4
x; - P(X = x;) 0,90 € 0,40 € —1,50 €
E(X)=094+0,40-1,50=-0,20€
b) Neuberechnung nach Erhdhung der Losanzahl:
1 4 200 4
P(20€) =5 =17 P(4€)==12 P(-2€)=75=1
Berechnung der Erwartungswerte
X; 18 € 2 € —2,00 €
1 4 4
P =x) 25 25 5
x;* P(X = x;) 0,72 € 0,32 € —1,60 €
E(X)=072+4+032-1,60=-0,56 €
Verkauf aller Lose:
G=n-|EX| =250-0,56 =140 €
Die Schiler der Abschlussklasse kénnen 140 € spenden, wenn alle Lose
verkauft werden.
Losung A20
Lésungslogik
a) Aufstellung einer 3-zeilige Tabelle wie in Lésung A9 beschrieben, jedoch
ohne Spalte fir den Einsatz, da die gegebenen Wahrscheinlichkeiten in der
Summe 100 % ergeben. Berechnung des Erwartungswertes.
b) Berechnung eines neuen Gewinnplans flr den Erwartungswert 0,5.

£
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STOCHASTIK STOCHASTIK srocmer 3 ST, Ti;r_'xx swe;gi_msnx srocmgn« ¢
sl g Losungen
Klausuraufschrieb
a) P(rot) =% P(gelb) =§ P(blau) =1 —%—§=%
Berechnung der Erwartungswerte
X; 4 € 1,50 € 0,60 €
P(X = x)) ! 1 >
4 3 12
x; - P(X = x;) 1,00 € 0,50 € 0,25 €
E(X) =1,00+ 0,50 + 0,25 = 1,75 €
Gewinn pro Spiel: Gewinn = Einsatz — E(X) = 2,00 — 1,75 = 0,25 €

b) Verdoppelung des Gewinns:
2-0,25=10,50 = 2,00 — E(X) = E(X) = 1,50
Mit einer Veranderung des Gewinns von 4 € auf 3 € ergibt sich:
E(X)=3-7+150-3+0,60 ==075+050+025=150€
Der Gewinnplan muss von 4 € auf 3 € verdndert werden, damit die Klasse
den doppelten Gewinn macht.
(Andere Ldsungen denkbar).

LOosung A21

Lésungslogik

Wahrscheinlichkeit ,mindestens eine Sechs":

Wir stellen die Wahrscheinlichkeit einer Sechs fir Wuirfel 4 und Warfel B auf.

Wirfel A hat nur eine Sechs, also P(6,) = % Wirfel B hat zwei Sechsen, also

P(65) ==.

Mindestens eine Sechs bedeutet eine Sechs oder zwei Sechsen. Am Wort
~mindestens" erkennen wir, dass der schnellste Losungsweg uber das
Gegenereignis fuhrt, denn ,mindestens eine Sechs" ist dasselbe wir 1 — , keine
Sechs". Keine Sechs bei Wiirfel 4 ist P(6,) = %, bei Wurfel B jedoch P(65) = %
Erwartungswert:

Zunachst mussen wir die Einzelwahrscheinlichkeiten flur die Ereignisse , Pasch®
bestimmen. Aufgrund des Aufbaus der beiden Wirfel sind nur die Ereignisse {5;5}
und {6; 6} moglich. P(64) und P(6g) sind bereits bekannt, P(5,) = P(55) = %.

Wir bestimmen nun den Erwartungswert Uber eine Tabelle.

Ersatz der ,Funf" bei Wiirfel A durch eine ,Sechs":

Durch den Ersatz ist nunmehr ein 5-er Pasch ausgeschlossen, es ist nur noch ein

6-er Pasch moglich, wobei jetzt P(6,) = P(65) =% ist. Wir berechnen den
Erwartungswert neu und vergleichen diesen mit dem Vorwert.
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m Erwa
Klausuraufschrieb
—\ 5
P(6,) = g P(64) =<
2 — 4
P(65) == P(65) =~
P(mmdestens 1 Sechs) = 1 — P(keine Sechs)
5 4 16
=1l---=1-==—=
6 6 36 36
Erwartungswert:
P(Pasch) = P{(5;5),(6;6)} = P(5; 5) + P(6; 6)
_11_1 _1z2_2
P(S’S)_e 6_3% 5 P(66) 6 6 36
P(Pasch) = = t T TG P(Gewmn)

T 36
P(Gewmn) = 1 — P(Gewmn) =1- 5

2

11
12

=2~ 444 %
Die Wahrscheinlichkeit, mindestens eine Sechs zu werfen, betrdgt 44,4 %.

v Aufgabenblatt

STPLHASTIK

ungswe

TOEHASTIK

Gewinn/Einsatz 8,00 € _100€
(x1) 1 5
P(X = x; — —
X =x) 812 %%
. P(X = x: —
w i 12 €8 11 3 12
E(X f_ €€ =—_€=—_
X) 1 € 1 €= 12€ 0,25 €
Der Erwartungswert ist E(X) = —0,25.
Ersatz der ,,Funf" bei Wirfel A
Es ist nur noch das Ereignis {6; 6} mdglich.
P(6s) = P(6y) = <=3
P(Gewinn) = - % = %
P(Gewinn) = 1 — P(Gewinn) =1—== g
Gewinn/Einsatz 8,00 € _100€
(x1) 1 5
P(X = x; Z e
X =x) 5 5
8 8
le(szl) §‘€ —§‘€
E(X) 8 € 8 €=0€
9 9 =

$tochastlk

£

Losungen

Der Erwartungswert nach Ersatz der ,Funf" bei Wiirfel A ist 0, d.h., das Spiel ist

fair, das Ersetzen wdére flr den Veranstalter nicht vorteilhaft.

Lésung A22
Lésungslogik

Gleichzeitiges Ziehen von zwei Karten entspricht Ziehen von zwei Karten
hintereinander ohne Zuriicklegen. Die Wahrscheinlichkeit fir zwei Karten mit
unterschiedlichen Buchstaben ist die Wahrscheinlichkeit der Einzelereignisse

P(4;B), P(B;A), P(B; (), P(C;B), P(4;C) und P(C; A). Einfacher ist hier der Weg lber
das Gegenereignis, namlich 1 — P(zwei gleichen Buchstaben).

Flr die Prifung der Gewinnplane erstellen wir eine Tabelle zur Errechnung der

Erwartungswerte.
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STOCHASTIK | STOCHASTIK STOCHASTE 3 ST, ﬁ;f_'xx swe;fi_msnx 1 srocmsnx N
sl g Losungen
KIausuraufschrieb
20 21 2
PA;A)=2-2=22 P(B;B)=2-2==; P(C;C) =0
P(zwei unterschiedliche Buchstaben) = 1 — P(Zwel gleichen Buchstaben)
22
= 1—§—§~60,7%
Erwartungswerte:
2
P(zwei gleichen Buchstaben) = e
P(Buchstabe C ist gezogen) = P(4; C) + P(C;A) + P(B C) + P(C;B)

_3.1_ 15_5 2.1 12_2
P(A'C)_s 7 56’ PG A)_897 56’ P(B; C)_s 7 56’ P(C; B)_s 7 56
P(Buchstabe C ist gezogen) = e
Gewinnplan 1

P(gleiche Buchstaben) P(Buchstabe C) Einsatz

Gewinn/Einsatz _0,50 € _250¢€ 250 €

— 22 9 25
P(X =x;) — — —
56 56 56
xi-P(X =x;) —0,20 € —0,40 € 1,17 €
E(X) —-0,20€—-040€+1,17€ =0,57€
Gewinnplan 2
P(gleiche Buchstaben) P(Buchstabe C) Einsatz
Gewinn/Einsatz _250€ 0,50 € 250€
) 22 9 25
PX =x)) - - =
56 56 56
x; - P(X =x;) —0,98 € —0,08 € 1,17 €
E(X) —098€—-0,08€+1,17€=0,11€

Der Spielebetreiber sollte sich fiir Gewinnplan 1 entscheiden, da er hier auf lange
Sicht gesehen einen gréBeren Gewinn pro Spiel erzielt.

LOosung A23

Lésungslogik

Aufstellen der Wahrscheinlichkeiten fur die schwarzen und die roten Karten.
Gleichzeitiges Ziehen von zwei Karten entspricht Ziehen von zwei Karten
hintereinander ohne Zuricklegen.

Eine rote und eine schwarze Karte hat die Ergebnisse ,schwarz, rot" oder ,rot,
schwarz".

Berechnung des Erwartungswertes lber eine Tabelle.

Berechnung des Erwartungswertes fur geanderten Gewinnplan Uber eine Tabelle.

Klausuraufschrieb

7 5
P(schwarz) = 'FL P(rot) =

12
P(eine rote und eine schwarze Karte) = P{(r s),(s,r)} = P(r,s) + P(s,7)
P(r,s) = =3 P(r,s) = 23
12 11 132 12 11 132 70
P(eine rote und eine schwarze Karte) = + = ~ 53,03 %

132 132 132
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STOCHASTIK STOCHASTIK s OCHASTE arfﬁ;f‘ix swerfmsnx STOCHASTIK ¢
L i Losungen
Erwartungswerte:
p( imal Karo) = 3 2 6
zweimal Karo) = -+ ===
p( imal Herz) = 2 1 2
zweimal Herz) = -5 = 125
Gewinnplan 1
P(zweimal Karo) P(zweimal Herz) Einsatz
Gewinn/Einsatz —9,00 € _400€ 100 €
(x)
6 2 124
P(X = x) — = =
132 132 132
xi-P(X =x;) —0,41 € —0,06 € 0,94 €
E(X) —-041€—-006€+094€=047 €

Der Spielebetreiber kann auf lange Sicht gesehen mit einer Einnahme von 0,47 €

pro Spiel rechnen.

Gewinnplan 2

P(zweimal Karo) P(zweimal Herz) Einsatz
Gewinn/Einsatz ~19,00 € —4,00 € 1,00 €
(x1)
6 2 124
P(X = x,) - = =
132 132 132
xi-P(X = x;) —0,73 € —0,06 € 0,94 €
E(X) —-0,73€—-0,06€+094€=0,15€

Der Spielebetreiber kann nach wie vor mit einer Einnahme pro Spiel rechnen, der
Spielebetreiber hat nicht Recht.
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zum Erwartungswert
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1

Dokument mit 21 Aufgaben

3
Aufgabe A1l S
Die Seiten eines Tetraeders und eines Wiirfels sind wie abgebildet mit Zahlen
beschriftet. Beide werden gleichzeitig geworfen. Dabei gilt bei dem Tetraeder die
Zahl als geworfen, die unten liegt.
a) Begrinde, dass die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse

A: "Die Summe der Zahlen ist 5" und .

B: "Die Summe der Zahlen ist 3"
jeweils i betragt. L

b) Bei einem Glicksspiel werden das Tetraeder

und der Wirfel gleichzeitig geworfen. Ein /1\ 1

Spieler zahlt einen bestimmten Betrag als 2

Einsatz ein. Ist die Augensumme gerade, erhalt 1 2 r 2 |2 ’

er seinen Einsatz zurlck. Ist die Augensumme 3

gleich 5, bekommt er 3 € ausgezahlt.

In allen anderen Fallen ist sein Einsatz verloren. g

Wie hoch sollte der Einsatz sein, damit er auf
lange Sicht weder Verlust noch Gewinn macht?

=3
Aufgabe A2
Eine Firma stellt Energiesparlampen her. Die Herstellungskosten fur eine Lampe
betragen 3,50 €. Sie wird fur 5,20 € an den Einzelhandel verkauft.
Erfahrungsgeman sind 8,5 % der Lampen defekt. Defekte Lampen werden vom
Einzelhandel stets entdeckt. Sie werden von der Firma zuriickgenommen und der
Kaufpreis wird erstattet. Flr jede zurickgenommene Lampe entstehen der Firma
zusatzliche Kosten in H6he von 1,20 €.
a) Wie hoch ist der durchschnittliche Gewinn pro Lampe flr die Firma?
Um den Gewinn zu steigern, will die Firma vor der Auslieferung der Lampen
ein Testverfahren durchfiihren. Dabei werden alle intakten und 90 % aller
defekten Lampen als solche erkannt. Die als defekt erkannten Lampen
werden dann ohne weitere Kosten entsorgt.
b) Wie teuer darf der Test einer Lampe sein, damit sich das Testverfahren fir
die Firma lohnt?

3
Aufgabe A3 S
Bei einem Glicksspiel wird ein idealer Wirfel dreimal geworfen. Man erhalt:
flr eine Sechs 1 €,
flir zwei Sechsen 5 €,
fUr drei Sechsen 10 €
ausgezahlt. In allen anderen Fallen wird nichts ausgezahlt.
Welchen Einsatz muss der Betreiber des Gliicksspiels mindestens verlangen,
damit er auf lange Sicht keinen Verlust macht?
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Aufgabe A4 -

Bei dem abgebildeten Glicksrad erhalt man bei einer Drehung die Zahl 1 mit der
Wahrscheinlichkeit 0,25 und die Zahl 2 mit der Wahrscheinlichkeit p.
a) Das Glucksrad wird dreimal gedreht.
Man betrachtet das Ereignis:
A:  "Es erscheinen drei verschiedene Zahlen"
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit von A
fur p = 0,3. 1
Fur welchen Wert von p ist die Wahrscheinlichkeit <::
fur das Ereignis A am gr6éBten? Wie groB sind in
diesem Fall die Mittelpunktswinkel der drei 3
Sektoren auf dem Gllucksrad?
b) Felix und Max vereinbaren folgendes Spiel:
Felix setzt einen Euro ein. Dann dreht Max das Rad. Erscheint eine 2, so
nimmt Max den Euro an sich und das Spiel ist beendet. Andernfalls legt Max
zwei Euro dazu und Felix dreht das Rad. Bei einer 2 bekommt Felix den
Gesamtbetrag von drei Euro. Ansonsten teilen sich beide diesen Betrag und
das Spiel ist beendet. Wie groB muss die Wahrscheinlichkeit p flr die Zahl 2
sein, damit das Spiel mdglichst fair ist?

=3

Aufgabe A5:S

Ein Betrieb produziert fir ein groBes Unternehmen elektronische Bauteile. Die

Ausschussquote betragt dabei erfahrungsgemaB 15 %.

Jeweils 20 Bauteile werden ohne Uberpriifung in eine Schachtel gepackt und

ausgeliefert. Die Herstellungskosten pro Schachtel betragen 55 €.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind in einer Schachtel

- weniger als 16,
- mindestens 18
einwandfreie Bauteile?

b) Dem Unternehmen werden fir jede gelieferte Schachtel 120 € berechnet.
Allerdings werden die Bauteile im Unternehmen Uberpriift. Ist in einer
Schachtel hochstens ein Bauteil defekt, so zahlt das Unternehmen den
vollen Preis. Bei zwei bis vier defekten Bauteilen in einer Schachtel zahlt es
nur 50 % des Preises. Bei mehr als vier defekten Bauteilen wird die
Schachtel nicht bezahlt.

Macht der Herstellerbetrieb bei dieser Vereinbarung noch Gewinn?

3
Aufgabe A6:S
Bei einer groBen Produktionsserie von Speicherchips betragt der Ausschussanteil
10 %. Chips dieser Serie werden ungeprift in Packungen zu je 100 Stlck ver-
kauft.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind in einer Packung héchstens 10 defekte

Chips?
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b) Der Kaufpreis fir einen GroBabnehmer betragt pro Packung 800 €. Mit dem
Abnehmer wird vereinbart, dass eine Packung zuriickgegeben und der
Kaufpreis erstattet wird, wenn mehr als k defekte Chips in der Packung
sind. Fur eine solche Ricknahme entstehen der Herstellerfirma Kosten in
Hoéhe von 250 €.

Welchen Wert muss k mindestens haben, damit der durchschnittliche Erlos
pro Packung mindestens 700 € betragt?

=3

Aufgabe A7 i

Bei einem Glucksspiel wird ein idealer Wurfel viermal geworfen und die Anzahl

der Sechsen notiert.

Als Auszahlungen sind vorgesehen:

0 € Dbei hochstens einer Sechs,
2€ Dbei zwei Sechsen,

10 € bei drei Sechen,

50 € bei vier Sechen.

Der Einsatz pro Spiel betragt 1€

a) Begrinden Sie, dass das Spiel nicht fair ist.

b) Der Auszahlungsplan soll so geandert werden, dass der Erwartungswert fur
den Verlust eines Spielers 20 Cent betragt. Dazu soll auch fir den Fall, dass
héchstens eine Sechs notiert wird, ein Betrag ausgezahlt werden sowie das
10-fache dieses Betrages bei zwei Sechsen. Die beiden anderen Auszahl-
ungsbetrage bleiben unverandert. Bestimme die geanderten Auszahlungs-
betrage.

=3
Aufgabe 8:i
Aus Umfragen wei3 man, dass aller Handybesitzer ein Gerat der Marke SUN
verwenden. Es werden zufallig 300 Handybesitzer ausgewahlt. Die Zufallsvariable
X beschreibt darunter die Anzahl der Handybesitzer, die ein Gerat der Marke
SUN nutzen.
a) Mit welcher Anzahl von SUN-Nutzern kann man rechnen?
Mit welcher Wahrscheinlichkeit nutzen mehr als 100 Handybesitzer ein SUN-
Gerat?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht die Anzahl der SUN-Nutzer um
héchstens 10 vom Erwartungswert von X ab?
Bestimme eine mdglichst kleine natirliche Zahl a so, dass die Anzahl der
SUN-Nutzer mit mindestens 95 % Wahrscheinlichkeit um héchstens a vom
Erwartungswert von X abweicht.
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Aufgabe 9 ::

Bei einer Lotterie werden Lose verkauft, auf denen jeweils eine von einem
Computer zufallig erzeugte sechsstellige Zahl aufgedruckt ist. Jede dieser Zahlen
besteht nur aus den Ziffern 0 und 1, die mit Wahrscheinlichkeiten 0,75 bzw. 0,25
erzeugt werden. Jedes Los, bei dem die aufgedruckte Zahl mehr als dreimal die
Ziffer 1 enthalt, ist ein Gewinnlos.
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, ein Gewinnlos zu erhalten?
b) Fur Gewinnlose gilt der folgende Auszahlungsplan:
Anzahl der Ziffern 1 auf ‘ ‘
. 4 5 6
dem Gewinnlos
Auszahlung in € | 5 | 50 | 500
Die Lotteriegesellschaft will pro Los durchschnittlich mindestens 0,50 €
verdienen. Wie muss dazu der Preis fir ein Los kalkuliert werden?

3
Aufgabe 10:S
In einer Bevdlkerung ist eine Viruserkrankung ausgebrochen. Der Anteil der
infizierten Personen, bei denen die Krankheit aber noch nicht ausgebrochen ist,
ist p. Mit einem neu entwickelten Bluttest kann man das Virus sicher nachweisen.
Er soll bei einer Reihenuntersuchung eingesetzt werden, um die Krankheit bereits
vor Ausbruch zu diagnostizieren. Um die Zahl der teuren Tests mdglichst klein zu
halten, wird dabei Blut von 20 Personen gemischt und untersucht. Nur wenn sich
dabei das Virus nachweisen lasst, wird das Blut jeder der 20 Personen noch
einmal einzeln untersucht.
a) Man geht zunachst von p = 0,05 aus. Mit wie vielen Tests muss man
durchschnittlich bei Gruppen von 20 Personen rechnen?
b) Fidr welchen Wert von p sind bei diesem Verfahren durchschnittlich 10 Tests
pro Gruppe von 20 Personen zu erwarten?

3
Aufgabe 11 :E
Eine Firma produziert elektrische Rasierapparate. ErfahrungsgemaB sind 6 % der
produzierten Apparate defekt. Um die defekten Rasierapparate vor dem Verkauf
auszusondern, werden alle Gerate Uberpriift. Bei dieser Uberpriifung kommt es
bei den defekten Geraten mit der Wahrscheinlichkeit 0,09 und bei den intakten
Geraten mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,01 zu einer Fehlentscheidung. Alle bei
der Uberpriifung als intakt deklarierten Gerdte werden zum Verkauf freigegeben.
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass es bei der Kontrolle eines
Rasierapparats zu einer Fehlentscheidung kommt?
b) Bei wie vielen von 10000 produzierten Rasierapparaten kann man mit einer
Verkaufsfreigabe rechnen?
Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht die Anzahl der tatsachlich
freigegebenen Apparate um hdchstens 25 davon ab?
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Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1
LOosung Al

Lésungslogik

a) Es handelt sich um ein zweistufiges Zufallsexperiment mit unterschiedlichen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Aufstellen des Ereignisraums und der
Einzelwahrscheinlichkeiten nach den Pfadregeln.

b) Bestimmung des Erwartungswertes E(X) = 0.

Klausuraufschrieb
a) A: ,Die Summe der Zahlen ist 5"

Tetraeder: Pr(1) = %; Pr(2) =%

Wt'.'lrfel: Py (1) = %; Py(2) = %: Py (3) =%
= ({ZT' Zw})

P<A) =333

B: ,,D|e Summe der Zahlen ist 3"
- {(1Tl ZW) (1Wl T)}

1 3
=L T

b) C¢: ,,D|e Augensumme ist gerade"
= {(1T' 1w) (2r; 2w), (17; 3w)}

I

1 1 1 1 1 1 6 1
P“')—‘ st t T TRttt L
Der Elnsatz sei a.
X; | 3—a | 0 | —a
1 1 1
P(X =x; - = -
( i) 2 > 2

EX) =7 (B-a)+5 0+ (-a) =0

2-2-2=0 = a=150
Bei einem Einsatz von 1,50 € macht ein Spieler bei diesem Spiel auf lange

Sicht weder Gewinn noch Verlust.

Losung A2

Lésungslogik

a) Der durchschnittliche Gewinn entspricht dem Erwartungswert E(X).

b) Wie bei a) entspricht der durchschnittliche Gewinn dem Erwartungswert,
wobei hier bei mit 0,9 durch das Testverfahren entdecktem Defekt ein
reduzierter Verlust entsteht. Die EinfiUhrung des Testverfahrens lohnt sich
fur die Firma, wenn die Testkosten pro Lampe geringer sind als der
Unterschied der Erwartungswerte aus b) und a).

Klausuraufschrieb
a) Gewinn Lampe intakt: 5,20€—3,50€=1,70€
Gewinn Lampe defekt: 5,20€ —520€—3,50€—1,20€ = —4,70 €
P(X =1,70) =1 - 0,085 = 0,915
P(X = —4,70) = 0,085
E,(X) =0,915-1,70 4+ 0,085 - (—4,70) = 1,156
Der durchschnittliche Gewinn pro Lampe betragt etwa 1,16 €.
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b) Gewinn Lampe intakt: 1,70 €
Gewinn Lampe defekt Fehler erkannt: —3,50 €
Gewinn Lampe defekt Fehler nicht erkannt: —4,70 €
P(X =1,70) = 0,915
P(X =-3,50) =0,085-0,9 =0,0765
P(X = —4,70) = 0,085-0,1 = 0,0085
E,(X) = 0,915 - 1,70 4+ 0,0765 - (—3,50) + 0,0085 - (—4,70) = 1,25
E,(X) — E,(X) = 1,25 — 1,16 = 0,09
Der Test einer Lampe muss weniger als 0,09 € kosten, damit sich die
Einfllhrung des Testverfahrens lohnt.
Losung A3

Lésungslogik

Der Erwartungswert ist zu berechnen und ein Spieleinsatz zu ermitteln, der zu
E(X) = 0 fuhrt.

Klausuraufschrieb

P(eine 6) =3 - (5)2 .%_ 75
P(zweimal 6) = 3 - (%)
P(dreimal 6) = ( )

75
216

216

216

P(Niete) =1 - 220 = %
Der Einsatz sei a.
Xi ‘ 10 —a | 5—a 1-a | -a
15 75 125
216 216 216 216

E(X) =

10—-a+15-(5—-a)+75-(1—a)—-125-a

216
10+75+75—-216a =0

160 = 216a = a =0,74

Der Einsatz bei dem Spiel muss mindestens 0,74 € betragen, damit der Betreiber
langfristig keinen Verlust macht.

Losung A4

Lésungslogik

a)

b)

Berechnung der Wahrscheinlichkeit entsprechend
den Pfadregeln. Ist p unbekannt, ergibt sich eine
quadratische Gleichung mit einem Maximum. Die
jeweiligen Mittelpunktswinkel ergeben sich aus
a, = pn - 360°.

Ermittlung des Erwartungswertes mit E(X) = 0.
GTR-Einstellungen

Y1: 1,5xX=(0,75—-X)

Klausuraufschrieb

a)

P(1) = 0,25

P(2) =03

P(3)=1-0,25-0,3 = 0,45

P(4) =3!-0,25-0,3-0,45 = 0,2025

Die Wahrscheinlichkeit von A fir p = 0,3 betragt
20,25 %.
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amin=-1
amax=2
necl=.5
Ymin=-.1
Ymax=1
Y=zl=.1

Lares=1
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e
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m‘"'“l:rwa ungswe

P(A(p)) =3!-025-p-(0,75—p) =15-p- (0,75 —p)
GTR GTR
P(A(), .. = 02109 furp ¥ 0375
Flr p = 0,375 ist die Wahrscheinlichkeit, dass drei verschiedene Zahlen
erscheinen am groBten.
Mittelpunktswinkel:

=p, - 360° =90° a, = 0,375-360° = 135° a; =360°—a, —a, = 135°
X gibt den Gewinn von Felix nach Abzug seines Einsatzes an. Felix kann:

einen Euro verlieren (— Max erhalt eine 2)
zwei Euro gewinnen (— Felix erhalt eine 2)
0,50 Euro gewinnen (— der Betrag von 3 € wird geteilt)
x; € {—1;2;0,5}
X; —1 2 0,5
PX = x;) p Ad-pp _ (1-p? _
1. Drehung 2 1. Drehung 2
1. Drehung 2 2. Drehung 2 2. Drehung 2
EX)=-p+2:-p(1-p)+05-(1-p)*=0
—p+2p—2p?+05—p+0,5p? =
—1,5p2+0,5=0
p? =§ = p=~0,5774
Betragt die Wahrscheinlichkeit flr die Zahl 2 ungefahr 57,7 %, so ist das
Spiel nahzu fair.

Losung A5

Lésungslogik

a)
b)

Die Zufallsvariable X flr intakte Bauteile ist B,.qg5-Vverteilt.
Die Zufallsvariable X flr defekte Bauteile ist B, 15-verteilt.

Klausuraufschrieb

a)

b)

X fur einwandfreie Bauteile ist B, gs-Vverteilt.
Weniger als 16 einwandfreie Bauteile:

GTR
Byo08s(X <15) * 0,17015 ~ 17 %

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 17 %.sind weniger als 16 einwandfreie

Bauteile in einer Schachtel mit 20 Stick.
Mindestens 18 einwandfreie Bauteile:
GTR
Byo:0,85(X = 18) =1 — Byp0s(X < 17) * 0,404896 ~ 40,5 %

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 40,5 %.sind mindestens 18 einwandfreie

Bauteile in einer Schachtel mit 20 Stick.
X fur defekte Bauteile ist By, 15-verteilt.
Hochstens ein Bauteil defekt:

GTR
Byoo1s(X <1) ¥ 0,17556 ~ 17,6 %
Zwei bis vier defekte Bauteile:

GTR

Byo:015(2 < X < 4) = Byg015(X <4) — Byg015(X < 1) ¥ 0,65429 =~ 65,4 %
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Mehr als vier defekte Bauteile:
p=100—176—-654=17%
G beschreibt den Ertrag, den der Betrieb pro Schachtel erzielt. Der mittlere
Ertrag ist der Erwartungswert E(G).
g | 120 | 60 | 0

P(G=g) | 0,176 | 0,654 | 0,17
E(G)=0,176-120 + 0,654 - 60 + 0,17 - 0 = 60,36
Da der mittlere Ertrag von 60,36 € pro Schachtel gréBer als die Herstell-
kosten von 55 € ist, macht der Herstellerbetrieb auf lange Sicht Gewinn.

Losung A6
Lésungslogik
a) Die Zufallsvariable X flr defekte Speicherchips ist By, 1-verteilt.
b) Die Zufallsvariable X fir defekte Speicherchips ist Byg.01-Verteilt.
GTR-Einstellungen
Y1:binomedf(100,.1,X)

Klausuraufschrieb
a) X far defekte Speicherchips ist By, 1-verteilt.
Hochstens 10 defekte Chips pro Packung:
GTR
Bioo01 (X < 10) ® 0,5832 ~ 58,3 %
Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 58,3 %.sind héchstens 10 defekte
Speicherchips in einer Packung mit 100 Stiick.
b) X fur defekte Speicherchips ist B;gg.-verteilt.
Sei G der Erlds pro Packung. Der mittlere Erlds ist der Erwartungswert E(G).
P(G = —250) = Bigo,01(X > k) (Packung wird zuriickgegeben)
P(G = 800) = Bigp,01(X < k) (Packung wird akzeptiert)
E(G) = —250 - Byg,01(X > k) + 800 - Bygo,01 (X < k)
—250-(1-P(X <k)+800-P(X <k)
—250 + 1050 - P(X < k)
E(G) = 700 (laut Aufgabenstellung)
—250 + 1050 - Bygg;01 (X < k) = 700
1050 - Bygg0,1 (X < k) =950

GTR
Biooo1 (X < k) >09048 = k = 14
Eine Rickgabe sollte erst bei mehr als 14 defekten Chips erfolgen, damit der
durchschnittliche Erlés pro Packung mindestens 700 € betragt.

LOosung A7

Lésungslogik

Die Zufallsvariable gibt die Anzahl der geworfenen Sechsen an. Da die Wahr-

scheinlichkeitssumme der Einzelereignisse gleich 1 ist, bleibt die Angabe Uber

den Einsatz pro Spiel unbericksichtigt.

a) Aufstellen der Tabelle und Berechnung von E(X).

b) Anpassung der Tabelle aus a) an den neuen Gewinnplan. Dabei wird der
Auszahlungsbetrag fir hdchstens eine Sechs auf eine Variable gesetzt und
der der Auszahlungsbetrag flr zwei Sechsen auf das Zehnfache dieser

Variablen.
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Klausuraufschrieb

3
3

STOCHASTIK

P(XS1)=P(X=0)+P(X=1)=(i)-(-)4+(

=2 = ()

=9 (-
roi=0=(3)- () -

S)

6

STOCHASTIK

1

1296

1296

5
6
150

T 129

20

1296

4

v Aufgabenblatt
. i i

STPLHASTIK

ungswe

NOES

1125

1296

TOEHASTIK

$tochastlk

STOCHASTIK

Losungen

a)
X; 0€ 2€ 10 € 50 €
P =y | 125 150 20 BN
1296 1296 1296 1296
x;*P(X = x;) 0€ 0,2315 € 0,1543 € 0,0386 €
E(X) =0+ 0,2315+ 0,01543 + 0,0386 = 0,4244
Da der Erwartungswert kleiner ist als der Einsatz von 1€, ist das Spiel nicht
fair.
b) Neue Auszahlungsbetrdge
X; a€ 10a € 10 € 50 €
p—xy | 1125 150 20 BN
1296 1296 1296 1296
x;*P(X = x;) 0€ 0,2315 € 0,1543 € 0,0386 €
E(X) =0,0881a + 1,1574a + 0,01543 + 0,0386 = 0,20
1,2455a = 0,14597 = a =0,1172
Der neue Auszahlungsbetrag fiir hochstens eine Sechs betrédgt 0,12 € und
der fir zwei Sechsen betragt damit 1,20 €.
L6osung A8

Lésungslogik

Die Erwartungswert in der Binomialverteilung errechnet sich aus u =n-p.
b) Gesucht ist im ersten Teil die Wahrscheinlichkeit P(u — 10 < X < u + 10).

Im zweiten Teil der Aufgabe ist ein a gesucht, flr das gilt:
Pu—a<X<u+a)=095.

Klausuraufschrieb
a) EX)=p=n-p=300-03=90
Man kann mit 90 Handynutzern der Mare SUN rechnen.

B300;O,3(X = 100) =1 0,1163

GTR
— B300,03(X <99) *

Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 100 Handybesitzer ein SUN-Gerét

nutzen betrédgt etwa 11,6 %.

GTR
b) B300;013(80 S X S 100) = 3300;0'3()( S 100) - B300;013(X S 79) ¥ 0,

0029

Mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 0,3 % weicht die Anzahl der SUN-

Nutzer um héchstens 10 vom Erwartungswert ab.
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Teil 2 GTR-Einstellungen:
Y1: binomcedf(300,.3,90 + X) — binomcdf(300,.3,89 — X)
B300;0’3 (90 —a S X S 90 + a)

= B300;03(X <90 + a) — B3p;03(X <89 —a)

2!
=

> 0,95 13 Aiiz | .85

o I
a = 16 i 3528 | 52
Die kleinste natirliche Zahl lautet a = 16. E :Esﬁﬂ; EE
19 SHei: | .OF

&

1a

Losung A9

Lésungslogik

a) Die Zufallsvariable X flr die Anzahl von 1-en ist Bg,,5 —Vverteilt.

b) Der Erwartungswert E(X) ist zu bilden und dem Einsatz a gegenuber zu
stellen, wobei a — E(X) = 0,5 sein muss.

Klausuraufschrieb
a) X fur die Anzahl der 1-en ist Bg,,5 —Vverteilt.
GTR
PX=>4)=1-P(X<3) ¥ 00376~ 3,8%
Die Wahrscheinlichkeit ein Gewinnlos zu erhalten betrégt ca. 3,8%.
b) Gewinnwahrscheinlichkeiten:

GTR
P(X=4) ¥ 0,03296
GTR
P(X=5) ® 0,00439
GTR

P(X=6) ¥ 0,00024

E(X) =5-0,03296 + 50-0,00439 + 500 - 0,00024 =~ 0,50

Der Einsatz sei a. Dann gilt:

a—EX)=05 = a=1,00

Langfristig muss die Lotteriegesellschaft pro Los durchschnittlich 0,50 €
auszahlen. Um mindestens 0,50 € pro Los zu verdienen, sollte der Preis
daher mindestens 1,00 € betragen.

Losung A10

Lésungslogik

a) Die Zufallsvariable X far die Anzahl infizierter Personen ist B,.q s —Vverteilt.
Ist X =0 (kein Blut eines infizierten im Gemisch) ist kein weiterer Test
erforderlich. Ist X >0 mussen alle 20 Proben einzeln untersucht werden,
hinzu kommt noch der bereits durchgefihrte Gruppentest. Die
Zufallsvariable X gibt die Anzahl durchzufihrender Versuche an. Der
Durchschnitt entspricht dem Erwartungswert:
EX)=1-P(X=0)+21-P(X=1)

b) Die Zufallsvariable Z gibt die Anzahl der Versuche an. Die Zufallsvariable Z
fur die Anzahl infizierter Personen ist B, —verteilt. Gesucht ist p fur
E(Z) = 10.

GTR-Einstellungen
Y1:21 — 20 * binompdf (20, X,0)

Y2:10
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Klausuraufschrieb
a) X fur die Anzahl infizierter Personen ist B, 5 —Verteilt.
Globaler Test:

GTR "
Baoos(X = 0) ¥ 03585 SIR:Losung zu b)
Weitere Tests fir X # 0 ﬁmiﬂf '-31
Ba0,0,0s(X = 1) = 1 — B;g,005(X = 0) = 0,6415 i
Sei Z die Anzahl durchzufihrender Tests, dann gilt: wrnin= -l
E(Z) =1 Byo00s(X = 0) + 21 Byoos(X = 1) = 1-03585+2 Hmay=1a
Man muss durchschnittlich mit etwa 14 Tests pro dares=1
Gruppe rechnen. !

b) Gesucht: p fir E(Z) = 10 mit Z By, —Vverteilt. E ‘Ig‘

Byop(Z = 1) = Byop(Z = 0)

Byo;p(Z = 21) = Byop(Z 2 1) = 1 = Byop(Z = 0)

E(Z) = Byo,p(Z = 0) + 21 — 21+ By.,(Z = 0)

E(2) =21-20"Byop(Z = 0) = 10 RS gy —
GTR

p ¥ 0,02945 ~ 2,9 % fur E(Z) = 10

Wenn der Anteil der infizierten, aber noch nicht erkrankten Personen etwa

2,9 % betrédgt, sind durchschnittlich 10 Tests pro Gruppe zu erwarten.

Losung Al1l

Lésungslogik

a) Eine Fehlentscheidung liegt dann vor, wenn ein intakter Rasierapparat nicht
zum Verkauf freigegeben wird, bzw. ein defekter Rasierapparat zum Verkauf
freigegeben wird. Bestimmung der Wahrscheinlichkeit entsprechend den
Pfadregeln.

b) Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der zum Verkauf freigegebenen Gerate
an und ist Bjggo0,0,936 —Verteilt. Gesucht ist E(X).
Die Anzahl der tatsachlich freigegebenen Gerate weicht um hdchstens 25
von E(X) ab, wenn sie mindestens E(X) — 25 und hdchstens E(X) + 25
betragt.

Klausuraufschrieb

a) Bestimmung der Elementarereignisse:
“Rasierapparat intakt”
“Rasierapparat defekt”

“Zum Verkauf freigegeben”
“Nicht zum Verkauf freigegeben”
ierfeldertafel:

ol

R
V:
V.
\

R R
0,94 - 0,99 0,06-0,09 0,936
0,94 -0,01 0,06-0,91 0,064
0,94 0,06 1
P(RVURV) =0,94-0,01+0,06-0,09=0,0148
Mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 1,5 % kommt es bei der Uberpriifung
eines Rasierapparates zu einer Fehlentscheidung.

4
4
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b) Das Gegenereignis von a) ist die Wahrscheinlichkeit flir die Freigabe eines
Rasierapparates, also p =1 - 10,0148 = 0,936.
E(X) = 10000 - 0,936 = 9360
Man kann mit einer Freigabe von 9360 von 10000 Rasierapparaten rechnen.
Wahrscheinlichkeit der Abweichung:
Intervall der Abweichung ist [E(X) — 25; E(X) + 25] = [9335;9385]
X ist Bigooo,0,036—Verteilt.

GTR
B10000;0,936(9335 < X < 9385) = B19000;0,936 (X < 9385) — B1gp00;0,936(X < 9334) ¥
0,7026 = 70,3 %

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 703 % weicht die Anzahl der zum
Verkauf freigegebenen Rasierapparate um héchstens 25 von 9360 ab.
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zu den Signifikanztests
Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

Dokument mit 8 Aufgaben

3

Aufgabe A1l S

a) Die Nullhypothese H,: p,=06 soll gegen die Alternativhypothese
Hy: py>06 bei einem  Stichprobenumfang n=100 und einer
Irrtumswahrscheinlichkeit a = 2 % getestet werden.
Bestimme den Ablehnungsbereich.

b) Die Nullhypothese H,: p, = 0,4 soll gegen die Alternativhypothese H;: p; <
0,4 bei einem Stichprobenumfang n =200 und einem Signifikanzniveau
a = 5% getestet werden.
Bestimme den Ablehnungsbereich.

3
Aufgabe A2 i
Ein FuBballspieler behauptet, beim ElfmeterschieBen eine Trefferquote von 95 %
zu erreichen. Um seiner Behauptung zu untermauern, schieBt er 50 Elfmeter.
a) Wie viele Treffer muss er erzielen, damit seine Behauptung mit einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% glaubhaft ist?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit irrt man, wenn seine Behauptung bei 45
Treffern verworfen wird?

3
Aufgabe A3 :S
Eine Person behauptet, hellseherische Fahigkeiten zu haben. Um die Aussage zu
Uberprifen, wird 1000 mal gewdirfelt und die Person muss die richtige Augenzahl
vorhersagen. Wie viele richtige Vorhersagen muss die Person machen, damit mit
einer Wahrscheinlichkeit von 99,5% diese Fahigkeiten tatsachlich akzeptiert
werden?

=3
Aufgabe A4 =S
Auf einer StraBe Uberschritten bisher 25% der Fahrer die zuldssige
Hoéchstgeschwindigkeit. Nachdem zusatzliche Warnschilder angebracht wurden,
konnte man beobachten, dass von 100 Fahrern nur noch 17 zu schnell unterwegs
waren.
a) Kann man mit 95 %-iger Sicherheit davon ausgehen, dass die MaBnahme
Erfolg hatte?
b) Wie viele Fahrer hatten hoéchstens zu schnell fahren durfen, um mit
mindestens 98 %-iger Sicherheit von einer Abnahme der Raserei sprechen
zu kénnen?

3
Aufgabe A5 :S
Ein Medikament A ist laut Untersuchungen in 98 % aller Falle wirksam. Ein
vergleichbares, aber gunstigeres Medikament B darf nur dann auf den Markt
gebracht werden, wenn es eine bessere Wirkung wie das Medikament A besitzt.
Das Medikament B wird an 300 Personen getestet. Bei wie vielen dieser
Personen muss das Medikament B Wirkung zeigen, damit ihm mit einer
Sicherheit von 95% eine bessere Wirkung wie das Medikament A attestiert
werden kann?
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Losung Al

Lésungslogik

a) Rechtsseitiger Test
GTR-Einstellung:

Y1:1 - binomedf(100,.6,X)
Linksseitiger Test
GTR-Einstellung:

Y1: binomcdf (200, .4,X)

b)

Klausuraufschrieb

a) Hy pp=06; Hi:py>06 a=002 n=100
p1 > po = rechtsseitiger Test
Byoo;06(X = k) =1 — Bygp06(X <k —1) 0,02
5TR
k=171
A =1[71;72;...;100]
Hy: po =0,4; Hy:p; <04 a =005 n=200
p1 < po = linksseitiger Test
Bj00,04(X < k) < 0,05
GTR
k = 68
A=1[0;1;...;68]

b)

Losung A2

Lésungslogik

a) Linksseitiger Test
GTR-Einstellung:
Y1: binomcdf(50,.95,X)
b) Siehe Klausuraufschrieb

Klausuraufschrieb

a) Ho: Po = 0,95, Hl:pl < 0,95 a = 0,05, n =50
p1 < po = linksseitiger Test
B50;0’95(X S k) S 0102

GTR
k = 44

A=[0;1;...;44]

v Aufgabenblatt,
zu den Signitikanztests

Stochastik
Losungen
Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

GTR—Anijcht Zu a)
1

:H:
67 noizE
&H 0G1E
] 0=8EE
0z47 g
E‘- wiyre
iz nEYE
i LTS
=71
GTR-Ansicht zu b)
& 5
Y 01187
BE 01751
BE NZ4FE
OZ4EG
IEIE-. : T
] ng3g9
M ALY
=55
H N
i 1.6E-Y
ui F.EE-Y
yz Jinz1g
wiirm
II:’E- WEFrE
yE AnzEzZ
T .zxheg
=d4d

Der Spieler muss mindestens 45 Treffer erzielen, damit seine Behauptung

glaubhaft ist.
GTR

b)  Bso0s(X < 45) ¥ 0,1036

Die Irrtumswahrscheinlichkeit fur die Ablehnung bei 45 Treffern betrédgt

etwa 10,4 %.
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zu den Signitikanztests (5etingdh

Losung A3

Lésungslogik
a) Die Wahrscheinlichkeit, die richtige Augenzahl beim Wiirfeln zu raten

betragt p, = %. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, die falsche Augenzahl

5
vorauszusagen p; =-.

Rechtseitiger Test
GTR-Einstellung:

Y1:1— binomedf(1000,%,X — 1)

Klausuraufschrieb

1 1 - Y
Ho: po =55 Hiipr > n=1000 195 | .00Biz
e g7 0E4E
p1 > po = rechtsseitiger Test NBAE
Bioooa (X 2 k) =1 =B 001 (X <k —1) < 0,005 %Elg-g ; EEEEE
GTR 0z nin
k =199 w=199

A = [199;200; ...; 1000]
Der Wahrsager muss mindestens 199 richtige Voraussagen machen.

LOosung A4

Lésungslogik

a) Wenn nur noch 17 Fahrer zu schnell unterwegs waren, dann haben mehr als
18 Fahrer die Geschwindigkeit eingehalten.

b) Linksseitiger Test
GTR-Einstellung:
Y1:binomedf(100,.25,X)

Klausuraufschrieb

3)  Biogoas(X = 18) = 1 — Biggoas(X < 17) * 0,9624
Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 17 Fahrer die Geschwindigkeits-
begrenzung einhielten betrédgt etwa 96,2 %. Man kann also mit 95 %-iger
Sicherheit davon ausgehen dass die MaBnahme Erfolg hatte.

b) Hy: po=0,25; Hi:p; <0,25; n=100; a = 0,02 S Yy
p1 < po = linksseitiger Test E .33%23
Buowaas(X < k) < 0,02 N 1255

GTR 16 azidl

k=15 R
A=1[0;1;...;15] H=15
Es hétten hochstens 15 Fahrer zu schnell fahren
durfen.

Losung A4

Lésungslogik
Rechtsseitiger Test
GTR-Einstellung:

Y1:1 — binomcdf(300,.98, X)

© by Fit-insMathe-Online, menr als 500.000 Aufgaben fur Schule und Studium Seite 111
sowww.fit-inmmathe-online.de Mocrastin #ocnastin #ocnastin Mocnastin
Dr.-Ing. Meinolf Miiller / webmaster@fit-in-mathe-online.de



Seite 112

T ﬁ = q Auf abenblat&

STOCHASTIK | STOCHASTIK § s oc STIK

Klausuraufschrieb
Hy: po =0,98; Hy:p; > 0,98, n=300; a=0,05

STOCHASTIK

en Slgnlf Kanztésts

Stochastik
sf:’cmsnx ‘

Losungen

e o o | o
=PI L |
A= s
LA L
DT

p1 > po = rechtsseitiger Test

B300,0,08(X = k) =1 — B3gg,008(X <k —1) < 0,05
GTR

k = 299

A =[299;300]

Das neue Medikament muss bei mindestens 299
Personen Wirkung zeigen.
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zu den Signifikanztests
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1

Dokument mit 11 Aufgaben

3

Aufgabe A1l S

Eine Firma produziert und verkauft im groBen Umfang T-Shirts in den Farben

Schwarz, WeiB und Rot. ErfahrungsgemaB sind 40 % der verkauften T-Shirts

schwarz, 35 % weif3 und 25 % rot.

a) Es werden drei T-Shirts nacheinander verkauft.

Berechne die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:
A:  "Die drei T-Shirts haben verschiedene Farben"
B: "Mindestens eines der drei T-Shirts ist wei3 oder rot"

b) Der Geschaftsfihrer der Firma hat den Verdacht, dass das Kaufinteresse an
schwarzen T-Shirts nachgelassen hat. Zur Uberpriifung seiner Vermutung
kontrolliert er die nachsten 200 verkauften T-Shirts und stellt fest, dass
davon 72 schwarz sind. Spricht dies bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
hoéchstens 5 % fur die Vermutung des Geschaftsfuhrers?

=
Aufgabe A2::
Der Bekanntheitsgrad einer Sonnencreme in der Bevoélkerung liegt bei 35 %. Die
Geschaftsleitung der Herstellerfirma verspricht ihrer Werbeabteilung eine
Bonuszahlung, wenn sie es schafft, innerhalb eines Jahres den Bekanntheitsgrad
der Creme zu steigern. Nach Ablauf des Jahres werden 100 Personen befragt.
Entwickle eine Entscheidungsregel flir die Vergabe der Bonuszahlung bei einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von hdchstens 5 %.

3

Aufgabe A3 :S

Bei einer groBeren Gemeinde steht die Entscheidung fur eine UmgehungsstraBBe

an. Der Gemeinderat geht davon aus, dass hdchstens 45 % der erwachsenen

Einwohner der Gemeinde flr das Projekt sind. Eine Bilrgerinitiative flr die

UmgehungsstraBe bezweifelt dies und fihrt eine Umfrage unter 200 erwachsenen

Einwohnern durch. Dabei sprechen sich 110 der befragten Blrger flr das Projekt

aus.

a) Kann damit die Annahme des Gemeinderats abgelehnt werden, wenn die
Irrtumswahrscheinlichkeit héchstens 5 % betragen soll?

b) Die Birgerinitiative flihrt vor einem Einkaufszentrum eine Unterschriften-
aktion durch. Wie hoch muss der Anteil p der Beflirworter der Umgehungs-
straBe mindestens sein, damit sich unter 5 zufallig ausgewahlten Kunden
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99% wenigstens ein
BeflUrworter befindet?

3

Aufgabe A4 :d

Eine Firma produziert Akkus, fur die eine bestimmte Lebensdauer angegeben

wird. Erfahrungsgeman fallt ein Akku mit der Wahrscheinlichkeit p vorzeitig aus.

a) Wie groB darf p hdchstens sein, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 90 % hdchstens 10 von 100 Akkus vorzeitig ausfallen?

b) Von Kundenseite wird der Verdacht geduBert, dass die Wahrscheinlichkeit
fur einen vorzeitigen Ausfall gréBer als 0,07 ist. Daher wird die Hypothese
Hy:p < 0,07 mit einer Stichprobe von 200 Akkus Uberprift. Wenn davon mehr
als 20 Akkus vorzeitig ausfallen, wird die Hypothese abgelehnt. Wie groB ist
die Irrtumswahrscheinlichkeit?
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zu den Signifikanztests
Aufgabe A5 -

Ein Chip-Hersteller gibt seinen Abnehmern die Garantie, dass seine Chips mit
einer Wahrscheinlichkeit von héchstens 10 % defekt sind.

Ein kritischer Abnehmer bezweifelt die Angabe des Herstellers und will diese mit
einem Test anhand einer Stichprobe von 100 Chips auf einem Signifikanzniveau
von 5% Uberprifen. Als Nullhypothese nimmt er die Angabe des Herstellers.
Bestimme die zugehoérige Entscheidungsregel.

Tatsachlich sind die Chips mit einer Wahrscheinlichkeit von 8 % defekt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird in diesem Fall bei obigem Test die Null-
hypothese falschlicherweise verworfen?

3
Aufgabe A6 :f
Eine Fluggesellschaft hat durch langfristige Umfragen festgestellt, dass 30 % ihrer
Fluggaste mit der Ublichen Verpflegung unzufrieden sind.
a) Mit wie vielen unzufriedenen Gasten muss die Fluggesellschaft in einem
vollbesetzten Flugzeug mit 300 Platzen rechnen?
Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird diese Zahl noch Uberschritten?

Die Geschaftsleitung der Fluggesellschaft erwagt, neben der (Ublichen
Verpflegung gegen Zuschlag ein hochwertiges MenlU anzubieten, sofern die
Nachfrage groB genug ist. Wird das Menu allerdings angeboten und von zu
wenigen Fluggasten in Anspruch genommen, entstehen der Fluggesellschaft
finanzielle Verluste. Wird das Menl nicht angeboten, obwohl die Nachfrage groB3
genug ist, steigt die Unzufriedenheit unter den Fluggasten.

Als Entscheidungshilfe soll ein Test auf der Basis einer Umfrage unter 300

Fluggasten auf einem Signifikanzniveau von 5 % durchgefihrt werden.

Als Nullhypothesen stehen die folgenden Hypothesen zur Auswahl:

H,: ,Mindestens 20 % der Fluggaste wirden das Menl wahlen."

Hy: ,HOchstens 20 % der Fluggaste wurden das Mend wahlen.™

b) Fur die Geschaftsleitung hat Vorrang, das Risiko auf einen finanziellen
Verlust auf hdchstens 5 % zu beschranken.
Welche der beiden Nullhypothesen sollte dann als Nullhypothese gewahlt
werden? Begriinde deine Entscheidung.

c) Bestimme die zugehérige Entscheidungsregel.
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Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 1

Losung Al

Lésungslogik

a) Wahrscheinlichkeit der Ereignisse gemal den Pfadregeln.

b) Die Nullhypothese ist Hy: p, = 0,4, die Hypothese H;: p,; < 0,4 das
Signifikanzniveau a = 5 %, der Stichprobenumfang n = 200. Es wird ein
linksseitiger Test durchgefiihrt mit einem Ablehnungsbereich A4 = {0; 1;2; ... k}.

GTR-Einstellungen:

Y1:binomcdf(200,.4,X) Thl5tart=£5

albl=1

Klausuraufschrieb %”d"”*‘gf
a) A: ,Drei T-Shirts haben unterschiedliche Farben®, ==& =f 19"

P(A) =3!-0,4-0,35-0,25 = 0,21 = 21 % gc

B: ,Mindestens eines der drei T-Shirts ist weil3

Y4
oder rot™. BE 017 EL
B: ,Alle drei T-Shirts sind schwarz". [ AeiiE
P(B)=1-P(B)=1-0,4®=10,936 =93,6 % B -4z e
b) Hy: po=0,4; n=200; Hy: p; <po B ;g EE;EE
Linksseitiger Test mit « = 0,05; A ={0;1;2;...k} —
GTR

Byo004(X <k) <005 = k = 68

Wegen k = 68 < 72 spricht das Verkaufsergebnis nicht fur ein nachlassendes
Kaufinteresse an schwarzen T-Shirts. Die Vermutung des Geschaftsfuhrers
bestatigt sich nicht.

Losung A2
Lésungslogik
Die Nullhypothese ist H,: p, = 0,35, die Gegenhypothese H;: p; > 0,35, das
Signifikanzniveau a = 5 %, der Stichprobenumfang n = 100.

Rechtsseitiger Test mit einem Ablehnungsbereich A = {k; k + 1;k + 2; ... 100k} mit k
als kleinster nattrlicher Zahl. Der Ablehnungsbereich bestimmt hier, dass eine
Bonuszahlung erfolgt.

Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der Personen unter den 100
Befragten, die die Sonnencreme kennen. Die Nullhypothese ist B;gg.035-Vverteilt.
GTR-Einstellungen

Y1:1— binomcdf(100,.35,X — 1)

ThlSE?r‘t=4E

aThl

Klausuraufschrieb

Hy: po = 0,35; n =100, X ist Bygg,035-Verteilt.
Rechtsseitiger Test mit H;: p; > 0,35; a = 0,05
A={k+1;k+2;..k)

GETR
B100.035(X = k) =1 —B1g0,035(X <k—-1)<0,05 = k = 44
A = {44;45; 46; ...100}
Die Geschaftsleitung sollte die Bonusauszahlung an die
Werbeabteilung nur dann zahlen, wenn mehr als 43 der
100 befragten Personen angeben, die Sonnencreme zu
kennen.
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Losung A3

Lésungslogik

a) Die Nullhypothese ist H,: p, = 0,45, die Hypothese H;: p; > 0,45 das
Signifikanzniveau a = 5 %, der Stichprobenumfang n = 200. Es wird ein
rechtsseitiger Test durchgeflihrt mit einem Ablehnungsbereich
A= {k;k+1;k+2;..200} mit k als kleinster natirlicher Zahl.
X beschreibt die Anzahl der Personen unter den 200 Befragten, die flr die
UmgehungsstraBBe stimmen. Die Nullhypothese ist X Byg.945-Verteilt.

GTR-Einstellungen
Y1:1— binomcdf(200,.45,X — 1) T?E%EtEEIETEE
b) Die Zufallsvariable X ist Bs,,—verteilt mit P(X > 1) > aThl=]
0.99 Indrnt.: A=k
)77 _ Derend: [FWAe Ask
Manuelle Ermittlung von p. gc
Klausuraufschrieb = H;;a?
a) Ho: Po = 0,45, n =200 ’ X |St 3200;0'45_Verte”t- 10l |:|EH|:|B
Rechtsseitiger Test mit H;: p; > 0,45; a = 0,05 Ao | 03hT7
A={k+1k+2;..200) e | :iaga
Gesucht P(X > k) < 0,05 H‘_“f — 11283

E5TR
B200:045(X = k) =1 — Bygp04s(X <k —1) < 0,05=k = 103
A = {103;104; 105; ... 200}
Da 110 (laut Aufgabenstellung) im Ablehnungsbereich liegt, kann die
Annahme des Gemeinderats (auf dem Signifikanzniveau 5 %) abgelehnt
werden.

Schneller (und einfacher)
GTR
B300;045(X = 110) = 1 — Bypg,045(X < 109) ¥ 0,00286 =~ 0,29 %
Die Irrtumswahrscheinlichkeit ist deutlich kleiner als das vorgegebene
Signifikanzniveau von 5 %. Die Nullhypothese kann abgelehnt werden.
b) X ist Bs,—verteilt. Gesucht wird p fur P(X > 1) > 0,99
Bs.,(X >1) =1—Bs,(X =0) > 0,99

1- () p° 1 -p)5 =099

0
(1-p)°® <0,01 | Vv
1—p <0,3981

p = 0,6019

Der Anteil der Beflirworter der UmgehungsstraBe muss mindestens 60,2 %
betragen, damit sich unter 5 zufallig ausgewdhlten Kunden mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 99 % wenigstens ein Beflirworter befindet.

Losung A4

Lésungslogik

a) Die Zufallsvariable X ist By, —verteilt. Gesucht ist p flr Bjg,,(X < 10) = 0,9.
GTR-Einstellungen
Y1:binomedf(100,X,10)
Y2:09
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b) Die Nullhypothese ist Hy: py < 0,07, die Gegenhypothese H,: p; > 0,07 der
Stichprobenumfang n = 200. Es wird ein rechtsseitiger Test durchgefihrt mit
einem Ablehnungsbereich 4 = {k; k + 1; k + 2;...200} mit k als kleinster
naturlicher Zahl.

X gibt die Anzahl der Akkus unter 200 Stick an, die vorzeitig ausfallen. Die
Nullhypothese ist X Byg¢.007-Verteilt. Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn
mehr als 20 Akkus vorzeitig ausfallen.

GTR-Einstellungen Zu Teilaufgabe a)
Y1:binomcdf(200,0.07,X) LMD -
Aamin=-.1
) mmax=1
Klausuraufschrieb ﬁa;lf._zl
a) X ist By, -verteilt. Vi
B1pop(X < 10) = 0,90 Yecol=.2
' rres=

héchstens 7,1 % betragen, damit mit einer Wahr-

scheinlichkeit von mindestens 90 % hoéchstens 10 von

100 Akkus vorzeitig ausfallen. [
b

GTR
p ® 0,071 | anaPH
Der Ausfallwahrscheinlichkeit fiir einen Akku darf

b) HO: Po < 0,07; n =200 s X ISt 3200;0’07—Vel‘tei|t.
Rechtsseitiger Test mit Hy: p; > 0,07; A = {20;21;...200}
GTR
8200;0,07()( > 20) =1- 8200;0,07(X < 20) ~ 0,04183 =~ 4’,2 %
Die Irrtumswahrscheinlichkeit betrdgt ca. 4,2 %.
(Fehler der 1. Art)

ek seckion
Ofiz8ee Y= ———

LOosung A5

Lésungslogik

Die Zufallsvariable X ist Byy¢.01 —Verteilt.
GTR-Einstellungen Teil 1 der Aufgabe:
Y1:1 - binomcdf(100,.1,X — 1)
GTR-Einstellungen Teil 2 der Aufgabe:
Y1:1— binomcdf(100,.08,X — 1)

Klausuraufschrieb
X ist Bygo,01—Verteilt.
Hy: py=0,1; Hy: p; >0,1,n=100; a=0,05
p1 > p, = rechtsseitiger Test
B1o;01(X = k) =1 — Bygp,01(X <k —1) < 0,05 mit A= [k; k + 1;...100]
GTR
k = 16; A=[16;17;..100]
Der Abnehmer wird die Nullhypothese des Herstellers ablehnen, wenn mehr als
15 Chips defekt sind.

GTR
Mit Bigp.008(X = k) =1 — Bygg.008(X < k —1) <0,05 ergibt sich k = 14 mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0,02824.
Mit den Ergebnissen aus dem ersten Test wird der Abnehmer die Nullhypothese
mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von etwa 2,8 % ablehnen.
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Losung A6

Lésungslogik

a) Erwartungswert der Binomialverteilung mit y =n-p.
Uberschreitung Gber Bjgg,03(X > 1)

b) Es ist die Hy—Hypothese und nicht die H;—-Hypothese.

c) Es muss gelten Bzg,0(X = k) < 0,05.

Klausuraufschrieb

a) u=n-p=300-03=90
Die Fluggesellschaft muss im Durchschnitt mit 90 unzufriedenen Gésten
rechnen.

B300,03(X = 90) = 1 — B3q.03(X < 89) ~ 0,5218
Mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 52,2 % wird diese Zahl noch
Uberschritten.

b) Wenn zu wenig Passagiere das Menlangebot nutzen, macht die
Fluggesellschaft Verlust, d.h., sie muss auf mindestens 20 % der Fluggaste
priufen, damit sie die Nullhypothese ablehnen kann, wenn zu wenige
Fluggaste das Menluangebot nutzen wirden.

Es ist somit die H,—~Hypothese anzuwenden und nicht die H;—-Hypothese.

C) Hyp,=02; Hi: p, <02; p; <p,= linksseitiger Test
n=300; a =0,05
B3o0,02(X < k) =< 0,05 mit A =[0; 1; ...; k]

GTR _
k =48, A=10;1;..;48]
Die Fluggesellschaft sollte das Meni nicht einfliihren, wenn weniger als 49
Fluggéste das Mend wéhlen.
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zu den Signifikanztests
Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 2

Dokument mit 13 Aufgaben

Aufgabe A7

Gib an, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

a) Die Nullhypothese ist die Vermutung, die man testen méchte.

b) Durch den Test findet man heraus, ob die Nullhypothese wahr ist.

c) Wenn das Ergebnis der Stichprobe auBerhalb des Annahmebereiches liegt,
wird die Nullhypothese verworfen.

d) Die Irrtumswahrscheinlichkeit gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass man die
Nullhypothese beibehalt, obwohl sie falsch ist.

e) Die Irrtumswahrscheinlichkeit gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der die
Zufallsvariable bei glltiger Nullhypothese in den Ablehnungsbereich fallt.

f) Das Signifikanzniveau gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die Null-
hypothese falsch ist.

=3
Aufgabe A8 :i
Lina hat im Internet gelesen, dass beim Werfen eines ReiBnagels die
Wahrscheinlichkeit, dass er mit der Spitze nach oben landet, 80 % betragt. Sie
glaubt, dass dieser Wert zu hoch ist. Um dies zu Uberprifen, flihrt sie einen
Signifikanztest mit einem Stichprobenumfang von 200 und einem Signi-
fikanzniveau von 5% durch. Bestimme den Ablehnungsbereich des Tests sowie
die tatsachliche Irrtumswahrscheinlichkeit.

3
Aufgabe A9 it
Ein Unternehmen bezieht Metallteile von einem Zulieferer. Laut Liefervertrag
kann das Unternehmen die Lieferung ablehnen, wenn mehr als 2% der Teile
defekt sind. Das Unternehmen glaubt bei einer Lieferung, dass es mehr sind. Es
fuhrt einen Signifikanztest mit einem Stichprobenumfang von 400 und einem
Signifikanztest von 5 % durch.
a) Bestimme die Null- und Alternativhypothese und den Annahmebereich des
Tests.
b) Welche Entscheidung trifft das Unternehmen, wenn bei der Stichprobe 12
Teile defekt sind?

=3
Aufgabe A10 :i
Nach einer Umfrage sind 85% der Deutschen flr ein Tempolimit auf
Autobahnen. Ein Automobilclub bezweifelt dies und behauptet, dass es in
Wirklichkeit weniger sind. Eine Umweltorganisation glaubt dagegen, dass es
noch mehr sind.
Beide wollen mithilfe eines Signifikanztests die Nullhypothese H,:p = 0,85 testen.
Der Stichprobenumfang soll 2000 und das Signifikanzniveau 5 % betragen.
a) Gib die Alternativhypothese und den Annahmebereich des Tests an, den
der Automobilclub durchfihrt.
b) Gib die entsprechenden Antworten fur den Test der Umweltorganisation.
c) Bei welchen der folgenden Stichprobenergebnissen verwerfen der
Automobilclub bzw. die Umweltorganisation die Nullhypothese?
A: 1600 B: 1674 C: 1700 D: 1750 E: 1800
d) Gibt es ein Stichprobenergebnis, bei dem beide die Nullhypothese
verwerfen? Begriinde deine Antwort.
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Losung A7

Klausuraufschrieb

a) Die Aussage ist falsch. Mit dem Hypothesentest wird die Vermutung der
Alternativhypothese (H,) getestet.

b) Die Aussage ist falsch. Man kann durch den Test nicht herausfinden, ob die
Nullhypothese richtig oder falsch ist.

c) Die Aussage ist richtig. Dies ist das Prinzip des Annehme- bzw.
Ablehnungsbereichs.

d) Die Aussage ist falsch. Die Irrtumswahrscheinlichkeit gibt die Wahrschein-
lichkeit an, mit der man die Nullhypothese verwirft, obwohl sie richtig ist
(Fehler der 1. Art).

e) Die Aussage ist richtig.

f)  Die Aussage ist falsch. Das Signifikanzniveau ist die maximale Irrtumswahr-
scheinlichkeit daflir, dass man die Nullhypothese verwirft, obwohl sie richtig
ist (Fehler der 1. Art).

L6ésung A8

Lésungslogik

Die Nullhypothese ist H,: p, = 0,8, die Gegenhypothese H;: p, < 0,8, das
Signifikanzniveau a = 5 %, der Stichprobenumfang n = 200.

Linksseitiger Test mit einem Ablehnungsbereich A = {0; 1;2; ...; k} mit k als gréBter
naturlicher Zahl.

Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der ReiBnagel, die mit der Spitze nach
oben landen und ist By, g-verteilt.

GTR-Einstellungen

Y1:binomedf (200,.8,X)

Klausuraufschrieb

Hy: po = 0,8; n =200, X ist B,gp,0g—Verteilt.
Linksseitiger Test mit H;: p; < 0,8; a = 0,05
A= {0;1;2;...; k}

GTR
B200,08(X <k) <005 = k = 150
A={0;1;2;..;150}
GTR
Bj0o,08(X < 150) = 0,04935

Wenn hdchstens ReiBnagel mit der Spitze nach oben fallen, wird die Null-
hypothese abgelehnt. Die Irrtumswahrscheinlichkeit betragt dann etwa 4.9 %.

Losung A9

Lésungslogik

Die Nullhypothese ist H,: p, = 0,02, die Gegenhypothese H;: p; > 0,02, das
Signifikanzniveau a = 5 %, der Stichprobenumfang n = 400.

Rechtsseitiger Test mit einem Ablehnungsbereich A = {k; k + 1;k + 2; ...; 400} mit k
als kleinster natlrlicher Zahl.

Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der Metallteile, die defekt sind und ist
Byo0,0,02-Verteilt.

GTR-Einstellungen

Y1:1— binomcdf(400,.02,X — 1)
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Klausuraufschrieb

a) Hy: po =0,02; n =400, X ist By, 02— Verteilt.

Rechtsseitiger Test mit Hy: p; > 0,02; @ = 0,05; A= {k;k+1;k + 2; ...; 400}
ETR

Ba00:0,02(X = k) =1 —Byop.00: (X <k—1) <005 = k = 14

A= {14; 15; 16; ...; 400} A={0;1;2;...;13}

b) Wenn bei der Stichprobe 12 Teile defekt sind, wird das Unternehmen die
Nullhypothese annehmen. Die Irrtumswahrscheinlichkeit, dass die Null-
hypothese dennoch nicht stimmt betragt dann etwa 3,3 % (Fehler der 2.
Art).

L6ésung A10

Lésungslogik

Die Nullhypothese ist sowohl fiir den Automobilclub als auch flr die Umwelt-

organisation Hy: p, = 0,85. In beiden Fallen wird eine Stichprobe unter

Autofahrern mit einem Signifikanzniveau von durchgefihrt.

a) Der Automobilclub glaubt, dass es weniger als 85 % sind. Somit ist die
Gegenhypothese H;: p, < 0,85. Dies fuhrt zu einem linksseitigen Test.
GTR-Einstellungen
Y1:binomcdf(2000,.85,X)

b) Der Umweltorganisation glaubt, dass es mehr als 85 % sind. Somit ist die
Gegenhypothese H;: p; > 0,85. Dies fihrt zu einem rechtsseitigen Test.
GTR-Einstellungen
Y1:1— binomcdf(2000,.85, X — 1).

Klausuraufschrieb

a) Hy: po = 0,85 n=2000, X ist Byggp.0g5—Verteilt.
Linksseitiger Test mit H;: p; <0,85; a = 0,05
A={0;1;2;...;k}

GTR
B3000,085(X < k) <0,05=k = 1673

A={0;1;2;..;1673}; A ={1674;1675;1676; ...; 2000}
b)  Hp: po =0,85; n=2000, X ist Byggo,05—Verteilt.
Rechtsseitiger Test mit H;: p; > 0,85; a = 0,05
A={k;k+1;k+2;..;2000}
GETR
B3000:0,85(X = k) =1 — Bygoo08s(X <k —1) <0,05= k = 1727

A ={1727;1728;1729; ...;2000}; A ={0;1;2;..;1726}

c) A:1600: Liegt im Ablehnungsbereich des Automobilclubs.
B: 1674 : Liegt im Annahmebereich sowohl des Automobilclubs als auch
der Umweltorganisation.
C: 1700 : Liegt im Annahmebereich sowohl des Automobilclubs als auch
der Umweltorganisation.
D: 1750 : Liegt im Ablehnungsbereich der Umweltorganisation.
E: 1750 : Liegt im Ablehnungsbereich der Umweltorganisation.

Der Automobilclub bzw. die Umweltorganisation verwerfen die Null-
hypothese bei den Ergebnissen A, D und E.

d) Es gibt kein Stichprobenergebnis, bei dem beide Organisationen die
Nullhypothese verwerfen, da sich die beiden Ablehnungsbereiche nicht
Uberschneiden (was auch logisch nicht mdglich ware).
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Dokument mit 4 Aufgaben

Aufgabe A1l S

Die erfolgreiche Samstagabend-Fernsehshow ,Verstehen Sie Mathe?" ist neu
Uberarbeitet worden. Bisher erreichte sie Einschaltquoten von bis zu 20 %. Mit der
neuen Ausrichtung soll diese Quote gesteigert werden. Andernfalls soll zum alten
Konzept zurlickgekehrt werden.

Nach der Ausstrahlung werden in einer Umfrage 150 Menschen befragt, ob sie die
Show mitverfolgt haben. 36 der Befragten bejahen dies.

Der verantwortliche Produzent ist sich der Zufalligkeit der Auswahl bei dieser
Stichprobe bewusst und akzeptiert einen Fehler von 5 %.

Kann er mit dem Ergebnis die Nullhypothese ,die Quote bleibt unverandert"
verwerfen? Bestimme den Ablehnungsbereich.

Aufgabe A2

Der Mathelehrer Dr. Miuller behauptet, dass héchstens 8% seiner Schiler im
Abitur unter fanf Punkten abschneiden.

Die Kursstufe 2 mochte diese Behauptung mit ihren Abiturergebnissen
Uberprufen. Sie einigen sich auf einen Fehler von 7 %. Tatsachlich schreiben drei
von 28 Schiler bzw. Schilerinnen schlechter als finf Punkte.

Aufgabe A3:S

Bei einem ausgesuchten Hotel einer internationalen Kette wurde der
Frihsticksraum aufwendig modernisiert und das Angebot erweitert. Bevor die
kostspieligen MaBnahmen auch in anderen Hotels der Kette durchgeflihrt werden,
soll auf Grundlage eines Hypothesentests ermittelt werden, ob die Zufriedenheit
der Gaste beim Frihstick gestiegen ist. Bisher erhielt das Hotel in diesem
Bereich eine 90 %-ige Zustimmung. Die Geschaftsfihrung legt sich bei der
Entscheidungsregel auf ein Signifikanzniveau von 10 % fest.

Bei der Stichprobe aus 80 zufallig ausgewahlten Gasten geben 76 Gaste an, mit
dem Fruhstucksangebot =zufrieden zu sein. Wie entscheidet sich das
Management? Interpretiere den Fehler 1. Art im Sachzusammenhang. Wie grof3
ist die Irrtumswahrscheinlichkeit?

Aufgabe A4 :

Am Clara-Schumann-Gymnasium werden jedes Jahr
am Nikolaustag fur Schiler und Lehrer ,Weckmanner"
gebacken. Die Kiche behauptet: ,80% der Weck-
manner haben ein GréBe von mindestens 20 cm™.

Diese Behauptung wird von der Schulleitung stolz im
Elternbrief verkindet. Die Schilerinnen und Schiler
der Kursstufe zweifeln an der Richtigkeit dieser
Aussage, die Schulleitung hingegen behautet, der Prozentsatz sei sogar noch
héher.

Beide Seiten mdchten die Giltigkeit ihrer Behauptung mit einer Stichprobe
untermauern. Man einigt sich darauf, 20 Exemplaren zu prifen bei einem
Signifikanzniveau von 5%. Berechne den Annahmebereich und interpretiere das
Ergebnis.
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Losung Al

Klausuraufschrieb
Ho: po =0,2; Hy:py > 02 a=0,02; n=150
p1 > po = rechtsseitiger Test
Bis0,02(X = k) =1 — By50,02(X <k —1) 0,05
GTR
k=39
A = [39;40; ...; 150]
Da nur 36 der Befragten die Sendung gesehen haben und 36 im Annahmebereich

des Tests liegt, kann der Produzent die Nullhypothese nicht ablehnen.

Losung A2

Klausuraufschrieb

Hy: pp =0,08; Hy:p; > 0,08 a=0,07, n=28
p1 > po = rechtsseitiger Test

Byg0,08(X = k) =1 — Byg,008(X <k —1) <0,07

GTR
k=5
A =[5;6;...; 28]
Da nur 3 Schiler bzw. Schiilerinnen schlechter als 5 Punkte geschrieben haben,

kann die Nullhypothese hier nicht verworfen werden. Der Mathelehrer hat recht.

L6ésung A3

Lésungslogik

Obwohl im Aufgabentext nicht explicit angefihrt, muss hier auf eine hoéhere
Zustimmung als nur 90% gepriift werden, ansonsten wére die Uberlegung,
kostspielige ModernisierungsmaBnahmen durchzufihren, sinnlos.

Klausuraufschrieb
Hp: po = 0,90; Hy:p; >09 a=0,1; n=280
p1 > po = rechtsseitiger Test
Bgo.0o(X = k) =1 —Bgpoo(X <kl—1) <0,1
GTR
k=177
A= [77;78; ...;80]
Da nur 76 Gé&ste angegeben haben, mit dem Frihstick zufrieden gewesen zu
sein, kann die Geschéftsleitung die Nullhypothese nicht verwerfen. Die
Irrtumswahrscheinlichkeit, die Gegenhypothese in diesem Falle zu verwerfen,
betrédgt etwa 3,5 %.
Ein Fehler der 1. Art kann in diesem Zusammenhang nicht gemacht werden,

denn eine falschlicherweise verworfene Gegenhypothese ist der Fehler der 2. Art.
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Losung A4

Lésungslogik
Da hier zwei gegensétzliche Aussagen vorliegen, ist ein zweiseitiger Test
durchzufiihren, bei dem das Signifikanzniveau halbiert werden muss.

Klausuraufschrieb
Hy: po =0,80; Hyi:p; <08; Hy:p, >08 a=0,1; n=20
p1 < po = linksseitiger Test
Byo.08(X < k) < 0,05
GTR
k=12
4 = [12]
P, > po = rechtsseitiger Test
Bo,08(X = k) = 1 — Byg08(X < kl — 1) < 0,05
GTR
k =20
4, = [20]
Aus den beiden Ablehnungsbereichen ergibt sich der Annahmebereich zu:
A =[13;14;15;...; 19]
Interpretation:
Um die Gegenhypothese der Schulleitung anzunehmen, missten alle 20
Exemplare gréBer sein als 20 cm. Bei hochstens 12 Exemplaren kleiner als 20 cm
hétten die Schilerinnen und Schiler der Kursstufe recht.
Insgesamt gesehen ist dieser Test nicht reprdsentativ und jegliche Entscheidung
zur Nullhypothese bzw. den beiden Gegenhypothesen ist mit hohem Risiko
verbunden, da hier das empirische Gesetz der groBen Zahlen nicht eingehalten
wird, weil der Stichprobenumfang mit 20 Weckmé&nnern zu gering ist.

Seite 124  © by Fit-insMathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fur Schule und Studium
sowww.fit-in~mathe-online.de #T0cHAST 1IN $T0cHASTIN TocrAsTIN $TocrasTIN
Dr.-Ing. Meinolf Miiller / webmaster@fit-in-mathe-online.de



